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INTRCDUCTION

- Aprés les travaux de Slater (1929) et le livre célibre de Condon
et Shortley (1935) qui ont formé la base de départ de la théorié des
spectres complexes, les premiers travaux de Racah (1942, 1943) ont
apporté une contribution majeure gréce i l}introduction de nouveaux
concepts tels que opérateurs tensoriels, coefficients de parenté frac—
tionnelle et sénicrité, et ont permis 1'étude en couplage intermédiaire
et au premier ordre de periurbation de groupes de configurations déja

importants tels que [dn,dn"1s,dn"232] .

Grace & une remarquadble interprétation des résultats obtenus &
l'aide de la théorie des groupes de Lié, Racah a pu alors classer les
états des configurations fn et déterminer les énergies coulombiennes
correspondantes (1949). Enfin, reprenant le probléme dans scn ensemble,
il a dégagé les processus mathématigues mis en oeuvre dans le traite-

ment des configurations zn (1951).

Judd, par un exposé trés clair dans son livre "Operator Technigues
in Atomic Spectroscopy" (1963), a rendu accessiblie 1'ensemble des mé-
thodes de Racah et permis aux classificateurs d'entreprendre 1'étude

. . . n
des groupes de configurations complexes construites sur £,



Elliott {1958) a montré que la méthode est suffisamment puissante
pour étre détendue systématiquement & la classification des configura-
tions mélangées (£+£')n considérées comme wne seule entité, et mon-
)n

tré comment les états (d+s peuvent &tre classés suivant différen-~

tes chaines de groupes, en particulier
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Lthamiltonien du systéme noyau-électrons est bien connu et 1ltap-
proximation du champ central auw premier ordre permet généralement de
rendre compte d'un grand ncombre de données expérimentales au moyen
d'un petit nombre de paramétres ajustables. Cependant, les interpré-
tations des structures hyperfines cu des déplacements isotopiques, qui
exigent une trés bonne détermination préalabvle des fonctions d'onde,
ont fait apparaitre la nécesgité dlestimer 1'influence des ordres st~
périeurs de perturbstion. Rajnak et Wybourne {1963, 1964) ont alors
montré qu'on peut tenir compie des effets des interactions des confi-
gurations lointaines par 1l'introduction d'opérateurs effectifs & plu-
sieurs particules et c'est Judd gui, gréce & l'introduction de la se-
conde quantification en spectroscople atomique et 4 l'aide des dia-
grammes de Feynman, a donné au probléme sa véritable solution (1967,

1970) .

Ie cas des configurations mélangdées (Z+£')n a été traité par
8. Feneuille dans sa thdse (1967). Aprds avoir généralisé 1'ensemble

des concepts liés & la théorie des groupes introduits par Racah et



obtenu la classification des états et des opérateurs agissant au pre-
mier ordre dans (ﬂ+ﬂ')n 3 1'aide de la chaine de réductions
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il a étendu 1l'utilisation de la seconde guantification et des diagram-
mes de Peynman et déterminé ainsi la forme des opdrateurs effectifs de

second ordre agissant dans les configurations (£+£')n .

Plusieurs conditions sont indispensables pour que 1'introduction

du second ordre dans les interprétations physiques ait un sens :

. = D'une part, il faut pouvoir distinguer entre les interactions de
conTigurations proches et lointaines, clest-i-dire pouvoir définir et
traiter des groupes de configurations bien isolées. ('est le cas par

exemple des configurations (d+s)N des éléments de transition,

~ D'autre part, il faut disposer de résultats expérimentaux suffisants
pour déterminer un nombre de paramétres nettement plus élevé gue pour
le premier ordre et lz taille des calculs doit rester raisonnable par

rapport aux ordinateurs actuels,

- Enfin, la détermination des paramétres et 1'azbszissement de 1'écar:
quadratique moyen entre les énergies expérimentales et calculées ne
sont pas des critéres suffisants : les facteurs de Tandé et les inter-
prétations des effets nucldaires sur les spectres atomiques sont des
tests complémentaires essentiels d'amélioration des fonctions d!onde

obtenues,



4 tous ces points de vue les éléments de transition et notamment
la série 3d représentent le cas idéal.pour la confrontation théorie-
expérience, On dispose de spectres bien classés, de mesures de struc-
tures hyperfines et de déplacements isotopiqugs 4 interpréter et de

groupements de configurations relativement bien définis construits

sur (d+s)N .

Les calculs réalisés par J. Schrijver (1969) sur des configura-
tions de la série du fer & l'aide des résultats de 3, Feneullle sur la
classification des états (d+s)N et laz détermination des opérateurs
a 3 particules (1967, 1969) ont été repris et étendus par J. Schrijver
et Noorman (1972). Ces travaux montrent que l'introduction des effets
de second ordre permet de réduire fortement i'écart quadratique moyen
et que les interactions électrostatiques, représentées par 3 opérateurs
4 2 particules et 8 opérateurs & % particules, sont besuccup plus im-
portantes que les interactions dépendant du spin., En cutre, un calcul
a été réalisé sur la configuration 3d54p de Fe III par M. Aymar
(1970), qui tient compte partiellement des effets de second ordre.et
qui montre non seulement 1'importance des effets électrostatiques mais
encore la nécessité, pour mener plus loin les czlculs, de disposer de

~

ltensemble classé des opérateurs effectifs & 2 et 3 particules agis-

sant dans dnp o

Une étape importante serait donc de pouvoir aborder 1l'étude com-

pleéte des configurations (d+s)N et (d+s)Np de la série du fer.



Or 3. Feneuille et A, Crubellier (1970) ont montré que le schéma
le plus intéressant pour étudier les configurations (d+s)NpM est la.

chaine de réductions

[SUZ(d,s)x SU, 5

(p)=50,] x [SUB(d,s)x SUB(p)DSU DR,j,] .

Ils ont déterminé les opérateurs effectifs électrostatiques & 2 parti-
cules qui interviennent ; l'ensemble du travail nécessalire pour mener

& son terme 1'étude d'un cas physique & 1l'aide de ces nouveaux échémas
de classification et évaluer l'importance des effets des opérateurs i
3 particules est considérable et nous avons limité notre attention 3

la détermination explicite & 1'aide du schéma SU3 des opérateurs ef-

fectifs électrostatiques & 3 particules agissant dans (d+s)N .

Ce probleme est complexe pour plusieurs raisons :

5

~ la description des configurations (d+s)N a4 l'aide du groupe SU3
est moins bien adaptée que la description”standard” de S. Feneuille,

En particulier, alors que seuls interviennent au second ordre les opé-

Ky X, kg

rateurs & 3 particules construits sur des produits V 'V 7V olt les
ki sont pairs, il est indispensable en SU3 de construire l'ensemble
de tous les opérateurs scalaires & 3 particules, opérateurs qui tien-
nent compte alers d'effets d'ordre supérieur dont 1'importance pourrait

en principe &tre mise en évidence par comparaison avec les résultats

antérieurs de Schrijver.

-~ L'utilisation du groupe SU, n'est pas courante en physique atomique

3

et les résultats intermédiaires utiles sont pratiguement inexistants,

En particulier les trés nombreux coefficients de Clebsch-Gordan



SU3DR3 nécessaires & la classification des cpérateurs doivent é&tre
déterminés. L'importance des calculs 4 effectuer dépasse tres large-
ment les possibilités menuelles et 1'écriture d'un ensemble de pro-
grammes a été entreprise pour permetire de calculer, A partir d'une mé-
thode proche de celie de Nutter et Nielson (1963), les coefficients de

Clebsch-Gordan des groupes de Lie semi-simples compacts dans leurs

réductions successives & R, .

3

~ Burtout, les indéterminations des états de base, inhérentes aux ré-
ductions successives qui interviennent, entrainent des problimes com-
plexes de dégénérescences internes et externes. Dans le cas de SU3
ce probléme revét un caractére particulier. Finalement l'ensemble de
ce travail est consacré essentiellement & 3 points principaux : le pre-
mier est la détermination explicite, dans le schéma SU3 , d'un ensem~
ble complet d'opérateurs & 3 particules, scslaires, hermitiques, Symé—
trigques et indépendants du spin, représentant les effets électrostati-
gues des interactions de configurations lointaines sur les configura-
tions (d+s)N . le deuxiéme point est une discussion, & propos de la
détermination des C.C.G., de la réduction SU3:3R3 , sur la possibilité
de diminuer la dégénérescence interne gréce su choix d'opérateurs ten-
soriels couplés possédant des preopriétés d'hermiticité définies. Ce
choix définit une base d'états SU3DR3 que nous comparons avec celle
proposée par Judd, lMiller, Patera, Winternitz (1974). Ie troisidme
point est la rdalisation d'un ensemble de deux programmes permettant

le calcul automatique des C.C.G. des groupes de Lie semi-simples

compacts dans leurs réductions successives a R3 , aux indéterminations



prés dues aux dégénérescences, Dans ce cas p solutions arbitraires
crthonormées sont déterminées qu'on peut combiner linéairement entre

elles sulvant le probléme particulier traité,

Cette réalisation, indispensable pouvr déterminer les C.C.G.
SU'SIDR3 nécessaires & la classification des opérateurs & 3 particules,
nous a permis en outre de participer & un travail parallile faisant
appel aux mémes méthodes. A la suite des remarques de G, Bauche—
Arnoult, qui a étudié dans sa these {1972) les effets de corrélation

sur la structure hyperfine des configurations dN , nous avens entre-

pris la classification, dans le schéma Sp1OZJSU2x (SOSZDRB) , Ges

u

opérateurs effectifs & 2 particules dépendant du spin et venant du
terme de second ordre croisé de 1'énergie coulombienne et de la struc-

ture hyperfine,






PLAN CHAPITRE I -~ GENERALITES
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A} 1er ordre de perturbations,
a) Structure fine,
b} Structure hyperfine.
B) Effets de second-ordre.
1°) Structure fine.

2°) structure hyperfine.

11) Classification des groupes 4d'opérateurs lindaires,

1°) Classification des groupes d'opérateurs linéaires.
29) Représentations des groupes linédaires - Lien avec le groupe

symétrique.

I1II) Généralités sur les groupes de Lie compacts,

1) Groupes de Lie continus.

2;) Groupes de Lie semi-simples,

30) Représentations des algtbres de Iie des groupes semi-simples
compacts.

4°) Groupe GL(£+1) et sous—groupes.

59) Produit de Kronecker de deux représentations,

6°) Théordme de Wigner-FEckart général.

IV) Propriétés de syméirie - Pléthysmes.
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V) Application & la spectroscopie atomigue,

10} Cpérateurs tensoriels.
29) Classification des états & = cas particulier de a"
30) " " (4+£)" - Classification ST de (a+s)™,
4°) Classification des opérateurs monoélectroniques.
a) Cas des configurations £n
b) Cas des configurations (£+£')n - {as de (d+s)n dans
le schéma SU3 .
50) Hermiticité des opérateurs tensoriels.
6°) Principe de la classification des opérateurs & 2 et % particules,
a) Opérateurs bidlectroniques dépendants du spin agissant
dans 4" .
b} Opérateurs & % particules indépendants du spin agissant
dans (d+s)n . '

7°) Coefficients de Clebsch-Cordan et construction explicite

d'opérateurs & plusieurs particules.

VI) Détermination des coefficients de Clebsch-Gordan des groupes semi—

simples compacts,

Principe général,

-



11

CHAPITRE I

GENERALITES.

Dans ce chapitre ncus faiscns, sur la théorie du champ central,
gquelques rappels nécessaires pour situer le sujet de ce travail et
iniroduire la notion d'interactions effectives. L'étude de ces inter-
" actions A 1'aide des groupes de Lie semi-simples compacis et des pro-
prié¢tés de symétrie fait appel & des notions de base qu'il n'est pas
possible dtexpliciter ici et nous donnons simplement un apercu sur la
fagon dont elles s'introduisent, principalement afin de présenter le
vocabulaire utilisé. Aprés des rappels trés succincis sur la théorie
des groupes de Lie puis sur les propriétés de symétrie de permutations
nous donnons l'application de ces résultats & la classification for-
melle des états et des opérateurs & 1, 2 et 3 particules dans les cone
figurations ﬁN et (£+£')N puis nous présentons le principe de la
méthode utilisde pour déterminer les coefficients de Clebsch-Gordan
des groupes seml-simples nécessaires, en particulier, & la classifica-

tion explicite des interactions & 2 et % particules.
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I. Théorie du champ central.

L'hypothese du champ central consiste & écrirve l'hamiltonien H'
d'un atome & N électrons scus la forme d'une somme de deux hamilto-

niens H0 et H dans lesquels on a fait apparaltre une fonction

u(r) appelée potentiel central. On a alors H' = HO+H olt

2
N p. 2
i Ze . . . .
H o= [z -+ u(r.)] eat l'hamiltonien principal et
0 . 2m r, i
d=1 il
N e2 N
H= % T+ I [g(ri) 5., 4. - u(ri)] un hamiltonien que 1l'on

idj=1"ij i
traite‘par 1é méthode des perturbations,

u(r) reprdésente le potentiel moyen dans lequel se déplace chaque
électron mais son introduction est en fait un artifice de calcul et

sa détermination est arbitraire.

les valeurs propres de HO représentent les énergies des confi-

gurations caractérisées par les nombres quantiques n et £ de chaque

électron., ©On a HO b =K ¢ avee K = I Ei(niﬂi) . les foncticns pro-
i

pres ¢ de Ho sont données par les déterminants {@1...¢N} ol

) R(nizi) :
k) = — S, i 4’ -
?j( i rj Ygimgi(ej?j) 6(cjm 1) est wne fonction onde mono

électronique., Elles permettent de construire des bases de fonctions
antisymétriques nécessaires & 1'étude des différents ordres de per-

turtations.
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A) Ordre 1 : Structure fine et structure hyperfine,

a) Structure fine - Niveaux d'énergie.

L'hamiltonien perturbateur H comporte 3 parties :

2
~ l'interaction électrostatique entre électrons Q = L ia“
ij
- . . . N 13 du
- l'interaction de spin-orbite A = £ E{r_)s.£. ol E(r)=-—io— =
i7 7474 22
ANA AAn 2m ¢ r dr

- une partie purement radiale que nous noterons u'

4 1'ordre 1 on étudie l'action de H perturbateur sur la confi-
guratioﬁ ou l'ensemble de configurations proches considérées. On dia-
éonalise donc la matrice de Q+u'+A sur les états considérés, la
 triés forte dégénérescence de 1l'ordre (0 est 1evéeAet la configuration
se sépare en niveaux d'énergie : c¢'est ce qu'on appelle obtenir le cou~

plage intermédiaire de cette configuration,

b) Structure hyperfine.

Si 1lten s'intéresse & une analyse plus fine de la structure des
niveaux, des termes s'ajoutent & l'hamilionien H . Parmi ceux—ci,
1'hamiltonien ths de structure hyperfine comporte 4 termes princi-
paux qui décrivent les interactions entre les moments nucléaires magné-

tigues et électriques et les champs magnétiques et électriques produits

par les électrons et qui s'écrivent sous forme tensorielle

~ 1) Partie orbitale a {z‘3~ g(?)}.1(1)
.3:}, N
1 1. e
i
. . . . t
- 2) Partie spin~-dipolaire « {2 ——'(—V1O S
Ti rz ~

(1)_0(2))(_1)}.1(1)
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8n (i (1)
- %) Terme de contact o {i z 6(fé? i} :}25

L)

- 4) Terme guadrupolaire électrique B E'Jg (C§2).K(2))

iriw s
L'ensemble de ces notations a été défini. par Cl. Bauche dans sa
thése (1972), Au premier ordre il faudrait diagonaliser Q+A+u‘+ths
mais ce n'est pas ce qui est réalisé pratiquement : on reprend le cou-
plage intermédiaire obtenu et on calcule les éléments de matrice de
H sur cette base (les éléments non diagonaux de la matrice de ths

hfs

sont considérés comme négligeables).

B) Effets de second ordre,

10) Correction sur la structure fine.

Au second ordre 1'influence des états ]¢n> d'une configuration
perturbatrice d'énergie En entraine sur la structure fine de la con-

figuration étudiée la corresction suivante :

o loruw+nfe ><¢ |atu'+ap >

68 = T o : (1)
n.

n 0

Cette expression ol apparait une somme sur tous les états de la
configuration perturbatrice considérée n'est pas utilisable telle quelle
mais on montre qu'on peut définir des opérateurs effectifs scalaires
ntagissant qu'a ltintérieur de la configuration étudiée qui permettent
d'ignorer le détail des propriétés des configurations perturbatrices.

L'expression (1) s'éerit alors

. 1
<q’_0l9]q’o> ol Q = i - %5 H|¢n><¢n!H
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En développant, il apparait les termes :

2, = - j%-i wfe_><o |ut noté symboliquement w'u'

Q, = --ﬁﬁ L Qle,>< |a : " QQ

93 = ~-£§ E Q]¢n><¢n|u'+ u‘|¢n><¢n]Q ' " | Qu'+u'Q
2, = -'ﬁg g A]¢n><¢n|A: R " AN

05 = - 55 & Alu><w o afu ><u A " AQ+GA
2 = --£§ g A]¢n><¢n'u'+ u‘|¢n><¢n]A : " Au'+u'A

les trois premiers termes agissent uniquement sur 1'orbite des élec—
trons. Ils forment ce guton appelle les interactions effectives élecw

. trostatiques de second ordre., Les trois autres agissent simultanément
sur le spin et l'orbite et n'interviendrorm pas dans notre étude, Ila
détermination effective des opérateurs Q a été faite & 1'alde de la
méthode de seconde guantification par Judd dans la cas des configura~—
tions £N (1967, 1970) et par PFeneuille dans le cas des configurations
)N

(£+8 (1967).

Pour les configurations ﬁN , 2 peut étre derit en fonction

d'opérateurs tensoriels sous la forme

k1 n kil
Q=13 Xk £ (v?.vk)+~h by W§11)Oﬁ- L {kk'k") T ({v?wr.}k LV )
ko idj J i Kk'k"pairs i#3#h J
. x & 5 (+] {1 e t} . (W§Ok)k‘wg1t)k)

k pair % impair £ L 1]
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. . . k kit k"
Ies expressions des intégrales radigles X , T s 1 sont

assez compliguées mais c'est sans importance dans une étude semi-

empirigue ob elles sont congidérées comme paramitres ajustables,

Les deux premiers termes ont.méme dépendance angulaire gue. l'ha—
miltonien H . On voit apparaltre ensuite, des opérateurs & 2 parti-
cules qui recouvrent en fait les corrections empiriques de Trees (1951},
des opérateurs & 3 particules dont on peut réduire le nombre par 1'étude
de leurs propridtds de symétrie, enfin des opérateurs & 2 particules

agissant sur le spin et l'orbite.

la forme de @ dans le cas des configurations (£+£')N est beau-
coup plus complexe mais on trouve des résultats trés semblables, c'est.

d-dire un ensemble d'interactions & 2 et 3 particules du type

Xk x
i x(k) ifj(vi(zazc).vj(zdxf))

k
EY 2{1 . t} 5wl OE py WEEG ]
. L. A ac J a7t

k pair t 18 2 14, i4j

1 L]
5 kK g ({vk

kn kll
1.1 1L 1 ) } v (zez
kk'k iti#h

h

))

d

kl
(3azb) v (zcz ¢

ou les opérateurs ka(zz') ont été définis par Feneuille {1967).
Ainsi, dans le cas des configurations (d+s)N , 1'étude des propriétés
de transformations des cpérateurs dans les opérations des groupes

Sp12 ’ SO6 . 505 a permis & Feneuille (?967) de montrer qu'une fois
écartés les opérateurs & 2 corps déji présents dans 1'interaction cou-
lombienne & l'intérieur de (d+s)N , les opérateurs électrostatiques

& 2 corps restants peuvent &tre remplacés par 3 opérateurs trés simples

et que les opérateurs & 3 particules se réduisent a 8 cpérateurs indé-

pendants,
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Comme nous l'tavons précisé dans 1l'introduction, un des travaux
exposés dans cette theése est la classification des interactions & 2
et 3 particules introduites par les effets de second-ordre sur les

configurations (d+s)N mais & l'aide cette fois du groupe SU3 .

20) Corrections sur la structure hyperfine.

An deuxidme ordre 1'influence des états ¢n d'une configuration
perturbatrice entraine de la méme fagon sur la structure hyperfine

une correction
<o | B+ o ><o [HAE L o>
hf
&8 = ¥ 0 28 0 n ths Q avec H = w'+A4Q
n )

EO - En

ol 11 apparalt en notation symboligue les 4 termes

0 Heg Heg

2) wH  AH W
5) AE L HH A
4) Qo . Q

- le premier terme décrit l'interaction entre les structures hyperfines
de niveaux appartenant & des configurations différentes et son effet
est analogue & celui 341 aux éléments de matrice non diagonaux de ths.

On le néglige.
- Ie deuxidme terme, ol l'opérateur U' .est purement radial, n'inter-
vient pas ; 1l est traité dans le premier ordre.

-~ Le troisidme terme, qui est 1l'interaction croisée spin-orbite-struc-

ture hyperfine et introduit des opérateurs effectifs compliqués dépen~



18

dant du epin, n'a jamais été étudié car 11 a €%é considéré comme re-

présentant une correction en général pius faible gue le

- Quatridme terme, interaction croisée énergie coulombienne—structure
hyperfine, qui est le terme étudié en détail par Cl., Bauche (1972) et
celui qui nous intéresse ici, La méthode de seconde quanitification a
permis & Cl, Bauche d'expliciter la forme des opérateurs effectifs
correspondant & cette correction pour les configurations £N et
(£+£')N , comme nous le verrons dans le chapitre III qui est consacré
8 1'étude de la classification de ces interactions effectives dans le
cas deg configurations dN 4 l'aide de la chaine de groupe standard

o S0 )
5Py :3112><(o5 R3)
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I1. Classification des groupes d'opérateurs lindaires — Représentations,

Ces guelques rappels n'ont pour but gque de présenter les différents
groupes d'opérateurs linéaires utilisés en physique atomique et d'es~
sayer de montrer comment s'introduisent les liens entre les groupes de
transformations linéaires et le groupe des permutations. On trouvera

un exposé détaillé dans le livre de Bacry par exemple (1967).

10) Classification des groupes d'opérateurs lindaires,

Rappelons qu'un opdrateur régulier A agissant dans un espace
métrique E et conservant le produit scalaire est dit isométrique.
- Clest-a-dire qu'il vérifie (Ax,Ay) = (x,y) , BA = Iy = AR soit
APV on R oest 1'adjoint de A .

Un tel opérateur est dit -orthogonal  pour un espace euclidien

—~unitaire i i hermitique
~pseudo orthogonal " peeudo-euclidien
~pseudo unitaire " pseudo~hermitigue
~symplectigue " symplectique

ol 1'on rappelle que les différents espaces sont définis par les pro-

priétés du tenseur méirique g

-~ 51 la métrique g est antisymétrique soit {x,y) = «(x,y)t =
—gty(x) l'espace est dit"sympleciique”. Il est ioujours de dimension

paire,

- 5i la métrique g est symétrique =soit (x,y) = (x,y)t = gty(x)

on peut choisir les gijzo et les gii:ij . S5i on appelle (p,m) la
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signature de la métrigue on a les 4 cas suilvants :

métrigue g symétrique| si g linéaire si g antilinéaire
*
(e,y) = (x,3), (x,3) = (y,x), (,5) = (v,x)
31 p ouw mn=0 Espace euclidien " Espace hermitique
81 p et mfio Espace pseudo-euclidien Espace pseudo-hermitique

Cn montre gue les opérateurs isométriques d'un espace métrique forment
un groupe et les principaux groupes d'opérateurs linéaires agissant
dans les différents espaces et Formant des groupes matriciels sont :

GL{n,C)y Groupe linéaire complet des matrices complexes nxn régulibres

(n,R) réelles

SL(n,C)

(n R)} les mémes avec la resiriction unimedulaire (déterminant =1)
1

U(p,m)y Groupe des matrices pseudo-unitaires (p+m)x(p+m) .

SU(p,m) et 1lt'unimodulaire correspondant.

Groupe unitaire 3 n dimensions ou groupes
U(o,n) = U(n)

SU(o,n) SU(n)

U(n,o)
SU(n,o)

des matrices unitaires (nxn) et

i
il

1'unimodulaire correspondant,

O(p,m)} Groupe des matrices pseudo-orthogonales (p+m)x(p&m)

s0(p,m)’ et son unimodulaire.

Groupe des maitrices crthogconales (nxn) et ltunimodulaire
o(n) appeléd souvent groupe des rotations, noté parfois Rn
SO(n) Nous conservens la notation R3 pour le groupe 80(3) qui

est effectivement le groupe des rotations & % dimensions,

sp(2on,o) Groupe des matrices symplectiques complexes 2nxen

(2n,R) réelles

sp(en) - Groupe sympleciique unitaire ou simplement "groupe symplectique".
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2°) Représentations des groupes d!'opérateurs lindaires et lien

avec le groupe symétriqgue.

a) Représentation conjuguée et contragrédiente .

Considérons une représentation D(g) . On peut remplacer chagque
élément de matrice par scn imaginaire conjugzué. On obtient wie nou-
velle représentation appelée conjuguée et notde D*{g) soit

(D*)kz = Dﬁﬂ . On peut aussi transposer les matrices D(g) soit

|

(Dt)kg = Dﬁk . Les deux opérations précédéntes définissent la repré-
. .. + b . .
sentation adjointe (D )kﬂ = (D ) = Djk . IEnfin on obtient deux au-

tres représentations en transposant les dnverses de D et D¥* seoit
-1t ( f31 £y—1 1 .
D appelée contragrédiente de D et (D* ) = (D ) contragré-
diente de D* . On montre que D, D* , 't et ot sont en méme

temps réductibles ou irréductibles, unitaires ou non et que D est

réelle si elle coincide avec sa conjuguée (D = %) .

b) Représentations du groupe symétrique Sp - Représentations

assocides,

les représentations irréductibles du groupe des permutations Sp
sont caractérisées par un diagramme 4'Young & p cases (cf, Appendice
1). On appelle tableau standard un diagramme d'Young ol sont inscrits

les nombres de 1 & p dans ltordre croissant dans chague ligne et

chaque colonne, On appelle symétriseur l'opérateur S = £ ¢ et
o€ Sp
antisymétriseur A = I y(o)o ol y est la parité de la permutation
ol 3p

¢ . A chague tableau d'Young cn peut faire correspondre un opérateur
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15 défini de la facgon suivante : si p désigne les permutations des
nombres du tableau laissant les lignes invariantes et q celles des
colonnes, on définit le symétriseur Py p et ll'antisymétriseur

b
Q=1L x(q)q , alors ?} :(Qg}. Fn particulier & ]3].,.LR[ corres—
q .

pond 1& =5 et I%J correspond Q} = A ., Deux diagrammes se dé-
||
duisant 1'un de l'autre en permutant les lignes et les colomnes cor-

respondent & 2 représentations de Sp de méme dimension et dites re-

présentations assocides.

¢) Tenseurs irréductibles de GL(n) , SL{n) , su(n)

Considérons le groupe de transformations linéaires GL(n) dans

. : i .
un espace Vn . Soit x € Vﬁ de composantes x et A une trans-

formation de GL(n) . na x' = Ax ou x'l = A;XJ . On peut définir
un tenseur de rang T par rapport au groupe GL(n) . 31 les vecteurs
iy ir

x sont transformés par A les nr quantités x(z)...x(r) (iu=1...n,

p=1,...r) formdes b partir de T vecteurs X( 4y (p) de Vv se
i1 .ir i? i j i

r 1 Jp
transforment comme xi1)...x(r) =

A, WAL X ev X . Le tenseur
3,778 ()

F de rang r est déerit dans une base donnée par nt composantes
i...d

¥ L ¥ gui se transforment comme le produit de =z vecteurs
i1°°'ir i1 ir j?"'jr
m = Aj e A T ., Donc la transformation A dans Vﬁ
1 r

induit la transformaticn Ax...xA = A&r dans l'espace fir des ten-
geurs de rang r . Si x1®...8mr est un élément de fir et o une
permutation (i1,..ip) de Sp de parite x(o) , l'opérateur

a c s Br
o(x.®.,.€m ) = %, ®...8x, est un cpérateur linéaire sur V et on
1 r 11 lr n
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peut définir & = § & opérateur de symdtrisation et A = I x(o)&
ot Sp . ot Sp

opérateur 4d'antisymétrisation. Les espaces éviw et ﬁfﬁy‘ sont ap-
pelés espaces des tenseurs symétrigques et antisymétriques. D'une fagon
générale on montre que les tenseurs de rang r peuvent &tre construits
de manigére & posséder un iype de symétrie déterminé par rapport aux
opérations du groupe symétrigue Sr et qu'alors ils forment une base

pour une représentation irréductible de GL(n) .

Autrement dit ils forment des tenseurs irréductibles de GL(n)
et le méme diagramme d'Young caractérise alors soit la partition qui
détérmiﬁe la fagon dont les composantes du tenseur se transforment par
rapport & Sr , s0it la représentation irréductible de GL{n) dont

elles forment une base.

On montre que les représentations irréductidles de aL(n) restent

irréductibles dans les réductions & SL{rn) , uln) , su(n) .

d) Représentations irréductibles de GL(n) . SL(n) , sU(n)

31 x est un vecteur de Vn et ® un élément de l'espace dual
1?; un opérateur régulier A est tel que A—1t®(Ax) = AtA—1t®(x)= (x).
Done A induit sur le dual une transformation A—1t en géndéral pas
équivalente & A . Si on représente par |:] la représentation d'es-
pace Vﬁ (ou espace des kets |x> ) et par EZ sa contragrédiente

dtespace QJ; (ou espace des bra <x‘ ) on montre pour SL(n) 1 é-

Z

quivalence des représentations assocides aux diagrammes (r) et

Z



24

—'(n—r) . On peut donc associer & tout tenseur antisymétrique de rang

T sur Vn un tenseur covariant de rang (n—r) sur le dusl appelé
tenseur adjoint, Il s'ensuit que pour SL(n) les représentations
[K1...Kn] et [K?+p...hn+p] sont équivalentés. les diagrammes asso-
ciés & SL{n) sont donc des diagrammes & {(n-1) lignes., On montre
aussl que la représentation contragrédiente d'une représentation

,..x1~x2,0].

[l1...ln_10] de SL{n) est la représentation [K1,K1—Kn_1

Graphiquement les diagrammes de ces deux représentations ferment un

rectangle de n lignés : 7 éé;f . SUn étant un sous-groupe de

SL{n) cette propriété reste vraie., Enfin on montre que les reprdsen-

tations [:I et % sont éguivalentes pour SU(n)‘ ou ]§| et @
E;l et ;;:} '

sont les représentations conjuguées de ]:] et %Z'n

En résumé, pour SUh la représentation conjugude est équivalente
a la contragrédiente, Une reyrésentation de SUn et sa conjugude
forment un rectangle de n lignes et les diagrammes utiles possédent

au plus (n—1) lignes.
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ITI, Genéralités sur les groupes de Lie compacts.

Ces quelques rappels s'appuient sur l'exposé de Racsh (1951) et
essaient d'introdulre certaines notions intervenant directement dans

l'application des groupes de Lie & la spectroscopie atomique.

1°) Groupes de Lie continus.

Considérons un ensemble de transformations des vecteurs d'un es—
pace vectoriel & n dimensions dépendant continilment de r paramdires
C . i i, 1 n 1 T ) . .
indépendants, y =f (x ...x ,a ...a ) . Si on se limite & des trans-

formations infinitésimales, l'ensemble des transformations du groupe

i,
est réalisé & 1l'aide de r cpérateurs différentiels X = & Qi;,,le .
i aa® éxl

Ia condition nécessaire et suffisante pour que r opérateurs Xp

solent les opérateurs infinitésimaux d'un groupe d'ordre r est que

T

0o X'E relation qu'on
(1)

leurs commutateurs vérifient [XP,XG] =Ic
T

peut écrire suivant la convention d'Binstein sur les indices répéiés

[X o K ] = crc X . les cT sont des ftenseurs appelés constantes de
p’ o pc 1T po

structure de groupe et les relations (1) définissent une algdbre de Lie

dont les éléments sont les Xp .

~ Groupe abélien : un groupe est dit abélien si tous ses é1léments

. T
commutent. En conséguence ; cp(j =0 ¥p,o .

~ Sous-groupe : c'est un sous-groupe caractérisé par p opérateurs
X1...XP formant eux-mémes les opérateurs infinitésimaux d'un groupe.

les constantes de siructure vérifient dont C;G =0 {(p,o<Dp , T ) .
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~ Sous-—groupe invariant : un sous-groupe H de G est invariant

s'il contien® tous les conjugzués de ses élédments. Si X1..¢XP sont
les opérateurs infinitésimauwx de H les constantes de structures vé-

rifient Czc =0 (pgp, 1>0D) .

~ Qroupe de Lie simple : Il ne contient pas de sous-groupe de Lie

invariant autre gque l'unité,

~ Groupe de Lie senmi-simple ; la condition est moins restriciive.

I1 ne contient pas de sous-groupe de Lie invariant abélien autre que

1'unité,

20) Groupes de Lie senmi-simples,

Si on considére le tenseur syméirique de rang 2, gpo = cg?\c};i‘L
(convention d'Einstein), alors, pour qu'un groupe de Lie soit semi-
simple il faut et il suffit que le déterminant Igpcl soit #£0 . Le.
tenseur gp0 peut donc servir de tenseur métrique de l'algebre et per-
met de définir le produit scalaire de deux opérateurs. Ia classifica-
tion des groupes de Lie semi--simples consiste & mettre les relations
de commutation sous forme standard, c'est-h-dire consiste & chercher
des opérateurs, combinaisons linéaires des XT , de facon que ces com-—
binaisons aient, avec l'une d'entre elles A fixée, des relations de
commutation du type [A,X] = pX caractéristiques du groupe. On mon-
tre qu'on peut trouver A de fagon gque £ combinaisons linéaires,

clest~a~dire £ opérateurs Hi commutent entre eux deux & deux. Ila

racine p=0 est donc £ fois dégéndrée et c'est la seule racine
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multiple. £ est appelé le rang du groupe semi-simple, Il existe
r~£ autres racines distinctes et nous notons les opérateurs corres—

pendants E ,,.E ., Alors :
a v

[4,E]

[4,5,]

0 (i = 1...£) H, sont des combinaisons des X'z
ou les

o Ea (r-£ indices grecs) Ea "

1t

It

et A = ATH, .
i
Finalement les résultats de la classification, clest-i-dire-les formes
standard que prennent les relations de commuiation des opdrateurs
infinitésimaux des groupes de ILie semi-simples, sont donnés par le

tablieau suivant :

T
[Hi,Hk] =0 ¢ =0
[H.,E ] = a.E el = a8 x = \a,

17 & 1o 4 1l o 3 (2)
{(E ,E.] = N _E o

e’ B af o+B af af

. i i T .
[Ea’Eua] =c M =aH Cp = 0 si 1T # atB .

les quantités a, peuvent &ire considérdées comme les composantes, dans
» 3 e ’ r

l'espace a2 £ dimensions, d'un vecteur a appelé racine du groupe.

La représentation graphique des vecteurs racines est appelée figure

des racines.

Il
o)
n
%

On voit d'aprds le %ableaun des résultats (2) que .
T # ~a et avec un choix converable de normalisation B = 1. le

tenseur métrique d'un groupe semi-simple peut de metire sous la forme

caractéristique
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€ix | 0 avec Igik’ £0 et
g = u—————iﬂm-*”—-_ .
po 0 1 o
I SootN g = cq c‘,th = 5L a.a .
0 1 5 N ik lg ko ik
I N N 1 x

I'opérateur de Casimir ¢ du groupe commute avec tous les XT et
stéerit :

po

ik
= = I E R .
G =g XX =g HE + 5 o (3)

Cet opérateur joue un rdle important et nous verrons qu'il intervient
dans la méthode de détermination des coefficients de Clebsch-Gordan que
nous avens utilisée. ILa mise sous forme standard des relations de
commutation, la détermination du tenseur métrique et 1l'expression de
ltopérateur de Casimir du groupe SU3 dans le cas des configurations

(d+s)N sont donndes dans 1'appendice II,

Ies propridétés des racines g' sont explicitées dans le livre de.
Racah et nous dirons seulement qu'on peut en cobtenir une représentation
graphique wne fois définie une base pour l'espace & £ dimensions.
Tout groupe de Lie semi-simple est produit direci de groupes simples
et pour les groupes simples on n'obiient que 4 catégories de schémas
correspondant aux 4 catégories d'algébres de lLie simples.- Pour ces 4
types d'algeébre les expressions des racines en fonction des vecteurs

de base de l'espace & £ dimension sont respectivement

- Aﬂ : On définit 441 vecteurs de base ey dans l'espace a £.

dimensions. Ies racines sont toutes donndes par e - &y

et sont au nombre de £(4+1) auxquelles il faut ajouter
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D'une fagon analogue, une représentation de l'algdbre est déterminée

par la domnde de r matrices Dp gui vérifient

[DD -2D]=c" D et quton peut mettre sous la
po op P T

méme forme standard que les opérateurs infinitésimaux, I1 lui corres-

fal

pond une représentation du groupe & .,

On appelle ici Hi et Ea les matrices correspondant aux opéra~
teurs Hi et Ea précédents. Puisque les matrices Hy commutent on
peut choisir les vecteurs de base d'une représentation vecteurs proypres

de tous les Hi simultanément .
H. ¢ =m. ¢ (i=1...2)

H ’ l I —* ~
m = (m ,.,mz) peut &ire représenté par un vecteur m dans l'espace a

1
£ dimensions que nous appellercns maintenant espace deé peids, et T
sera le poids de ¢ .

L'ensemble des définitions et des propriédtés donné ci-dessous relatifr
aux représentatioﬁs des algzbres des groupes semi-simples, montre qu'une
représentation irréductible peut &tre caractériséde par son "poids le
plus haut',

Considérons l'espace des poids. On appelle S le groupe des symétries
de Weyl ou groupe des syméiries par rapport aux hyperplans passani par

1'origine et perpendiculaire aux racines,

~ On appelle poids simple un poids correspondant & un seul vecteur

propre ¢ .

- les poids obtenus & partir d'un poids donné dans les opératicns de

S sont dits équivalents et ont méme multiplicité.
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la racine p=0 £ fois dégénérée., Ie nombre des racines,
c'est-a-dire l'ordre du groupe r est donc

£(4+1) + & = £(2+2)

- B : A partir de £ vecteurs e:.L on obiient 2£2 racines par les

relations iei , ieiiek . Llordre du groupe est

202 4 2 = 2l2241) .

- C : A partir de £ vecteurs éi . 2£2 racines sont données par

*2e, , e e . L'ordre est
i ik
2

20 + £ = £(2£+?) comme pour Bz .
- D£ : A partir de £ vecteurs € s 2£(f-1) racines sont données

PaT ieiiek et 1'ordre du groupes est

2£(8-1) + £ = £(28-1) .

Nous verrons que les groupes linéaires dont nous avons parlé sont des

réalisations de groupes de Lie,

30) Représentations des algeébres de Lie des groupes compacts,

Les rappels donnds ici ont pour but de définir la notion de poids
d'une représentation, en pariticulier afin de montrer un peu plus loin
comment s'introduisent les notations qui caractérisent les représenta-

tions irréductibles des groupes intervenant en spsciroscopie.

Un groupe de Lie G est défini par r opérateurs infinitésimaux
et leurs relations de commutations et celles—ci définissent une algé-
c

hre de Iie dont les éléments sont les vecteurs A = a Xc . Tout élé-

ment du groupe ¢ lui-méme est un preduit de facteurs du type eA .
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Un poids m est posi£if =i sa premidre composante ™. non nulle
est positive,

Un poids m est dit plus haut que mosi mem'>0 .

Un poids I est dit dominant s'il est plus haut que ses équivalents.

le poids le plus haut est le poids dominant qui est le plus haut de
tous dans la représentation.

Si une représentation est irréductible son poids le plus haut est
simple.

Deux représentations irréductibles sont éguivalentes si leurs poids
les plus hauts sont égaux.

Pour toute algdbre simple de rang £ 1l existe £ poids doeminants

fondamentaux L1...I; tels que tout poids dominant s'éerit

£
L=% x Ll avec X, » 0 entilers.

I1 existe £ vreprésentations irréductibles fondameniales qui ont
comme plus haut polds les poids fondamentaux.
Enfin il existe pour tout poids dominant une représentation irréduc-

tible gui a ce poids comme plus hauit poids,

Ies poids fondamentaux des 4 classes d'algebre sont, en rappelant

que L, » L, :

i 141

- A : On montre que m.—mk est entier et ¥m, = 0 . Donc
i i

_ P entier

m = £+ 1

. Les £ ©poids fondamentaux sont :



(1) _e¢ -1 ~1 .
e e 1 :
L i1 7 241 T Cas pariticulier
(2) -1 ' -2 L2 1
L FTRIERRRRRERRE i A2 3 03 3
: L(2) 11 2
() 1 -2 3 % 3
L+1 7 L+1 7 L+1
2 e 1 (1) (2)
E = - = 1L L
x i (55 -3) +3
dominant gquelcongue on a x. = L.-1,
i i i+
s m, sont tous entiers ou tous + entiers
(1) 11 1 (1) 2 1 21
L 2 2 """ 2 L 2 2 2
x,=2L
L(Z) 1 0...0 ! £ B L(2) H 0 0
. ' —_
; x, =L, =L,
A2 0 -1 30
Ex : (211) =2L(1)+1L(2)+OL(3)
m, entier
X
L(1) 1 C . C x.=L.~L, L(1) 1 G 0
. i o4t
: 11 (2) '
: C L 1 1 0
§(,e) : * g (3)
L 1 eeans 1 L 1 1 1
Ex (221)=OL(1)+1L(2)+1L(3)
m. tous entiers ou tous -+ entiers
L1111
2 2 2
x§=L£H1+Lﬂ
L2041 L1011
2 z X2=L£"?—L£ 2 2 2
(3) - D1, (2) 1 1 _1
. PO e 0 xg=hy =y 3\L 2 2 72
(3)
0 G
4 o o L 1
Fx : (321)=1L(1)+3L(2)+1L(3)

32
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L+1

4°) 1e groupe (L et ses sous-groupes principaux, réalisations

de groupesde Lie.

{n a vu que l'ensembie des transformations linéaires xk:=Ea§ xl
forme le groupe lindaire complet GL(£+1).. Toute transformation
peut s'éerire S = 14 I @a% xl 2 et les opérateurs X, ::x1 2
a . i ik k
ik ox ox

peuvent &tre considérés comme des opérateurs infinitésimaux, Ieurs

3 . L] i . _ -
relations de commutation s'écrivent [Xik’an] =6 X -6 X, 4y,

On ne change pas les relations (4) sl on se limite au groupe U(£+1)
des transformations unitaires. Ce groupe n'est pas semi-simple puisque

% ij commute avec tous les autres et génére un groupe abélien inva-
J
1

‘ riant, Mais si on remplace les opérateurs Xii par Xii::X L X

ii g+1 T 743
i Jd
les relations (4) ne sont pas changées et le groupe généré est le groupe

unitaire spécial SU£+1 . Alors si on fait 1'identification Xi = Hi

et X, =L, on trouve que les opérateurs correspondent au dia-
ik (ei—ek)
gramme de 1llalgebre Az‘, et 1l n'y a bien qﬁe £ opérateurs Hi indé-

pendants car I Hi = 0 , Donc le groupe SU£+1 est une reéalisation
i

d'un groupe de Lie semi-simple dont les opérateurs infinitésimaux dé-

finissent une algebre Ag .

a) Représentation de U et SU£+

£+1 17

Une base pour une représentaetion irréductible de GL£+1 ou U£+1

est également base d'une R, I. de SU£+1 et si N et m sont les

roids respectifs de ces 2 représentations on a la relation

m.=X.-—72ZA. . Or ona vu gque pour SL , @t donc pour SU

i i e+t 573 £+1 L+1 7
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les représentations [A1...K et [x1+p...x£+1+p] sont équiva-

£+1]

lentes. La somme I A, peut étre choisie quelconque en respectant

j 4

toutefois Ai entier,

Le poids le pius haut de toute représentation de 8U peut donc étre

£+1
ecrit [u1...u£+1] avec “i*’“i+1 i M£+1==O et My entier.

Ainsi, par exemple, pour SU3 = A_ , les poids fondamentaux

2
ST
correspondent awx représentations fondamentales
L2y 11 2
3
[ 2,_j,_j_] et [ l*'i--g'] , c'est-a~dire, en prenant respectivement
3 33 33 3 -
)y hizzé' et I xl==§-, correspondent aux représentations [100] et
10] de 8U_ .
On retrouve bien qu'une représentation de SU£+1 peut étre caractéri-

sée & l'aide d'un diagramme d'Young contenant p = & by cases répar-
g
ties en £ rangdes de by cases et on sait qu'un tenseur de rang r

dans l'espace & £+1 dimension et de symétrie définie par la partition

£+1
(r R & ) avec L r =r est une base de la représentation dont
1 £+1 - £+1
le poids le plus haut I admet comme composantes Li = rin:ii' .
b) Groupe orthogonal en 2441 dimensions 02£+1 .
Ie groupe orthogonal en 24+1 dimensions 02£+1 admet pour inva-
k=+£ _
riant la forme guadratique I x x et on peut choisir comme opéra-
k=2

teurs infinitésimaux

Eo) = - = Ot -+
X} Xk X ] X . (l,k O..'I....-.,g) avec les relations

ox
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de commutation [X =&

- 0,k “i07%0,km F1n7%0, 14 Fn 0, 14m Tien

Alors, si on fait 1'identification X, ., = H. , X E(ieiiek) s

i-i T i Titk =
. o ) i a
XOik = Eiek (l,k) O) on trouve gue les c¢pérateurs correspondent au
diggramme de l'algébre B£ .

Donc le groupe crthogonal O est une réalisation dtun groupe de

2841

Lie semi-simple dont les opérateurs infinitésimaux définissent une al-

gebre B, . les représentations de O ou sozz peuvent donc

£ 28+1 +1

étre caractérisées par le poids le plus haut des représentations de

1'algébre B£ . Ainsi, dans l'exemple traité, B3 , le poids [211]

caractérise une représentation de 0., ou 80, . Nous utiliserons la

7 7

notation "R3” dans le cas SO(3) .

c) Groupe symplectique en 2¢ dimensions Sp2£ .

le groupe symplectique en 24 dimensions szg admet pour inva-

£ - -
riant la forme bilindaire antisymétrigue I (xky L kyk) . On peut

k=1 i 9

. P e 1+1
choisir les opérateurs infinitésimaux Xik = in = (—3) X K +

kel k 9 0x
(—1) x —— avec les relaticns de commutation
0x
m-+1 41
(X o) = GO 8 X+ 07T 8y X
m+1 n+1
(-1) 6O,i+m %en * (=1) 6O,i+n Xy

Alors, si on fait la correspondance Xii = Hi et ‘Xtiﬁk = E(ieiiek)

les cpérateurs correspondent au diagramme de l'algdbre Cﬂ .

Donc, le groupe sympleétique Sp eat une réalisation d'un groupe de

2L

Lie semi-simple, donc les opérateurs infinitdsimaux définissent wune

algébre CZ . ILes représentations de Spgﬂ peuvent donc &tre
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caractérisdes par le poids le plus haut des représentations de C£ .

Dans l'exemple C3 donné le poids [221] caractérise uvne représentation

d .
e Sp6

a) Groupe orthogonal en 2f£ dimensions ‘025 ou 8023 .

‘ : _ £ x -k )
le groupe 023 laisse invariant L xx . les opéraiteurs
k=1
infinitésimaux sont les mémes gue O,,,, ¢n faisant i,k#0 . Si on
utilise les mémes identifications H., et E. que pour O on
1 J 2841

trouve que les opérateurs définissent 1l'algébre D£ . Ie poids [321]

de 1l'exemple D3 traité peut donc caractériser une représentation de

s0(6) .

59) Produit de Kronecker de deux représentations.,

On sait que si on considére n vecteurs X base d'une repré-

H(a)
(p)

sentation drréductible dtun groupe G et m vecteurs yj base

d'une représentation D du méme groupe G et si on considére les

mn éléments X yj du produit tensoriel des 2 espaces de représenta-
tions, ils sont transformés les uns dans les autres par les opérations
du groupe ¢ et forment donc une base pour une représentation DK de

G . Cette représentation est appelée produit de Kronecker des 2 repré-

sentations et en général elle est irréductidle

() _ g c, Dt .
T

Ia réduction d'un produit de Kronecker est un probléme qui intervient
continuellement en physique comme nous le verrons dans la suite de cet

exposé,
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Si G est un groupe de Lie on a par définition

x

Hi xk = mi xk
£

By ¥y =159,

H est un operateur différentiel Hi(xk yﬂ) = X (Hiy£)4-(Hixk) ¥y

k £

k £
Done Hi(x (mi-;mi) X, ¥

K V) A

les différents pceids de la représentation produit consistent dans
toutes les sommes des différents poids des 2 représentations initiales,
le probléme de la réduction de la représentation produit est donc de
déterminer les représentations irréductibles caractérisées par leur
poids le plus haut '"m" qui apparaissent dans la réducticn du produit
de Kronecker % IF  soit symboligquement (ma)(mB) = I c(ma,mB,mT)(mT).
T

On démontre pour le groupe gue les représentations irréducti-

SU£+1

bles qui apparaissent dans la réduction [K1...h 0] [p?...u O] sont
£ £

dennées & 1'aide des tableaux d'Young associés, par les mémes regles

gque la réduction du prodult extérieur des deux fonctions de Schur

iz . {u} correspondantes, régles rappeldes dans 1'appendice (1).

£°) Théoreme de Wigner-Bckart général {ou en alrézd théordme de W.E.)

le théoreme de Wigner-Eckart a une importance fondameniale dans
1'application de la théorie des groupes & la mécanique gquantique et
nécessite la détermination des produits de Kronecker des R.I, de la
chaine de groupes pourlleSquels les foncticns d'onde et les opérateurs
ont des propriétés de transformation bien déterminédes.

Lt'énoncé général est le suivant :
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Si les p fonctions <Y1F1p1! forment la base d'une R.I, F1 de @G

i 11! 4 1t | d
q opérateurs O(YZFEPZ) F2 e G

> 1 1t 1" de G_
3P 3

" r fonctions [Y3F
ol les \f servent & distinguer les cas ou la représentation r, ap-
parait plus d'une fois dans la caractérisation des fonctions et des

opérateurs, alors 1'éldment de matrice s'écrit comme une somme de pro-

duits de 2 facteurs

<v1r1p1IO(v2r2p2)1v3P393> = g Ay <(F2P3)B f1p1|P292; Isps>

ou A est indépendant de p,,p., , o2 le deuxidme facteur est un
17P2P3

B

coefficient de couplage et ol B distingue les représentations irré-

ductibles équivalentes P1 qui apparaissent dans la réduction du pro-

duit de Kronecker TI.xI. = £ ¢{(I.T r.)ri )

23 1 231
5i c(P2F3F1) = 0 alors 1'élément de matrice est nul.
On voit ltimportance de connaitre la réduction FQXFR et de savoir
calculer les coefficients <(r2r3)5 F1p1|F2p2; r393> appelés coeffi~

cients de Clebsch-Gordan. Ces coefficients sont ceux des transforma-
tions lindaires qui permettent de construire une base pour les repré-
sentations irréductibles de G qui apparaissent dans la réduction du
produit de Kronecker de 2 R.I. de G & partir des bases des 2 R.I.
produits,comme nous le verrons plus loin. On voit aussi qu'il est es-
sentiel ae savoir construire des opérateurs possdédant des propriétés
de transformation bien déterminées par rapport aux groupes classant

les états.
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IV. Propridtés de symétrie - Pléthysmes,

la noticn de pldthysme nous est nécessaire dans ce travail pour
déterminer les opérateurs symétriques & p particules gue 1'on peut
construire & partir des opérateurs monoélectroniques qui interviennent
dans le probleme traité. Il n'est pas possible de faire ici tous les
rappels. sur le groupe symétrique Sn des permutations de n objets et
sur les fonctions de Schur appelées fonctions. S , nécessalres &
1'introduction de la notion de pléthysme. Certains rappels, la défi-
nition et les propriétés des fonctions S et l'utilisation pratigue

des régles de calcul des pléthysmes sont donnés dans 1'appendice (1).

Nous dirons seulement que les fonctions S notées {h} sont des
fonctions symét?iques gu'on peut représenter par des partitions, done
par des tableaux d'Young, et qui interviennent non seulement dans l'ex-
pressicn des caractéres du groupe fini Sn mais encore qul caractéri-
sent les représentations jrréductibles des groeoupes continus ¢L{n) ou
Ul{n) , propriétés gui traduisent les liens dont nous avons parlé entre
le groupe linédaire Un et le groupe symétrique. Ainsi la réduction
des produits de Krcnecker de 2 représentations de U(n) est équiva-
lente & la réduction du produit extérieur des 2 fonctions § associées,
Une opératicn sur les fonctions § , introduite par Littlewood (1936),
appelée pléthysme, joue un rdle déterminant dans 1'étude des produits
de Kronecker de %k représentations de GL(n) et permet d'extraire de
ces produits des représentations possédant des propriétés de symétrie

de permutations bien déterminédes., Ces propriétés sont importantes
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puisque seuls les opérateurs symétrigues par rapport & tout échange

de deux électrons cnt des é€léments de ﬁatrice non rnuls entre les dtats
antisymétriques des configurations. ILa notion de pléthysme n'est pas
nouvelle mais c'est seulement récemment que, gréce & B. G. Wybourne,
Smith et Butler, les propridtés de symétrie et notamment les pléthysmes

ont été utilisés intensément en spectroscopie atomique (1968, 1970).

Décrivons comment Wybourne donne un apergu sur cétte opération
qui nous a été nécessaire pour déterminer les opérateurs symétriques
a % particules de (dfs)n . Ceux-ci sont contenus en effet dans le
pléthysme [(11)+(22)]@{3} ob (11) et (22) sont des représenta-
tiong de SU? , pléthysme dont le calcul détaillé, denné dans l'appen-

dice (1), mentre un exemple d'utilisation pratique et conduit a des

résultats ne figurant pas tous dans la littérature.

. . ‘ieme ..
"3i des fonctions ¢£ se transforment comme la o = ligne d'une
représentation irréductible T de dimension =n d'un groupe G sous-

groupe de GL(n) elles peuvent &ire utilisdes pour former une base
£1) '
p B

D'autre part les produits de fonctions de degré [¢

@ pour la représentation {1} de GL{n) .

{1}]r

P

former des bases pour les représentations {h} de GL(n) contenues

peuvent

dans le produit de Kronecker de 1 représentations {i} de ¢i{n)
r . o

{1} = L gh{h} {1) ol A est une partition de r et gh le nombre

de fois que {A] apparait dans la décomposition., Les produits de

fonctions construits & partir des ¢é1i et formant une base pour la

représentation {A} de 6¢L(n) ont la symétrie de permutation associée
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avec la représentation correspondante [h] du groupe symétrigue Sr

et g est la dimension de [A] . Iles représentations {A} de GL{(n)
sont généralement réductibles dans la réduction au sous-groupe G .

En pratique on est intéressé par les produits de fonctions d'un type

de symétrie [A] particulier et donc par savcir extraire ceux-ci parmi
tous ceux de la somme (1). Plus précisément, supposons que T corres-
ponde i une R.I, {u} de GL(m)} et que les fonctions ¢iu} forment
une base pour cetie représentation. i la dimension de {u} est n

{ul

(n<n) les fonctions ¢ forment aussi une base pour la représen-
«

@i“} de degré

tation {1} de ¢L{n) . On construit les produits des
r et on en extralit une base par la représentation {v} de GL(n) on
{v} est une partition de r . En général ces produits de fonctions

forment une base pour une représentation réductible de GL(m) . Si on

appelle @ék} les fonctions formant une base pour les représentations

(u)

irréductibles de GL(m) et les produits de fonctions ¢ formant
une bhase pour la représentation {v} de GL(n) par I@iu}livi cn a
alors : ]¢{p}|{v} = L @{h} . (2)

On montre qu'en termes. 4'invariants matriciels (définis dans 1'appen—

dice 1) 1'équation (2) s*éerit :
: (3)

Or les fonctions S {A} sont définies comme la trace de l'invariant

{Ad

matriciel A donc 1'équation (3) définit uwn type particulier dto-

pérations sur les fonctions S appelé pléthysme et noté & .
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Prenant la trace des matrices on a 1'équation

{plefvi = = {A} o {v} est une partition de r
gu'on peut interpréter ainsi : partant d'une série de fonctions de type
de symétrie {p} on forme des produits symét?isés de degré r et de
type de symétrie {v} . A partir de ces produits on sélectionne les

fonctions de type {A]l apparaissant dans le produit {p}r!ﬂ

Considérons par exemple le carré Kronecker

fpixin} = 2 (A}
A

On a donc r=2 et les seules partitions possibles de 2 étant [2] et

[1°] ona v} =fo] ou {19 .

le pléthysme {p}®{2] sélectionne les {A} de type de symétrie [2]
donc_symétriques. |

Ie pléthysme {p}®{12} sélectionne les {A} de type dé symétrie [12]
donc antisymétriques.

On a simplement dans ce cas {pix{ul = {plof2} + {pleil
Donc si 1l'on sait déterminer les pléthysmes &{2] et ‘®{12} on sait
décomposer un carré Kronecker en représentations symétrigues et anti-
symétriques,

D'une fagon générale le pléthysme &{r} sert i construire des ensem-
bles de r produits complétement symétriques et le piéthysme i®{1r}

a4 construire des ensembles complétement antisymétriques.

les régles d'évaluations des pléthysmes ont été données par Littlewood
et explicitées par Wybourne et Butler (1970). Elles sont rappelées
dans 1'appendice (1).

On a vu que les fonctions S servent 3 caractdriser les représentations
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de 0L(n) et u(n) ; ies caractéres de ces représentations sont des
fonctions 5 gquili sont alors deé fonctions des racines des matrices de
Jla représentation. On péut donc utiliser la méme notaticn pour la re-
présentation de GL(n) ou U{n) et la fonection & associde. De méme
Littlewood a montré que les caractéres des représentations des sous-
groupes de U(n) soit SO(Zv) , SO(2v+i) s Sp(zv) peuvent aussi s'ex-
primer sous la forme de fonctions S et le concept de pléthysme s'é-
tend & ces différents groupes. L'opération de pléthysme peut alors
étre utilisée pour trouver les réductions des représentations dtun

groupe G en reprégentations d'un sous-groupe HCG .
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V., Application de la théorie des groupes & la spectroscople atomique.

Ces rappels essalent de montrer comment les notions théoriques
définies au début de ce chapitre s!'introduisent en spectroscopie ato-
mique mais sont destinés surtout & présenter Ies classifications des
configurations dN et (d+s)N qui sont utilisées dans les travaux
exposés, ainsi que les classifications et les propriétés d'hermiticité
des opérateurs tenscriels monoélectroniques agissant dans ces configu-
rations ; nous donnons ensuite le principe de la classification des
opérateurs multiélectroniques gui nous sont nécessaires dans notre
étude, Puis, aprés a&ois rappelé la définition des coefficients de
Clebsch~Gordan {ou C.C.G.) et la forme générale du théordme de Wigner-
Eckart (ou W.E.) pour une chaine de réductions, nous montrons comment
les C,C.G, sont nécessaires & la classification explicite des opéra-
feurs 3 plusieurs particules, classification permettant alors d'utili-
ser le théoréme de W.E, pour calculer leurs éléments de matrice, Enfin
nous présentons le principe de la méthode utilisée pour déterminer les

C.C.G., des groupes de Lie compacts semi-simples.

L'introduction de la théorie des groupes par Racah dans 1'étude

des configurations atomiques P repose sur deux idées fondamentales :

~ Utiliser les. propriétés d'antisymétrie des fonctions d'onde ato~

miques par rapport & tout échange de deux électrons. Ces propriétés de

syméirie permeitent de montrer gue les Ciz+2

états dtune configura-
. ‘ . . fy n
tion ﬁn se transforment comme la representation antisymeirigue {1 }

du groups linédsire U4£+2 .
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-~ Utiliser la syméfrie d'invariance par rapport aux groupes de
rotation dans les espaces de spin et d'orbite SU2><R3 . On est done
intéressé par des vecteurs de base gui forment une base pour la repré-

sentation '{1n} de et pour les représentations ;DS et éDL

U4£+2

de SUZ et R3 , et par des opérateurs représentant les interactions

physiques et agissant entre ces états, Si des groupes d'opérations

linéaires G sous-groupes de incluant les opérations de R

Yygso 3

peuvent étre trouvés, on peut utiliser les représentations de ces
groupes pour caractériser plus compldtement les vecteurs de base. En
général pour un probleéme donné plusieurs chalnes de réductions sont

possibles,

10) les opérateurs tensoriels.,

Ie théoréme de Wigner-Beckart nécessite l'utilisation 4'opérateurs
possédant des propriétés de transformation bien définies ; 1'applica-
tion du théoréme & un groupe R_ a conduit Racah & introduire la no-

3

tion d'opérateur tensoriel :

Les (2k+1) opérateurs Tz forment les composantes d'un opéra-—
teur tensoriel Tk de rang k s'ils vérifient, avec les opérateurs

infinitésimgux de R exprinés sous forme standard, les relations

3

suivantes :

[JZ,TI(;] = q Tl; ; [Ji’T;f] = {x(er)-a(a )} Tl;m ‘
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Alors le théoreme de Wigner-Eckart prend dans le cas de R3 la forme

simple
K—MK ¥ k¥ K

M oy

TIa notion d'opérateur tenscriel se généralise et on peut définir des

<1K|1Tk||y'1<:'> .

<YKMK|T1C§]'7'K‘I*1]'{> = AR [kq s K1) = (-1)

opérateurs tensoriels doubles agissant dans les espaces de spin et
d'orbite.

Tes (2u+1)(2x+1) opérateurs Tﬁi forment les composantes d'un opé-
rateur tensoriel double de rang x dans l'espace de spin et k dans

1'espace d'orbite s'ils vérifient

wk wk nk ' 1wk
(e, 1=am 5 [0 7 = {klert)-ale=n)}® 77

wkq ko Hky 4 ouk
[s.z,an] =1 T::q : [Si,Tﬂq] = [(ne1)on(nx1)} Test g

Ie théoréme de W,E, s'derit alors :

- t 1
S+L—-MS ML 5 %S L k¥ L

> = (~1)

uk t t 1 LId
<ySMSiI~IL]an]T S'MLL'HY

— t N 1
My moMy M, q M)

G|y s Ly .
On voit d'apres la définition qu'un opérateur tensoriel simple ou dou-
ble est complétement défini psr la donnée de ses éléments de matrice

réduits,

20) {lasgification des états des configurations ﬂn -

Cas particulier de at

c . n . s s . .
Pour étudier £  on a besoin & définir des opérateurs tensoriels

C4£+2
n

réalisant ltensemble des transformations lindaires des états
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de £ . Ces opérateurs sont les seuls nécessaires pour tenir compte
de toute interaction physique aﬁ,premier ¢rdre de perturbation ainsi
qu'au second ordre grice & 1'introduction des opérateurs effectifs.

les opérateurs multiélectronigues symétriques Wﬁi = L w, Zk sont des
i
doubles tenseurs complétement définis par a domnée des éléments de

matrice réduits entre deux fonctions monoélectroniques

ot s 2> = 8(sst)(ae ) [u][k])?

wk

L'action des W Sur un état [sﬁm5m£> montre que les commutateurs

vérifient :
w, k w kX 28+2L-7 q +k +k +
w !, w?? =z () g [(1)123 kz]
1% 295 "y _
K53
H, . K k

172773 1 k2 k3 k2 k3
{:s 5 8 } {-ﬁ £z }

: u k
(1) (D 0,0, )0 20 ), D7 w2 2
"5
équation du type [Xp,Xd] = c;c XT , qul reste valable si on remplace
les wq"'k par les w“k et qui montre gue ces cpérateurs peuvent &tre

regardés comme les opérateurs infinitésimaux d'un groupe de Lie.
les (4£+2)2 matrices de dimension (4£+2) dont les éléments sont

définis par
s+£-m'-m‘ ‘s w s\[ & k 2
<sfm m ]w [sﬁm mé) = (=1) ° ([ ][k])2

' = 1
m, momlfi-m, g m,

sont linéairement indépendantes et forment un ensemble linéaire com—
. uk . N N,
plet, Donc les opérateurs wnq peuvent bien &tre considéres comme

les opérateurs infinitésimaux du groupe linéaire complet ou de son
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sous-groupe unitaire U4£+2 quton peut réduire i SU4£+2 en enlevant
o0 . - wk
Wop aud commute avec tous les autres LA

Ltétude des C:c , ¢lest-d-dire 1'étude des relations de commutation

t t tdud :
(1) montre quton peul réduire SU4£+2

Ainsi, les opérateurs ka forment un sous-groupe invariant SU

Oq 28+1
p 10 " 1"t 1
les opérateurs W0 SU2

se réduit au produit direct SU2x ] , réduction qui assure

SU4£+2 2.£8+1

1'indépendance des transformations dans les espaces de spin et dlorbite.

Si k1 et k2 sont impairs, seuls les opérateurs avec k3 impair

apparaissent dans 1l'équation (%) ; 1ls formeht un sous-groupe et on

montre qu'il s'agit de SOE£+1 lui-méme réductible & R3 . On peut

dore utiliser la chalne de réductions

(2)

SU = 8U, x [su

4442 0

o o
2£+1 24+1 R3]

Ce n'est pas la seule rdéduction possible de les opérateurs

SU4£+2 .
sz avec w+K dmpalir forment aussi un sous-groupe. Ils laissent

1'eétat 1S de 32 invariant, c'est-i-dire qu'ils laissent une forme

bilinéaire symétrique invariante, Il s'agit du groupe symplectique

by

l .—‘A r . -~
Sp4£+2 ui-méne réductible a SU2x 802£+1 . On a donc les 2 chaines

de réductions posszibles :

= 38U, x 38U

> 2 2.8+1
sU / +\
42+2
N /

5Py 442

> 85U, x [SO%HDRS]

les Ciz+2 états [ﬂnySLMSML> sont complétement antisymétriques et
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forment une base de la représentation irréductible antisymétrique {1n}
4£+ 2

ou {1...10...0} de ¥ . On montre que les représentations de
~—— 4842

sU,,,, aui apparaissent dans la réduction de {17} sont du type

i2a1b} avec b=2S et 2a+b=n et la donnde de cetle réduction n'ap-

porte rien de plus que la donnée de n et S,

Les représentations <o> de 5 qui apparaissent dans la

5Py 4
n n n-2

. : n i v NN 7N
réduction de {? }ovérifient {1...1} » 1.0 4+ <1001 + ... et

les représentations <o de utiles pour définir les

15" %0417 5Py p40

états de £N peuvent &tre repérées par la donnée de Vv = I o, appslée
i .

séniorité. Si on appelle U les représentations de SO2£+1 les états

peuvent étre caractérisés par & vUSLMSML> . les réductions néces~

"

salres s'obtiennent 4 1'aide des produits de Kronecker ou des produits

. .. . . N
des fonctions S assocides et on a pour les configurations 4

U,p v SUXSO SU R Uy ¥ SUXSO. SU R
a1 o1 2(10) 2y at 1 e P(h0) °p
3( 3
21} P,D,F,G,H
@ 1% e 2an e O 1 1
; c (22) 8,D,F,G,I
(20) & D 2 3(11) 3P,F
1 1
o (00) S "(20) 'p,¢
51,3 4 4. 4 o oo) I
a [{17F s (1) F, *p
2(21) EP,D,F,G,H & {15} 5 6(00) 6
2 2
1 (10) D 4(20) 4D,G
4(22) 45 0,7,6,1
3 (1) 4p p
2(21) °p.p, 7,6, H
1 2(10) %D




50

Ies 2 chalines de réduction (3) ne sont pas les seules possibles mais

sont les éeules pour lesquelles 3 et 1. sont des bons nombres quan-—
tiques et définissent donc une base de couplage LS., C('est cette clas~
sification des états dN que nous utilisons dans le travail exposé au

Chapitre TII.

30) Classification des états des configurations (£+£')n.

Classification gU de (d+s)n .

3

Cette fois les opérateurs multiélectroniques nécessaires agissant
sur les états (£+£')n sont ceux définis par S§. Peneuille (1969)

H

W) = ¢ W
i

g

lk (22')  avec

nq

<s;3]|w"k(xazb)||sz'> = 6(2e )6 2") (L (x))?

Par des raisonnements semblables & ceux utilisds précédemment,
S. Feneuille a montré gue les [4(£+£'+1)]2 opérateurs wiﬁ(ﬂﬂ’)
peuvent étre considérés comme les opérateurs infinitésimaux du groupe

U4(£+£'+1) qui se réduit a SU4(£+£,+1) en enlevant 1'opérateur

([£}+[3'])F% ([3']% Woo(ﬁ'ﬁ')+[£}%'woo(£ﬁ)) . Par 1'étude des commu-

tateurs il a montré qu'on obtient les deux réductions :
S
AP0 (s

SU4(£+£*+1)
\suzst

)
\suex[so

2(£+£'+1)

(=R ) xs0 (=R, )R]

::)ﬂ
2(g42'+1) " V044 20" +1

. . : n .
Iei encore la représentation {1 ] de se décompose en

Usloeer+1)

représentaticns de 3p du type <1...10 4+ <t...1> + ... et

n n-2
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. 2(8+2" +1) 0
on peut @éfinir la séniorité v = T o; . les états de (d+s)
i=1

sont caractérisés dans cette réduction & 1'aide des nombres.quantiques
'](d+s)n VWUSLMSML> ou W et U désignent les représentations de

SO6 et SO5 .

Ce n'est pas la seule classification possible des opératewrs agis-
sant dans (d+s)n conservant le couplage LS, et la chaine de réduc-
tions utilisée dans le Chapitre II de ce travail, consacré i la déter-
mination des opérateurs i 2 et 3 particules agissant dans (d+s)" ,
introduit le groupe SU3 . L'utilisation de cette réduction n'est pas

standard en physique atomigue et est décrite de facon détaillée dans

1'Appendice IZ,

Dans ce schéma, étudié par Elliott (1958) et par S. Feneuille et
A, Crubellier (1970), les états de (d+s)n sont décrits par leurs

propriétés de transformation dans les opérations des groupes

sU,, = SU, x [SU6 D 38U :333]

3

Rappelons brizvement les résultats.

L'ensemble des opérateurs wiﬁ(zz') agissant & 1'intérieur des

configurations (d+s)n sont :

2 . 2 . uk
(42+2}° soit 10° opérateurs w“q(dd) avec u=0,1 et 0&k<4

(4£'+2)2 soit 22 ) " wzg(ss) avec wu=0,1 et k=0
4(2£+1)(2£"+1) soit 20 " wzz(ds) avec u=0,1 ; k=2
nk(sd) avec u=0,1; k=2

n n 20 LH W
. nq
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et forment les 122 opérateurs infinitésimaux de U12 (ef. Appendice II},

L'opérateur O ::ﬁ%'[VS woo(dd)+-woo(s§)] commute avec tous les autres

et en le supprimant on obtient SU‘12 réductible, comme on 1l'a vu, 3

SU2>:SU6 dont les opérateurs infinitésimaux sont respectivement

- pour SU_(d,s) '\71"5; [V5 w'%(aa) + w'%ss)]

2
'
- pour SUEE (d,s) : Tous les opérateurs de rang O par rapport
au spin, c'est-i-dire en posant Vk =Yz ka V1(dd) s eVz(dd) ,

eV3’4(dd) , aVz(ds) , e'Va(sd) . ‘-FE [vo(dd)_\f5 VO(SS)] . On montre
alors que V;(dd) et, V;2(sa') forment les opérateurs infinitésimaux
au SOUS—ZToupe SU;E'(d,s) avec V+2(aa) :.?%g {e V7 VZ(dd) +
8'2[V2(ds)+~V2(sd)]} .

les g,e' sont égaux &4 *1 et nous prendrons € =g' = 1 .

I'ensenmble des &tats de (d+s)n sont antisymétriques et forment

la base de la représentation antisymétrique {1?2} de U?2 . Le pro-

duit des n fonctions d'onde orbitales doit former un tenseur de rang

n  par rapport & S8U de type de symétrie déterminé et donné par le

6’
diagramme d'Young correspondant, De méme le produit des n fonctions
de spin doit former un tenseur de rang n de SU2 de type de symétrie
donné par un autre diagrarme 4'Young, Enfin, on doit multiplier les
fonctions d'espace et de spin afin d'obienir une fonction d'onde tota-
lement antisymétrique. On montre qu'il faut pour cela que les fonc-
tions d'espace et de spin correspondent & des diagrammes d'Young as-
sociés, L'existence de deux fonctions monoélectroniques de spin limite

les diagrammes de spin & 2 lignes avec A #h, =1 et S = 4 (h1nh2)

2
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et donc limite les diagfammes dtorbite & 2 cases par ligne . De méme
ltexistence de 2(£+£'+1) = 6 fonctions monoélecironiques d'orbite
limite les diagrammes @'orbite & 2(£+£'+1) soit 6 lignes, les deux.
dizgrammes se déduisant 1'un de 1ltautre, un seul diagramme 4'Young est
donc nécessaire et définit & la fois la partition qui détermine la
facon dont les fonetions orbitales se transforment dans les opérations
de Sn agissant sur les coordonnées des n électrons et la reprdésen—

tation irréductible de dont elles forment une base,

U2(3+z'+1)

Finalement on monitre que dans la réduction SU Z>SU2><SU la

6

représentation {112} se décompose en I {2a1b0} avec b=25 et

12

2at+b=n et on obtient pour l'ensemble des configurations (d+s)n de

N

"n=0 3 12 les résultats suivants :

a.b a.b

n {217} s n {2%1°} s n {2°1°} s n {217} s
o 2°°% o 12 %1% o 5 25" 172 7 (2211 12
{2115} 3/2 {2233} 3/2

1 {201’} 1/2 11 {2511} 1/2 {2015} 5/2 {2115} 5/2
2 {2110} 0 10 {2510} 0 ¢ {2310} 0

(%% (241%) 22

1

5 21 a2 9 (M) e {2012} 2

(203} 5/ (3131 5/ {2717} 3
4 {2210} 0 8 2410} 0

i2112} 1 2312} 1

{2014 2,4

TABLEAU I
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D'aprés ce gque nous avons vu précédemment, ls représentation

contragrédiente d'une représentation :::: {2a1b} de SU6 ou
%
1
"
n_g il
{22 128} est la représentation dont le diagramme complzte le rec-
n
6-=-35
tangle & 6 lignes soit {26—a—b 1b} ou {2 2 123} . On sait que

pour un groupe SUn c'est aussi la représentation conjuguée., On voit
sur le tableau I précédent que la décomposition d'une représentation

(d+s)12"n est 1'ensemble des représentations conjugudes de la décom-
position de (d+s)n . Donc & 1'équivalence trou-particule correspond

1topération de conjugaison,

A

L'équivalence pour un groupe SUIl des represertations {k1.. 0

et {K1+p...hn+p} limite les représentations de SU? a4 2 lignes :

= —_ - = t 1 e . . »
{A1K2h3} = {h1‘h3,hz KB,O} {k112} . la représentation conquguee de

{A1k2} complete le rectangle & 3 lignes et s'écrit done {K1,K1—k2} :

On montre (cf, Appendice II) que les représentations de

777

2 Do
A

caractérisées en principe par leur poids le plus haut {h1h2l3}

peuvent 8tre représentées aussi par (6102) ou o, = h1-A2 et
— _ : 1 3
62 = kg 13 (notatlon d Elllott)
1A1k2 0} s'éerit donc (0102) avec 61 = A1-A2 et on voit qu'alors
sa conjugude
Oy = Ay

{Ki,l1—h2,0} stéerit (o'c!) avec at

1%2 1 he‘(l1"*2) =k, =0

2

q—
i

' —h-dd 1 * — )
c'est-a~-dire que l'on a (0162) (czci)

A=A, =0 soit (6261) R
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TABLEAY 11

n U 5 SU, &HGQ
o f[o...0] ¢ (00)
1 [1...0] 1/2 (20)
2 [11] 1 (21)
[2] o (02),(40)
3 [17) 3/2 (03),(30)
[21] 1/2 (11),(22),(41)
4 [14] 2 (12)
[212] 1 (01),(12),(31),(23),(50)
[22] 0 (20),(31),(04),(42)
5 [17] 5/2 (02)
(2% 372 (10),(21),(13),(32)
(2211 1/2 (02),(21),(13),(40),(32),(24),(51)
6 [°1 3 (00
214 2 (11),(22)
(22177 1 (11),(0%),(30),(22),(14),(41),(33)
[2°] 0 (00),(22),(22)",(33),(06),(60)
50, (0152) R, TABLEAU III
(00)s (40)s,D,0
(10)p (41)P,D,7,G,H
(11)p,D (32)p,D,F,F',G,H
(20)s,D (33)?,D,F,F',G,G' ,H,T
(21)p,D,T (42)s,p,D',F,C,G',H,I
(30)p,F (50)P,F,H La décomposition SUBDR3
(22)s,p,D',F,G (60)s,D,G,I est la méme pour la repré-
(31)P,D,F,G sentation {(o.c,) conjugude

271

de (0102) .
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On se limite donc & la décomposition des représentations {2a1b} de
n-—.
s IR . 775 23
SU6 pour ngé car, d'apres ce gui précede, si {2 1 } =

L g(n,S,01,c2)(0%02) , la déécomposition de la représentation conjuguée

6—%»8

{2 1 est la décomposition conjuguée de la précédente

6-2 -8
soit {2 2 1

28}

28
} =2 eln,s,0,,5,)(c,0,) .

Or: obtient finalement la classification compleéete des états des confi-

gurations (@sw dans le schéma SUQDSUX[&IDﬁiDR donnée

2 6 3 3]
par les tableaux II et III ol les décompesitions des représentations
de SU6 dans la réduction SU6ZDSU3 peuvent &tre obtenues & l'aide
des produits de Kronecker ou des pléthysmes‘; celles de SU3:333 sont
données par Elliott (1958) & lfaide de reégles simples et sont aussi
tabulées dans le livre de Wybourne et Butler (1970). Ies dtats de

-

(d+s)n sont caractérisés dans cetite réduction & l'aide des nombres »
guantiques I(d+s)n 8(0162) aLMSML> , o @ repére les représentations
L équivalentes apparaissant dans la réductiocn SU333R3 , et ol (0102)

carazctérise les représentations de SU_, en notation d'Elliott,

3

40) Classification des opérateurs monoélectronigues.

a) Cas des configurations zn .

les opérateurs nécessaires pour expliciter toute interaction réelle

ou effective sont les wzi =X v, ;i et l'on sait qu'ils forment les

i

opérateurs infinitésimaux de Pour trouver suivant quelles

U4£+2 "

représentations les géndrateurs de Uv se transforment, il suffit
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d'écrire leurs relations de commutation avec les opérateurs Hi = Xii
et d'étudier les poids obtenus, On montre qu'ils se transforment

Hk

comme {21v“2}+{0} de U . Ies LAE L transforment donc comme
42 . . 00 41
de gU .
{21 }+{O} de U4£+2 ou, si on enldve w =, comme {21} de 3 44+2
Dl'autre part si on compare les résultats de
1,k W, +K
71,2 » 1 2
wﬂiq1 £ n2n2k2q2> =% ... [(-1)7+(-1) 1... ]z n3n3k3q3>
et ceux de
w,k .k
[Wﬂ1 1, Wﬁg 2] = L ... [(~1)n~ 17 ..., szkB on irouve la méme
199 ™% 593
. . 2 ks .
expression pour les coefficients de ]ﬂ wom k q.> et w si
33373 ;4
33
n1+k1 impair . Or cette condition est satisfaite par les opérateurs
infinitésimaux de_ SpM+2 et SO2£+1 . On peut donc caractériser
WX . .
1
llensemble des qu rar les représentations de Sp4£+2 et 802£+1

auxquelles appartiennent les états de ,£2 correspondant .

Les dtats de £° : P , g A 'y, e (., =98, k, = L) vé~

2 2

rifie (S+L) pair et forment la représentation <12> de Sp4£+2 H

2
donc les opérateurs wnk avec (n+k) pair se transforment comme <172

de les wnk avec (u+k) impair correspondent aux états

Sp4£+2 .

interdits symétriques de £2 , ¢'est-a-dire & ceux formant une base

pour la représentation symétrique {2} de U4£+2 soit <2> de

Sp4£+2 . Iles wuk avec (u+k) impair se transforment donc comme

Sp4£+2 . De méme les termes

L pair de 32 forment la base de la reprdsentation {(20) de 802£+1

2
1 ] 1 i L] n
L impair ) (1 ) de 802£+1
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Donc les W avec k pair se transforment comme (20) de SO

" Wnk n k impair "o n (12) de 30

28+1

2£+1

. . .y . . nk
et on obtient finalement la classification des opérateurs w dans
la chaine utilisée donnée par le tableau ci~desscus ou l'on a précisé

en particulier le cas des configurations dN qui nous sera utile,

W e P Ezo 2§?O izei 325 SU. x R <oy (U)"E

4842 TF4gen TU27 U204 2773

(21*) < 3(20) wie Wt w2t @2 (20)w 2w
3(00) _ <2>3(oo)w10
'(13) O 112301 %

<12> 3(12) w11,w13;...w1’23_1 <12>3(12)WH,W13

"(20) W02 04 0,28 (12011,),02 04

{o} <0> "(00) w0 <o>1(oo)wOO

)n dans le

b) Cas des configurations (£+£')n . Cas de (d+s

schéma SU
3

Ies raisonnements précédents se généralisent point par point et
permettent d'cbtenir la classification des opérateurs Wuk(ﬂﬂ‘) dans

le schéma U ZDSU2x 50 le seul cas

4(gre +1)" SPq(prpr +1) o( g4l +1) *°"

gui nous intéresse ici est la classification des opérateurs monoélec-
)n

troniques de (d+s n'agissant que sur les variables orbitales, dans

le schéma SU12:>SU2X [SU6$3SU3:3R3] , classification expliquée en dé-

tail dans 1'Appendice II et qui est la suivante : TUne fois enlevé

1topérateur 0 , les w2§(£’£1) se transforment comme la représenta—

10} de SU,. . La réduction 8U,. DSU,. xSU. décompose la

tion {21 12 127 505X
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représentation {2110} suivant {21?0} = 1{214}+3{214}+3{O} de

SU_x 8U. ol les représentations &% de SU. sont représentées par

2 6

leur dimension 2841 suivant la notation spectroscopique. Dans cette

2

décomposition 3{0} correspond aux générateurs de SU, ; la réduction

SU6:DSU33R3 décompose {214} sulvant :

{214l = (11)p,P+ (22)8,D,D',F,G ,

réduction qui doit permettre de classer l'ensemble des opérateurs

monoélectronigues d'orbite

v, v2(aa), v (aa),v4(aa),v2(as) , v (sd) ~ vO(aa)-VE vO(ss)]

Ve

correspondant & SU6 . les opérateurs V1(dd) et

y+e {V? Ve(dd)+2[V2(ds)+V2(sd)]} forment les générateurs de

1
IR KL

SU., et on sait que les générateurs de SUv se transforment comme

(21V°%)  ge SU, , soit dei {21} de SU , ou en notation d'Blliott
11) de SU, .
(11) .
on a done  {11)1 = VT(dd)
21 2 2 2
(11)2 = v = == (V7 v=(aa)+2[ v (as)+v (sa)]} .
T § [ 1}

Les opérateurs de rang 0, 3 et 4 sont uniques et ¢én a directement la

correspondance :

1 ;.0 O o
(22)0 = e [v'{(aa)- V5 v (ss)]
(22)3 = v2(aa)
(22)4 = v*(aa)

. 2
I1l reste & trouver 2 combinaisons linéaires des Vz(dd) , v (ds)

et V2(sd) , orthogonales & V+2 et qui se transforment comme {22)2
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et (22)2' . Les combinaisons choisies pour des raisons que nous ver-—

rons plus loin sont :
(22)2 = 7= (18 v(aa) /T (P(eo)wv7(s0))]

L 2 2
(22)2 = [ve(as)-v(sa)] .

On peut bien slir inverser les relations et obtenir le développement

des Vk en fonction des opérateurs & symétrie SU_, bien déterminéde.

3

En conclusion, 1'ensemble des opérateurs monoélectronigues d'or-
. Vk . . n
bite (£ev) pour les configurations (d+s) se transforment comme
5 e Avant de considérer la

classification des opéreteurs & 2 et 3 particules nous allons parler

les représentations [(11)+(22)] de sU
des propriétés d'hermiticité des opérateurs tensoriels et des opéra-
teurs tensoriels couplés, propriéiés gqui nous seront tout particulis-

rement utiles dans le Chapitre II et sur lesquelles nous reviendrons.

5°) Hermiticité des opérateurs tensoriels.

a) Adjoint d'un opérateur lindaire - Opérateur lindaire hermitique.

A la relation entre bras et kets conjugués correspond une relation
de conjugaison entre opérateurs linéaires. Dans une base orthonormée
on a la relation de définition : platler> = <@r{afer* = @' |afe> si
la matrice est réelle.

Un opérateur linéaire est hermitigue s'il est autoadjoint A:A+ . Dans
le cas des matrices réelles <¢]AI¢'>= <¢']A[¢> si A est hermitique

= = <{¢' |A|q)> " antihermitique.
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b) Cas des opdrateurs tensoriels Tk .

Un opérateur tensoriel Tk est un ensemble de (2k+1) opérateurs
linéaires TE qui se transforment linéairement les uns avec les autres

dans les opérations du groupe R, . L'adjeint d'une composante Ti est

3

définie par :

+k ¥
<g|T o T > .
vl o veir le
On trouve alors facilement que, par exemple, . 1w o Lo
Vk+ —q k o n
q = (u1) v q (tenseur agissant dans £ )

A (-1)" ™2 wui (double tenseur de £° )

nq

V§+(££') = (—1)m£+£'"q qu(ﬂ'ﬁ) tenseur de (£+£')n

-— '-— —
wnk+(£ﬂ') e (1) £+l ~mmg UK (£'2) double tenseur de (£+£')
g ~n-q

Cn définit la conjugaison hermitique des opérateurs tensoriels de la

fagon suivante :

. k .
Sk est 1'opérateur hermitique conjugué de Tk , S0it S = TkT , 51
ges conmnposantes verifient : Sﬁ = (—1)Phq Tkg oh p est arbitraire.

Et on dira de Tk est un opérateur tensoriel "hermitique™ =i on a les

relations : Tz = (_1)p~q Tkg

Deux conventions principales sont utilisdes :

a) Convention de Racah p=0 .

Elle a ltavantage de retrouver comme cas particulier pour ¢g=0

la définition normale de l'hermiticitd mais elle a un inconvénient:

n
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S5i on appelle ot un opérateur hermitique selon cette définition

et T " antihermifique " "
7Y
alors les produits tensoriels N sont pas hermitiques.

B) Convention d'Edmonds p=k .

Alors Tk est hermitique =i TE = (-1)k“q Tf: .

Avec cette définition on ne retrouve la définition normale de
I'hermiticité d'un opérateur linéaire que si k est pair mais, par
contre, si on appelle T+ un opérateur tensoriel hermitique selon
cette deuxidme définition et T un opérateur antihermitique, on a :

+

T'1 et T T hermitiques

o+ . ‘o . o
T T antihermitique , et c'est cette convention que nous utiliserons,

‘s wk
Dans ces conditions les doubles tenseurs w sont
hermitigues si w+k pair

antihermitiques si x+k dmpair .

les w"k(gz') ne sont pas d'hermiticité définie mais on peut cons-
k" Wk
truire w hermitique et w antihermitique en prenant

i f
W (220) =k [W(agr) & (Lq)HEEERE 0]
\B
u1k1 u2k2 anS
les différents types de triple produits tensoriels {wi. 'Wj Wy }

s'écrivent en abreégé :

(WIW;W; * o w;w;w; ils sont donc de type +
—""'+___"""' " _

(Wiijk) = wiijk

(wiww )T = whwow™ n +
ijk ijk

(WIW§W£)+ = —W;W;W " -
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relations qui restent vraies pour les wﬁk(ﬁz') si 1l'on prend les

+ )
w(gg') définies plus haut.
Nous reviendrons au Chapitre II sur les problimes dthermiticité des
opérateurs couplés classés non pas par rapport a R3 seulement, mais
classés par rapport & SU3 et R3 . Cependant, remarquons tout de
suite que les deux combinaisons arbitraires (22)2 et (22)2' pour

. . . n ce s d s
les opérateurs monoélectronigues de (d+s) ont en fait été choisies

de type d'hermiticité défini (au sens d'Edmonds)

¢ vo(ad) + 8 [v°(ds)+v7(sa)]

Y [Vz(ds)—VZ(sd)] .

(22)2 = (22)2"

1l

H

(22)2'= (22)27

i

6°) Principe de la classification des opérateurs & 2 et 3

particules.

Dtapres de qui a été vu & propos des pléthysmes, si l'ensemble des
opérateurs monocélectreniques se transforment comme une somme E Di de
représentations d'un groupe G , les opérateurs symétiriques & Xk par—
ticules que 1l'on peut construire sont donnés par le pléthysme
[g Di]®{k} et la réduction de ce pléthysme détermine leurs types de

i

symétrie possibles. ©Nous nous intdressons dans ce travail & 2 problée~
mes : d'une part 1'étude des effets de corrélation sur la structure
hyperfine des configurations dN nécessite ia classification des opé-
rateurs effectifs & 2 particules dépendant du spin dans le schéma de

réductions Sp1O:3SU2x [SO(S)ZDRB] ; d'autre part, on veut obtenir &

1taide du groupe SU, un ensemble complet d'opérateurs symétriques

3
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classés &4 3 particules indépendants du spin agissant dans les configu-
rations (d+s)N et représentant les interactions effectives électro-

statiques.

a) Classification des opérateurs bidlectironiques dépendant du

. . . ) n . .
spin agissant dans les configurations 45 & l'aide du

schéma  Sp, P 8U,x [80(5)2333} .

On a vu que les opérateurs monoélectroniques w”k se transfor-
ment comme les représentations [<O>+<12>+<2>] de SP%O . les opé-
rateurs bidlectroniques symétrigques sont donc ceux apparaissant dans

le développement du pléthysme
2
[<o>+<15 <> |@f2} .

Bn fait les opérateurs & 2 particules contenant WOO sont proporition-

b

nels & des opérateurs & 1 particule et on peut supprimer <G> du plé-
thysme., Il reste & déterminer

[<12>+<2>]®{2} .

On a vu que les opérateurs monoélectroniques correspondant & <12>

vérifient (u+k) pair et sont donc du type + du point de vue de
l'hermiticité. De méme <2> correspond A des opérateurs de type =~ .
les régles de décomposition des pléthysmes rappelédes dans 1'Appendice I

donnent immédiastement :

[<12>+<2>]®{2} = <12>®{2} + <2>efl + <1%5<2> de type d'her—

miticité : (++)+ (—=)- (+)- et les développe-

-ments de chaque terme sous forme de représentations de Sp1o
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s'obtiennent facilement; (les deux premiers termes sont des pléthysmes
connus, tres simples, le troisiéme terme <12><2> est un produit de
Kronecker ordinaire).

On voit que chacun des trois termes correspond a des dpérateurs couplés
de type dthermiticité bien défini. Il n'en.est pas de méme pour le cas

suivant.

b) Classification dans le schéma SU3 des opératewrs & 3 parti-

cules indépendants du spin agissant dans les configurations

(a+s)™ .

L'ensemble des opérateurs monoélectroniques se transforme comme
~les reﬁrésentations [(11)+(22)] de SU5 et les opérateurs symétri—_
Ques 34 3 particules que l'on peut construire sont ceux apparaissant
~dans le pléthysme

[(11)+(22)]ef3}

les régles données dans 1'Appendice I permettent &'écrire immédiatement

[(11)+(22)]8{z} = (11)e{3}+(22)e{3}+[ (11)@{2}1(22)+[(22)®{2}](11) (1)

ol la forme [(A)®{k}](A') signifie : produits de Kronecker par (A')

de toutes les représentations contenues dans le pléthysme N@{k} .

Iz détermination du développement de chacun des 4 produits de 1l'expres-
sion (1) n'est pas immédiate et est décrite dans l'appendice I ; elle
montre comment le grand nombre de produits de Xronecker gqui intervien-

nent dans l'expression de ces pléthysmes & nécessité l'écriture d'un

petit programme annexe dont nous donnons la description .
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On voit apparaitre une des difficultés rencontrées au Chapitre II :
les opérateurs monocélectroniques appartenant & la représentation {(11)
sont VT- et V+2 et ne sont donc pas de méme hermiticité ; de méme
(22) correspond & des opérateurs V+O, V2+, VHZ, VrB, V+4 . Chacun
des 4 produits de l'expression (1) fait done intervenir dans son dé-
veloppement des produits vy V Vi de type d'hermiticité quelconque
et une difficul*é importante, principalement dans le cas du produit

(22)®{3} » 5% la construction d'opérateurs & la fois symétriques et

hermitiques, Enfin, on comprend que ces opérateurs ainsi classés ne

k k. k
peuvent pas s'exprimer en fonction de ™iriades! V V32Vk3 ol les

ki sont tous pairs c¢u tous impairs ; on ne‘peut donc pas séparer les
opérateurs effectifs de second ordre ( k, pair) de l'ensemble des
opérateurs & 3 particules.

Cette discussion montre que les pléthyswes permettent de déterminer

le nombre d'opérateurs & p particules de type de éymétrie donné que
1'on peut construire, D'aprés ce qu'on a vu & propos de la définition
du produit de Kronecker de deux représentations et du théoréme de
Wigrer-Eckart sous sa forme géndrale, on sait que les coefficients de
Clebsch-~Gordan permeltent de construire des bases pour les représenta-
tions contenues dans les produits de Kronecker et qu'ils sont donc
essentiels pour la construction explicite des opérateurs classés comue

nous allons le voir maintenant.
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7°) Coefficients de Clebsch-Gordan {ou en abrégé C.C.G.) et

construction explicite d!'opérateurs & plusieurs particules,

a) Définition générale.

(u)

Soit n fonctions 95 base d'une représentation irréductible
D(u)(G) d'un groupe G

m fonctions

(V)(

@Ev) , base d'une représentation irrdductible

D G) d'un groupse G .

()

les fonctions ¢i

)

o(t) o)

g) . D(

On cherche parmi les produits

J
quli forment une base pour la R.I. D(K)( doit donc é&ire

t
contenue dans le produit de Kronecker D(u)x D(V) = I a(h') D(A ) "oh
A '
a(h') est le nombre de représentaiions équivalentes D(K ) gqul appa-

raissent. Ies C.C.G. sont par définition les coefficlents de la trans-

() @(v)

[va]ak _ .
q')i - J ,3 b

formation linéaire L <uj; vé| ah,> ¢ si @
Jrd

est supériewr & 1 on forme « combinaisons orthogonales arbitraires.

b) Factorisation des C.C.G.

Un théoreme dii & Racah permet de factoriser les C.C.G. lorsque

les bases ¢§u)

des représentations D(u)(G) de (¢ sont explicitées

8 l'aide des représentations irréductibles d'un sous-groupe H de G .,

Soit A une R.I, de G
B " H sous-groupe de G et b une base de B .
Le théordme de factorisation de Racah s'éerit :

<A1B1B1b1;AzﬁngbZ]aABBw = $—<B1b1;32b2 be><A,;B?B1+A2B2B2|aABB>
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. _ s b
ol <A1BEB1+A262B2| aABB> est indépendant des bases b.,b,,

- les indices B repérent les apparitions multiples d'une représenta—

tion B de H dans la réduction G2H .

- ¢ et y repérent les apparitions multiples d'une représentation

A ou B dans les produits de Kronecker (A1xA2) ou (B1x32) .

Jes premiers caractérisent les "dégénérescences internes" et les seconds

les "dégénérescences externes",

¢) Théoreme de W.E., C.C.CG. et éléments de matrice d'opérateurs

classés dans la chaine G2H .,

L'énoncé général du théoréme de W.E. donné plus haut fait inter-
venir des coefficients de Clebsch-{ordan iriés géndraux
<(F2F3)B F1p1f r P, F3p3> ol les p représentent des bases quelcon-

ques des représentations [I' du groupe G .

Si on suppose que les p caractérisent des représentations irré-
ductibles d'un sous-groupe H de G et qu'on appelle w leurs bases

on peut écrire d'apres le théorgme de W.E. appliqué au groupe &
< > o= <
YTy e oy 100r T 50 0,) [T 500y é Ay PBTyT4P4o,

F212p2w2; F313p3m3> ol Aﬁ , indépendant des bases choisies pour les

. : s 3
représentations de¢ G , peut s'éerire AB = <T1P1T1IIO(Y2P2TE)HY3P3T3>-

Ile théoreme de factorisation appliqué aux C.C.G. ci-dessus permed

dtéecrire
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BLyT 4Py 17T P05 I Top s>

= 5 <p2w2; meBIap1w1><BP1r1p1|P212p244r313p3>

L'expression obtenue finalement

<71P1T1p?w1|0(12F212p2w2)113F3T393m3> = i;<¥f?111” 0(72F212)H 73P313>

<p2w2; p3m3|ap?m1><ﬁf1m1p1|P212p24-F31393> .

monire 1'intérét pour le calcul des éléments de matrice de classer

opérateurs et états de base dans un méme schéma de réductions.

a) Principe de la construction explicite des opérateurs & 2 et 3

particules,

~ Opérateurs & 2 particules agissant dans &

les opérateurs & 2 particules, possédant des propriétés de trans-
formation bien définies par rapport & une chaine de groupes donnée,

sont des combinaisons linéaires des produits

w,k, n k. uk H.k.
i1 22 N 13 .
W, Wj } ou les w sont les opérateurs mono-
g

£ 4 :
i3

dlectroniques considérés.

On veut construire des opérateurs & 2 particules agissant dans

. . n . . - . .
les configurations 4, classés sulvant la chaine de réductions

59, = SU,(R,) x [80(5).:>R3(R2)]

10 et construitesa partir des opé-

<ag> xoOT u k g

. . nk . . .
rateurs moncélectreniques qu qui se transforment sulvant les repre-
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. 2 \ . "y \
sentations (<2>+<1°> de 5p,, - D'aprés ce qui a été vu & propos

des produits de Kronecker des représentétions et des coefficients de

Clebsch~-Gordan les opérateurs cherchés s'écrivent Ouk_: p> i3 xi ol
1A
k
0. " (owutkng) = £ <o x,u. 1.k, qq5 O M,u,T k PN lsnutkﬁq>
= 17171 1711 2 272
g 4, b,
k n.k
O -
W, W,
x I
1% Tt

que l'on peut écrirve, d'apres le théoréme de factorisation

- = <
OlJ z <01u§u1%-02n2u2 oxu><u, Tk 4-u212k2| utk>

n 40,
® k . k. uk

{ 11 2 2}
W, W,
i 7] g

avec ¢i (o. nlulxlkl) .

Ie probléme est donc résolu si 1'on sait calculer les coefficients
de Clebsch-Gordan nécessaires & la construction des opérateurs

Oij(cnutknq) apparaissant dans le pléthysme (<2>+<12>)®{2}

-

~ Opérateurs & 3 particules agissant dans (d+s)n

De méme les opérateurs & 3 particules symétriques, scalaires,
indépendents du spin qui nous intéressent, agissant & 1l'intérieur des

. . n . . c . .
configurations (d+s) et classés suivant le schéma de réductions

5P, SU(R (R

5 2 [SU ZDSU =R (Rg)] sont des combinaisons linéaires

G k q

k‘I k2 k3 kB k.
des produits {Vi Vj } .Vk ou les Vi sont les opérateurs monc-
électroniques qui se transforment suivant les représentations

[(11)+(22)] . Un opérateur & 3 particules possédant des propriétés

de transformation bien définies s'decrit
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< txtpl Latg!
z 0111k1+-0212k2 a'c'T k3> o't k3+~0315k3[ oot
iz |

k. X k_ 0
= {[v.1 v.z]kB V. 3}
. i ] k
itk
ol les C.C.G. & calculer sont ceux nécessaires & la construction des

opérateurs Oij[(0102) aoTO] apparaissant dans le pléthysme

[(11)+(22) {3} .

En fait la construction des opérateurs & 2 et 3 partiCules.n'est
pas résolue par la seule détermination des C.C.G. qui interviennent
dans les expressions des opérateurs classés. Les opérateurs cherchés
doivent aussi étre hermiiiques et symétriques et sont eux-mémes des.
combinaiscons linéaires des opérateurs classés Oij[(c102) acmO] . Bi
la symétrisation des opérateurs & 2 particules ne présente pas de dif-
ficulté , celle des opérateurs & 3 particules peut devenir plus com;

plexe comme nous le verrons au chapitre II,
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VI. Détermination des coefficients de Clebsch-Cordan des groupes semi-

simples compacts.

On a vu, dans le cas d'un groupe semi-simple compact, que 1'opé~
rateur quadratique G , défini & partir du tenseur métrique ,
G = gp0 XPXO , % appelé opérateur de Casimir, commute avec tous les
générateur du groupe et, qu'en conséquence, il est représenté par un
opérateur multiple de l'identité dans toute représentation irréducti-
ble. Cette propriété a permis & Nutter et Nielson de proposer une mé—
thode de calcul des coefficients de parenté fractionnelle de fN dont
le principe peut étre‘adapté au cas plus général de la détermination
des coefficients de Clebsch-Gordan des groupes compacts semi-~gimples
dans leurs réductions successives & R, , et qui se préte relativement

3

bien auw calcul autcomatique.

- Valeurs propres de 1l'opdrateur de Casimir,

Si les opérateurs infinitésimaux sont sous la forme standard
H ,E et normalisés de telle sorte que g = 1 alors G = gpd XX
P17 a0 p o
s'éerit
ik
= g

G Hin4-2 EaE—a .

3i L est le poids le plus haut d'une représentation irréductible et
u le vecteur propre correspondant & ce poids on a
ik

Gu =g LLu+ az+ (EaE__a)u

ol les o' sont les racines positives telles que E L B = 0 ou telles
a

‘que le premier a, soit >0 .
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Si on pose R :-l
2 4
o
22
K=L+R on trouve alors gque Gu = (K°-R Ju

les valeurs propres de 1'opérateur de Casimir pour toute représentation

irréductible du groupe considéré sont donc connues & priori.

~ Propriété de 1'opérateur ¢ et principe de la méthode.

Considérons une chaline de réductions ... P2HDR

3

dont les représentations ... ¥W,U,L définissent

les états de base.

Supposons gue les états soient complétement caractérisés par
W,U, L.

les €.G.G. pour le groupe P sont définis par :

](w1w JWUL> = & <W, U, L,+W UL ](w1w2)wUL>[w§U1L1>]w U_L>

2 17171 222 2272

L
1L1
2 2

Ie théoréme de factorisation permet d'écrire :

1(w1w2)wUL> = I <N1U1+W2U2|(ijz)wU><U1L1+U2L2]UL> Iw1U1L1> WU, L,>

Mais £ <ULU L |un> fLovL> fLunh> = [(LLU,LT)TID

171
L?L2

ce qui donne

o 4 T
|(ww ) = = < U1+J2U2|(wiw2)wu> |(w,U w2U2)U1> (1)

1 1717
U1U2

On peut considérer un £tat l(ijg)WUL> comme un état de base correspon-

S(1) (@)

dant 3 la réduction [P(1)x P(ahZDPiﬁHZDRB ol1 est un pro-

duit direct,
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les opérateurs infinitésimaux X du groupe P s'écrivent alors :

2e) = M)+ xx'?)) "

En particulier 1'opérateur de Casimir G s'éerit en fonction des opé-

rateurs infinitésimaux des deux espaces P(g). et P(a)

6= xx =g X(1)X(1) 4 PO X(E)X(z) + 26° x'x2
po p "o p “p p'p
soit ¢ = a8 2g"¢ x(1)x(2) ) (2)

p o

Ie principe de la méthode de Nutter et Nielson consiste & évaluer
de 2 fagons différentes les éléments de matrice de l'opérateur de
éasimir G
On sait d'une part que G](W1W2)WUL> = G(W)](W1W2)WUL>

G(1)I(W1W2)WUL> = a(w,) | (v w,)wuL>

2

il

G(z)](W1W2)WUL> G(WE)I(W1W2)WUL>

o les G{W) sont les valeurs propres de 1'opérateur de Casimir pour
les représentations W .

On peut donc écrire

[G- 1. G(Z)]I(w?wz)wuz> = [e(w) - e(w,)- o(w,) ][ (v, W )vwuL>

(3)

ou encore, en développant les états I(Wiwz)WUL> 3 1'aide de la rela-

tion (1)
[G-G(1)-G(2)][(w1w2)WUL> = [G(W)—G(w1)-G(W2)]
T W U1+-W2U2IWU> ](w1U1,w2U2)UL>

1
U.u
2 (3)
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D'autre part, la relation (2) dpnne aussi

[o- el 62y = 2P0 X£1)X<(s2)

goit

po ,(1).(2)
[2g XX, ]UE% <w1U1+-w2U2IWU> |(w1U1, W2U2)UL> . (4)

12

En utilisant la relation de fermeture pour faire agir 1'opérateur

2gp°xs&%3 sur (WU

Uy W2U2)UL> et en égalant les développements ob-

tenus (3) et (4) on obtient les systémes d'équations :

[G(W)~G(W1)—G(W2)] <w1U1+w2U2](w1w2)wu> = T <0 ULHW,U !(W1W2)WU>

22
1 L
U1U2

oL

272

<(W1U1,W2U2)UL[2ngX£1)Xg2)|(W1U;,W v)uL>  (5)

Pour chague cas considéré on sait déterminer le tenseur métrique
et l'opérateur de Casimir. Une fois calculéds les éléments de matrice
des X_ entre les états de départ <(w1U1,w2U2)UL| les équations (5)
définissent des systémes linéaires par ensemble (W1W2)WU donné, dont

les inconnues sont les C.C.G. <W.U +W2U2I(W?W2)WU> cherchés,

1

Comme nous le verrons au Chapitre IIT, la factorisation des C.C,.G.
permet de les calculer de fagon récurrente. Ainsi le calcul des C.C.G.
de la réduction GDH , & 1'aide des systimes (5), suppose en fait la
détermination préalable des C.C.G. de la réduction HDR, nécessaires

3

pour évaluer les éléments de matrice des opérateurs Xo de G .
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On peut tout de suite voir que la méthode présente un inconvénient,
Si W apparalt a fois dans le produit W1xW2 et si U apparalt B
fois dans la réductiorn PDH le systéme est axf fois dégénéré et
mélange donc dégénérescence externe et interne. Dans une premiére
étape de calcul on détermine axB solutions orthonormées arbitraires,

c'est le rdle du programme CIEGAC ; la recombinaison éventuelle des

solutions dépend ensuite du probléme particulier traité.

Ie critére pour s'affranchir de la dégénérescence externe est que
la matrice des générateurs du groupe G doit étre diagonale en W ,
ctest-a-dire que les états ](W1W2)aWBU> doivent respecter
<(W1W2)aWBU] X ](W1W2)a'W'B’U'> =0 si af#a' . La dégénérescence
interne, par contre, lide a 1tindétermination des vecteurs de base
dans les réductions successives ne peut, en général, dtre résolue

systématiquement,
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~

PLAN DU CHAPITRE 1II.

Introduction.

tere partie : Détermination des coefficients de (lebsch-Gordan (c.c.q.)

S, 2 .

I) C.C.G. intervenant dans 1'expression des opérateurs & 2 et 3 par-

ticules., Tableaux des résultats,
II) Propriétés de symétrie et dégéndrescence externe.

III) Liens entre 1'hermiticité des opérateurs tensoriels couplés et la
levée partielle des dégénérescences internes.
1°) Hermiticité d'un opérateur tensoriel.

2°) Opérateurs tensoriels couplés agissant dans R

3
%0) Conséquences pour les opérateurs monoélectronigues de (d+s)n

classés 35U, DR
/ 3 5

4°) Conjugaison hermitigue pour un opérateur quelcongue classé

d S3. DR
R B

50) Application aux opérateurs couplés classés dans SU, DR

3 30

IV) Comparaison entre les différentes bases SU, 2R

3 3

10) Probléeme de la caractérisation compléte des vecteurs de base

de SU_ .
n
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20) Bases d'états définis par Judd, Miller, Patera, Wintérnitz.
+2

~ Expressions des Li et le en fonction des V1 et Vq

()

_~ Expression tensorieilie de l'invariant X

(3)

~ Etude de la base obtenue par diagonalisation de X
(4)

-~ Etude de l1'invariant X

30) Conclusions de la discussion des états SU3 3333

2eme partie : Classification des opérateurs effectifs & 3 particules

agissant dans (d+s)n

A ) Classification formelle.

10) Nombre d'opérateurs symétriques.

20) Opérateurs symétriques et hermitiques.

B) Détermination explicite des opdrateurs.

1) cas [(11)e{2}]{22) - 7 opérateurs.
I1) cas [(22)®{2}]1(11) - 10 opérateurs,
III) cas [(11)®{3} -~ 2 opérateurs

V) cas [(22)®{%}]

10) Séparation des parties hermitiques et sntihermitiques.
29} Principe de la symétrisation.
39) Détermination explicite des opérateurs.

4°) Tableau récapitulatif des 15 opérateurs {22)®{3]

¢) Conclusions & propos de la détermination des 34 opérateurs & 3

particules,
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CHAPITRE IY

Classification et détermination des opérateurs scalaires
a4 % particules dans (d+S)N .
Détermination des coefficients de Clebsch-Gordan

de la réduction SU323R3 .

Introduction,

1°) Nécessité des calculs au second ordre et des opérateurs

effectifs.

L'approximation du champ central au premier ordre de perturbation,
sur une configuration ou un petit groupe de configurations proches,
permet une premidre interprétation des spectres atomigues & l'aide
d'un petit nombre de paramétres ajustables. Ies méthodes nécessaires
4 ce calcul, développées par Racah et Judd, utilisent la théorie des
groupes de Lie pour classer les états des configurations ﬂN et repo-
sent essentiellement sur l'utilisation de notions telles que les opé-
rateurs tensoriels, les coefficients de parenté fractionnelle, les
coefficients de couplage (C.C.G.) et de recouplages (ng). Pour réduire
ltécart théorie-expérience et améliorer les fonctions dtonde obtenues

lt'estimation des effets des interactions des configurations lointaines,



cl'est-a~dire 1'introduction du second ordre de perturbation devenait
nécessaire ; mais apparaissait alors une difficulté fondamentale :
celle de paraméiriser un probléme sur une base infinie. On sait que
Rajnak et Wybourne (1963, ?964) ont alors montré gqu'on peut tenir
coﬁpte de ces interactions par ltintroduction d'opérateurs effectifs
a plusieurs particules, méthode explicitée et développde par Judd
(1967, 1970) et qui permet de ne pas étendre la base de calculs, les

opérateurs effectifs agissant entre états de la configuration étudiée.

Pour que cette méthode ait un sens, il faut pouvoir considérer
s0it une configuration relativement bien isolée, soit un groupe de
configurations proches, mélaugeées, séparées par des énergies suffisam—
ment petites par rapport & la séparation des termes, pour qu'il soit
possible, et méme nécessaire, de les considérer comme une seule entité.
En physique atomigque c'est le cas notamment des configurations (d+s)N i
et (d+s)NpM des é€léments de transition et, comme il 1ta été dit dans
1tintroduction générale, les calculs faits par différents asuteurs sur

certaines de ces configurations, ont wmis en évidence 1'importance des

effets de second ordre et notamment les effets électrostatiques,

20) Choix d'une base de calcul adaptde au traitement des

configurations mélangées.

La méme situation de configurations groupées se présente en phy-
sique nucléaire et a amendé Elliott (1958) a3 trouver une méthode de

classification des configurations mélangédes 3 1l'aide de groupes de



81

transformations plus généraux que ceux de Racah, permettant de classer
1'ensemble des états (d+s)N . Comme il le fait remarquer dans son
article, les méthodes développées par Racah sont tellement puissantes
gu'eon peut suivre le schéma tracé et le généraliser au cas des confi~
gurations mélangées., Mais la réalisation n'est .pas simple pour autant
et, de plus, Elliott s'est intéressé seulement & la classification des
états, alors qu'ton a vi au Chapitre I la nécessité, pour évaluer les
¢léments de matrices, de classer états et opérateurs dans wn méme

schéma de réduction.

la généralisation la plus directe pour 1l'étude des configurations
(£+£')N , clest-i-dire celle conduisant 3 la généralisation systémati~
gue des différentes notions introduites pour £N est 1'utilisation du

schéma :

] s -
Uploner+1) 75 gt 1)~ 520 (gapr 1) 7 Y2

x [0 )3802£+1(DRB)XSO%,H(DRB)QRS]

2( g+t +1

étudide dans sa these par 3. Feneuille qui a généralisé, par exemple,
des notions telles que la séniorité, le quasi-spin, les coefficients

de parenté fractionnelle. Ainsi un des schémas de réduction possible
rour (d+s)N est sz(d+s)ZJSU

25,780, x [306350 DRB] .

12 5

En spectroscopie nucléaire, le schéma proposé par Elliott

SU12(d+s)Z3SU2x [SU6ZDSU Z3R3] est un couplage de base plus proche

3

des états nucléaires réels et en physique atomique S. Feneuille et

A, Crubellier (1970) ont montré 1'intérét, pour 1'étude des
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configurations (d+s)NpM dtutiliser la réduction

[sU_(d+s)x SUB(p)]DSUBD R, , choix qui nécessite au préalable 1'étude

3
comnplete de (d+s)N dans le schéma SU3 .

30) Tétermination des coefficients de Clebsch-Gordan de SU 5133 .

3

Pour illustrer leurs proros, 3. Feneuille et A. Crubellier n'ont
classé, déterminé et introduit explicitement dans quelques exemples
que les opérateurs effectifs, bidlectroniques, scalaires, indépendants
du spin, ne faisant intervenir qu'un trés petit nombre de ccefficients

de Clebsch-Gordan.

Pour pouvoir tenir compte au moins de 1l'ensemble des interactions
effectives électrostatiques, considérées comme prépondérantes, il faut
pouvoir introduire les opérateurs scalaires & 3 particules, clest-a-
dire, et c'est notre but ici, avoir dlabord classé et déterminé expli-
citement dans le schéma SU3 les opérateurs effectifs & 3 corps sca-
laires hermitiques, symétriques et indépendants du spin agissant dans
(d+s)N . Cela suppose la détermination des coefficients de Clebsch-
Gordan (C.C.G.) intervenant dans le couplage des opérateurs monoélec-
troniques en opérateurs biélecironiques de rang quelcongue et en opé-
rateurs & trols particules de rang nul, TUne difficulté majeure est

alors la trés grande masse de caleculs nécessaires ; le grand nombre

de C.C.G. qui interviennent nous a amené & décider 1'dcriture d'un

programme "CLEGAC" de calcul, sous forme exacte, des C.C.G. des groupes

de Lie compacts semi-simples, programme décrit au Chapitre IV, basé

sur la méthode dornt le principe général a été exposé au Chapitre I .
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4°) Pravail présenté dans ce chapitre.

Dans la premigre partie du chapitre sont étudiés différents pro-
bleémes théoriques posés par la détermination des C.C.G. SU523R3 .
En effet, une autre difficulié essentielle de ce travail vient des
indéterminations dans la définition des C.C.G. lorsqu'il apparalt des
problémes de dégénérescence, difficulté lide directement avec la ca-
ractérisation incompléte des vecteurs de base dans la réduction

~

SU_PR, , plusisurs vecteurs de méme I pouvant appartenir & une méme

3 3

représentation de SU, .

3

De nombreuses méthodes ont €ié proposées pour résoudre ce probléme
dont aucune n'est complétement satisfaisante pour notre étude. A ce
propos nous comparons nos résultats avec ceux obtenus par Judd, Miller,
Patera, Winternitz (1974) qui caractérisent les éiats & 1'aide des va-

leurs propres &'invariants qu'ils ont déterminés,

Cette premigre partie montre la possibilité de réduire la dégéné-
rescence interne SU3Z>R3 grice & la définitién d'opérateurs présen~
tant des propriétés d'hermiticité, propriétés qui nous ont permis, dans
la seconde partie du chapitre, de construire plus facilement un ensem—
ble complet d'opérateurs & troils particules, scalaires, hermitiques et

symétriques, représentant les interactions effectives électrostatiques

dans (d+s)N .
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1¢re partie : Détermination des coefficients de Clebsch~-Gordan SU3:383.

I) C.C.G. intervenant dans l'expression des copérateurs 4 2 et 3

particules.

L'étude des configurations (d+s)n dans la chafine de réductions

SU12:38U2x [SU6IDSU ZDR3] , décrite de fagon succinte dans le premier

3
chapitre est exposée de facon plus détaillée dans 1'Appendice II. On

trouve, en particulier pour l'opérateur de Casinmir ¢ de SUB(d+s)
l'expression suivante en fonction des générateurs V1 et V+2 :

+2 o 11 :
oW V =V (dd) === 1L
] ( =

et v o VT v(aa) + 2(v3(as)+ v(sa))]
V15

¢ = 56—[V1.V1+ vy

V1 et V+2 se transforment comme la représentation (11) de SU3 en

notation d'Elliott ; les valeurs propres de 1'opérateur G pour une

représentation (0102) de SU. sont données par

3

1r2 2
G(0102) =7 [01+-c2+-c?02+-3014—302} . (T)

19) C.C.G. nécessaires & la classification des opérateurs 4 2

particules indépendants du =spin.

lLa construction des opérateurs & 3 particules nécessite de déter-
miner d'abord les C.{.3. permettant d'exprimer un opérateur classé a

2 particules de rang gquelcongue. L'ensemble des opdrateurs
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monoélectroniques agissant dans l'espace d'orbite des configurations

(d+s)n se transforment comme les représentaiions (11) et (22) de SU3 .

On a vu dans le méme chapitre qu'un opérateur & 2 particules construit

k
a4 partir des opérateurs monoélectroniques (h111)Vi1 et (h2¢2)Vj2

et se transformant comme Atk s'éerit :

k X k

k 1 2
[(K1K2)ah1] 0y - kFT k<k111k1+k212k2|ah1k> [(x?ri)vi (hzmz)vj.] (2)

17122
les C.C.G. & déterminer pour notre étude sont ceux pour lesquels h1
ou hg = (11) ou (22) , 1les TS reperent ies valeurs de ki identi~
ques apparaissant dans la décomposition d'une représentation A sous
la réduction SU_ 2R, , les différentes représentations X possibles

3 3
sont celles apparaissant dans les prodults de Kronecker hgxhz et «
repere les A multiples. Suivant la méthode de calcul des C.C.G.

choisie, décrite dans le Chapitre I, on fait agir 1l'opérateur G sur

les 2 membres de 1l'équation (3)

AT kLK . {3)

(A dertio = T Ak ok [eddlo [h Tk ATk,

222 1
bRy T
Plus précisément :
si on écrit que VK = VfA—Vg on obtient
.2
Rt
ML ]

AP C 1 [viv! 4 v 43

Soit G 3 17Vo i >

IL'action de chacun des 2 membres de cette expression sur chacun des 2
membres de 1'éguation (%) montre que les C.C.G. cherchés sont solu-

tions des équations linéaires :
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[- G(k)+G(K )+G(K )+——k(k+1) k (k +1)- ?Ekz(k +1)]<h1t1k1+k212k2[ah1k>

5 ke, ke X}k, k
+ 5 F;|( 1) { 2} w ke, |7 Hx Tk Tk [V Hleméké> x
R

! 1
2k2

H t t t —
AT k?+A212k2[ath> =0 . (4)

les éléments de matrice réduits nécessaires ici sont les éidments de
f ot +2 [ . .
ltopérateur (11)V entre les états des représentaiions (%?) et (22)

de 80U Leur calcul est explicité dans 1'Appendice II et nous en

3 °
rappelons seulement le principe : le théoréme de Wigner-Eckart permet

d'écrire que le commutateur d'un opérateur VE et d'un opdrateur
k

classé {A1T1} T osréerit
4y

OE, byl - <-1)k‘—"q2(k “ k2)
T AT, T Y Y
k
<A1T1k1HVth212k2> {Azrz}qi (2)

ol la somme sur ke disparait si le VE considéré est un genérateur

du groupe.

D'autre part les VE vérifient les relations de commutation générales:

k k
Vé:(?aﬂg,vqiﬁgzg = £ (- 1)k3 g (D, e, 1z (q1 2 5 X

Ky % %

£ +£ +k +k

{6(£b,z M(-1) ® 2 { 12 k3} k3 (2_2,)

- 6(e ) (~1) z O { 2 k3} (zczb)} : (b)
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Ia comparaison de ces 2 développements permet de déterminer les élé-
. . +2
ments de matrice cherchés <(11)T1k1HV H(11)T2k2> et

+2
(22)7 k [V7|(22) 7 k> .

On dispose alors des données nécessaires & la construction, par le
rrogramme CIBGA1, des systémes linéaires par valeurs de (ATAZ)hk
données vérifiés par les C.C.G, cherchés, systémes dont les coeffi~
cients des inconnues sont donnés par 1l'équation (4) et sont calculés

sous forme numérique exacte NVM/P , N,M,P entiers,

les différents cas qui apparaissent sont déterminés par les réductions

des produits de Kronecker suivantes :
(113(11)
{(11)(22)

(00),{22),2x(114),(03),(30)

il

ax(22),(11),(03),(30),(14),{41),(33)

(03),(06),(14),(14),(33),(25) ,(44)
(00),3%x(22),2x(11),
(30) (60) (41) (41) (33) (52)

(22)(22)

et les réductions SUBIDR des différentes représentations M\

3
(00)0 {03)
|RERS
(11)1,2 (30)
(22)0,2,2',%,4 (14)
} 1,2,5,4,5
(33)1,2,3,3',4,4',5,6 (41)
(44)0,2,%,4,5,6,7,8 (06)
ot 4'5'6' } 0,2,4,6
4" (60)
(25) 4 2,5,4,5,6,7
{52) 35

le programme CLEGA2 résoud sous forme exacte les systémes linéaires

obtenus ; dans les cas p fois dégénérés il détermine p solutions
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arbitraires orthonormées qui forment une premigre étape de calcul des
C.C.G, . la deuxiéme étape consiste a choisir au mieux les solutions
définitives et le paragraphe suivant est consacré & 1'étude des diffé-
rents cas de dégénérescence rencontrés. Nous supposons pour 1'instant
gue ceg problémes sont résolus et que nous disposons de l'ensemble des
C.C.G. nécessaires pour exprimer les opérateurs & 2 particules définis

par 1'équation (2), C.C.G. portés dans le tableau de résultats I.

2°) C.C.G. nécessaires & la classification des opérateurs

~

scalaires & % particules,

!
On a vu qu'un opérateur & 2 particules S?. construit & partir

k1 ’ k2
des opérateurs monoélectroniques (K?T1)Vi et (AETE)V5 et se

transformant comme A't!k' s'éerit

X, 1717172 0 e
1.k k k. k!
202 1 2
[(A111) vy (Xgra) Vj ]

t
[(A A Jarnret] sfj = L AT kAt etk
T

De méme, un opdrateur 3 3 particules T?jz , 8¢ transformant comme Atk
: k
et construit & partir des opérateurs monoélectroniques (h111)Vi1 ,

k
(k212)V32 , (A1, )V peut s'éerire

3737 g
ty ! k_ TY TPt
[((R1A2)a A ,h313)ahT]TiJ£ = TFL'<a ATtk +h313k3]akmk>
k
. e kB}
3% {(h1h2)a ATT Sijl(KBTB)Vﬁ
- L0 AP IR | 1% V11
oz Ark otk la Tk > e 'k +k313k3[akmk>
T'k 13
TR T X

k3}k .

1 K K
{[(;171)Vi (x2¢2)vj ] (hBTB)V
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On ne s'intéresse qu'aux opérateurs scalaires, soit finalement i des

opérateurs du type :

| o 0
[((K1k2)a A ,h3t3)aRT]Tij£ = <R T k +h212k2’a At k3>
T k T k 5T k3
2°3
Tt

@A T T |ent0>

k k
1
{0z )7, OV 2 E (5,7, }
Les coefficients <\ .1 ]:c +A T .k Ia 7\"’[2'1{3> sont les C.0.3. calculés

11 222

précédemment ; il reste & déterminer les coefficients

<a'A'1'k +h3t3k3|ak10> ol les A' sont l'ensemble des représentations

classant les opérateurs & 2 particules et ol AS = {11) ou (22). Parmi
les réductions des différents produits de Kronecker (h')x(h3)= PN ak(h),
A

les cas intéressants sont les représentations possédant un état S et

on a finalement les possibilités suivantes & considérer :
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L EIEVE o(vY)
0(28) o(¥¥) 0(09)
0(99) o(sg) o(¥¥) 0(90) o(cT) (22X {¥¥)
0(e8) mmwww 0(09) o(ze) (22)x(25)
, 0(¥¥)
0(8z) o(¥¥) 0(90) o(ze) (2z2)%x{&2)
o vh) o(vy) 0(09) o(ee)
0{¥¥) (FLYX(¥Y) O(¥¥) 0(%0) o0(ez) (22)x(LL)
o({vv) 0(09) (11)%(29) 0(e8) o(¥y) 0(ee) (22)%(09)
o{¥¥) 0(90) (L1)X(S42) 0(sg) o(¥¥) 0(zz) (22)%(90)
o) o(2e) (+1)%(£€) 0(22)
o(¥¥) ©(09) ofez) (22)X(1¥)
0(09) (L1)*(09) 0(ze)
0(90) (11)%(90) o{t¥) 0(90) o0(z22) (22)X(7})
0(09) o0(ce) (L1)X(1F) 0(22)
0(90) ¢(ce) (LL)X(¥1) 0(09) of(z2)
O(¥¥) 0(90) o0(2z) o(00) (22)%(ez)
o(ee
ommmw (11)x(ee) 0(z2) (22)%(0%)
o(ze) (22)%(<0)
0(2e) (bh)x(0€) 0(ze)
0(ez) (L1)%(€0) 0(ze) (22)x(L1)
0(2e) 0(00) (L)X(LL) o(ze) (22)%(00)
X

X
0(X) T« (MY

0(X) T « (g2)xuX
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On montre dtune fagon tout & fait analogue au cas précédent que les
C.C.G. ¢ch hé < 1 luta d té
C.G. cherchés <A tuk3+hjt3k3lakro> sont les solutions des systenmes
d'équation lindaires :
GAA)-GIAT )=G(A A kAT ATO)—'E AT R S Tk fadt0>
[600-6(r)-60 ) s ke hgm ks BVT%% NS T
3 u

fgtky kg O .
E (=1) {k3 “ K} a TKKBHVKHR GREEY

HvKnx3réké>= 0

(6)

55

ol VK est égal soit & (11)VT , soit & (11)V+2 .
Ay est égal & (11) ou (22), donc les éléments <h3¢3HV+2Hh3¢é> sont

connus, Il faut par contre déterminer les éléments de matrice

<h‘1nk3HV+2Hh‘T;ké> 4 1'aide des C.C.G. précédents.

On démontre facilement la formule suivante :

<A )athHVKH(k XA JatAT'k'> = 0 <A1k, ATk, Jadtk
172 _ 172 122

T.k.t.k
1717272
Tt et !

T1k112k2

TR X
13-t tlrt I Pt 1t vt
<K1T1k1+K212k2la atkt> Yikj[xr} (=1)

kl4kytk' kK X' x
[6(¢2,¢é)(—1) {k5 K, k?} Ak I Tk

{7)

k, #kbHk kKK x
1 - t.t
(¢, ,43)(=1) {ké K, kz} Nkl HK2T2k2>]

N . N .
ou les <ki¢iHVKHAi¢i> sont connus et ou by repreésente Tiki

pour 1V =12 | générateur deS:SU§M,'<¢HVT2u¢f>=:o*5sip_a=a"f les’; -
é1léménts de matrice reduits dé lhopérateur sz' entre -les états de

1l'ensemble des .représentations. A. classant lés opérateurs & 2 parti-

cules sont donnés par le tableau de résultats III.
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Nous sommes en mesure maintenant de faire construire par le pro-
gramme CLEGA! les systémes lindaires (6) et d'obtenir & l'aide de
CLEGAZ les C.C.G. du type <A‘1'k3+K313k3]aKTO> portés au tableau de

résultats ITI.

30) Choix des C.C.CG, et vérification des résultats.

le calcul des éléments de matrice du générateur V+2 entre les
états ](k1xk2)ahrk> % 1'aide de la formule (7) est nécessaire pour
vérifier les C.C.G. obtenus et pour les choisir de fagon cohérente.
En effet, les solutions dépendent d'un choix arbitraire de thase pour
chague systeme (k1xh2)hk traité et en principe d'un choix arbitraire
de solutions orthonormées pour les cas dégénérés. (On s'impose alors

les conditions suivantes

a) Ie calcul des éléments de matrice réduits du générateur V+2

pour une représentation A donnée & 1'aide des C.C.G. correspondant

& la résolution des systémes (l1xx2)hk1...(l1xh2)kkn , ¢lest-z-dire &
l'aide des C.C.G. correspondant au traitement d'un ensemble (A1XK2)R
dommé, doit redonner les mémes résultats en valeur et en signe que ceux
obtenus pour tout autre ensemble (h;xhé)k déjh traité. Cette condi-
tion impose dans les cas non dégénérés une relation de phase entre les
différents systémes de A donnée.

31 certains systémes (h1xh2)ahmk sont dégénérés et ont conduit & des
déterminations de solutions arbitraires, cette condition est nécessaire

mais non suffisante., On doit dl'abord :

b) Imposer que V+3 , qui est un générateur de SU? soit diagonal
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en A ., les solutions arbitraires doivent donc assurer

<(h1xh2)ahtkHV+2H(K1XK2)a'K'T’k'> =0 =i a#a

c) Ensuite, la condition a) précédente imposée aux éléments de
matrice de V+2

<(A1xh2)akmk“V+2H(l1xh2)al'm‘k'> = <(A;xxé)a=Axknv+2u(xgxxé)a'xmrk'>

conduit & des cholix compatibles de solutions arbitraires pour les dif-
férents cas traités (R1xk2)aktk et (k;xké)a'kt‘k et impose les

relations de phase nécessaires.

La relation qui existe entre les éléments de matrice de V+2

pour A domnée et la valeur propre G(A) de 1l'opérateur de Casimir

| peut &tre utile pour verifier les résultats obtenus.

g K OK
e(n) = (-1 (Lq 0 q) k|l Aok

il

on a (Atkq|e|Atke>

Soit <Atkq|G|rtke> = 6(n) "V”"j Akl]o||nTk>

Lk

On a aussi <\k|[clAtk> = <kaH-{v V2 v o
soit | ¢(r) =2 ke(icet) PR <kaHv+2Hx¢"k">2 , (8)
6 | 10 Lk] o

relation facile & vérifier si on dispose de tous les éléments de ma-
trice réduits de V+2 pour la représentation A donnée, c'est-ia~-dire
si les C.C.G. <K111k1+A212k2[aK1k> ont été calculés pour toutes les

valeurs de k possibles,

En fait la formule (5) qui dormne la forme des opérateurs classés,

scalaires, & 3 particules montre que la valeur de k' maximale ,
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intéressante pour notre probléme, est égale & la valeur k3 maximale,
soit k'=4 , et nous n'avons pas calculd des C.C.G. correspondant aux

valeurs de k supérieures & 4 ; les tableaux de résultats III ne sont
donc pas complets pour A = (33),(44),(25)... et la relation (8) ne

peut &tre utilisde pour ces cas 1i (sauf pour k  2) .

L'ensemble des C.C.G. ainsi déterminés permet la constructicn de
tous les opérateurs scalaires & % particules définis par 1'équation
(5), opérateurs correspondant & l'ensemble des représentations domnndes
dans la table 1. ILa déterminaticn, parmi ces opérateurs classés de
départ, des combinaisons lindaires indépendantes hermitiques et symé-
triques formant l'ensemble complet que nous cherchens des opérateurs
effectifs électrostatiques & 3 particules agissant dans (d+s)" fait
1'objet de la seconde partie de ce chapitre mais, avant de l'aborder,
nous.allons parler des différents preoblémes de dégénérescenee rencon-

trés et des états 8U IDR3 choisis.

3

les systémes linéaires & résoudre sont en général dégénérés et

les dégénérescences ont plusieurs origines possibles.

a) L'expression (1) de la valeur propre G(0102) de 1'opérateur
de Casimir pour une représentation (0102) quelconque de SU3 et par
conséquent la relation (4) qui détermine les systémes linédaires, sont
les mémes pour 2 représentations conjugudes (0102) et (0261) . Un

méme systéme linéaire (0102)k correspond aux solutions

)
ATk ATk l(c1oz,k> et ATk

STk, : +-A2T2k2](6201)k>

1

et est donc au moins doublement dégénéré,



b) La relation (4).ne dépend pas non plus de la dégénérescence
"externe" a ni de la dégénérescence "interne"™ T . Donc, si une re-
présentation A apparait « fois dans le produit de Kronecker A1XA2
et si on s'intéresse & une valeur de k T fols dégénérée, la dégéné-
rescence totale du systéme linéaire i résoudre est :

axT pour une représentation autoconjuguée hz(cici) ’

2exT pour une représentation gquelcongue (cicj) .

Nous avons déja dit & propos du programme CLEGAZ2 qui résoud sous forme
exacte aVb/c les systémes lindaires, que dans les cas p fols dégé~-
nérés p solutions arbitraires orthonormées sont détermindes. Ces
solutions mélangent donc dégénérescence interne et exierne et un pro-

" bleme important est de trouver suivant quels criteéres on peut combiner
entre elles ces solutions de départ pour, d'une pari, séparer les deux
types de dégénérescence et, d'autre part, lever au mieux la dégénéres—
cence interne. Ce dernier point rejoint le probléme trés général de

la caractérisation compléte des états SU,DR_ .

3 3

Plusieurs problémes différents interviennent dans le choix des so-
lutions et pour montrer comment ils s'introduisent nous parlons briéve-
ment dans le prochain paragraphe de 1'utilisation des propriétés de sy-
métrie et dans le paragraphe suivant nous montrons comment la dégénéres-
cence peut &tre en partie levée en imposant certaines propriétés d'her-
miticité aux opérateurs couplés. Ie probléme général de la dégénéres-—
cence interne n'est pas résolu mais la détermination de ces solutions
correspond & une diminuiion de 1'arbitraire du choix des états de base
SU’BDR3 et dans le dernier paragraphe nous comparons la base obtenue
avec celles proposées par différents auteurs et notamment avec celle

définie par Judd, Miller, Patera et Winternitz dans un article récent

(1974)



96

e/l S/lgY T~ §rE0ET 0 £ 2¢1TY+ 2(TTIS i

2741 T~ 2/{11 .t HAC-A R EOT(TTYe 24T
AR 27011~ 0 224211 U 2071+ TLTTYD
g/{GTy b= S/ (GT) 1~ c/éc)1= 1 EOoT(TIN4 THTITYD
(#3<1t0g?] (#)<T{20)] ($1<T0TT) 2 <T (IT)3 Ty
. /00y T- t/{0TY T~ £ 20774 20T
h/ieT) 1= /(91 U (T TOTT)>
<0 2211 <0 (ery 3 0z

(ITILTTY Fdal 1O (#) SIOIYLIWASIINY 12 $INCIHLIZWAS S3IETIIrCIEET SNCTLVINESEZRZ: S20 Sy2

CUCRNS  BYOECELKEDISE3NT 3C SINITOTZ43CN

I Nvidevl




97

0
g/szyl
g/t

0

<,2(22!1

0
/(211

2/1et

<¢ (22113

01/(0%) 7=
G
0

G1/(0L11

<z (22)3

erielit
AR R

21UV T

(<5 e ?

a
2r7i2y1=-
271231~

U

(*)<Z(TT) 2

T/{TYT

< (2711

z/02)1
eIt

/(1) T~

(x3<g{s0) ]

gT/(04) 7=

n

0T/{CEYT=-

<z (111

2610+ 20TT)>

Yy

T 201D+ 2477
FT(ITYs 2HTT)D

P 20T1ys TLTTYD

2TTY+ 2(TTYS
TITTYI+ 2(TT)>
Z{ITY4 TH{TIT)D

TITTY+ TLTTYD



€/(6)1~- ¢ B/0T) T 6/¢0T) [= m\ndﬁ_ﬁl E/LATIT- E/LLY7- f ¢{zdr+ 2{TTI>

6/1L)2 9C/{HT) 1= 9e/{hT) [= S¢/t0TIG- SC/t01)Gm 671612 (4702214 2{TT)D>
0 2I/003T 21/00¢) b= 21/(20)1 27/(246) 1= n [ 2{22)+ ZL11)>
0 21/1eh) 1= 21/t 21/(06) T 21/10¢) T b T42(22)% T(1T1>
6/15)2- SL/(0T)G- e/ (0T )% S SC/ AT SE/inTIT IYATAL: r 2(zers (I
6/1L12 €/(HT)1- . €/(nT) 1= E/7(CT)T 6/(0THT €/(S) T [ 002234 T(ITY)Y
<1 (¢l ] <1 (Th)) <1ty <T (0¢)3 <T (¢0)] <1 (1)1 1=¥%
/0Ty 1= 0 Fa2(22y+ 2(T1)>
o T/ T [ 2(22)+ 2LIT)>
<peiz2): < {2213 0=y

(222{T1) 3diL 1O STICTLISFOSEEI SNOILVINISZucPy S3C SY3

EY<RFS  NYQEOS-KISE3TNZ ZC SIAZIZTH33C2

11 ~V3NEVE



99

S61/(072) 1~

i
h/lg) 1=
"B/ (S€)S

ST/(6C1T-
E/1ET) 1=
Sc/(YET

0/ (63

<2 (a121

(RSl i £

W/ (G-

S/{e)1-
4]

/(g T~

a

<124{22)2

a
e/(eyrt
LVALRE &

Q

¢

/ot T

<cslget]

0
2/ielil-
HAS)T-

a

0

tZ7{CrT-

<, 21221

CC/I{0T) G-
]
a
T2/ LeTYe
§1/{g1)¢e
Tericgii-
g/itr2-
]

<z (gg)?

0L/ tQLdE
0
0
Oh1/ (5162
G/ICyT-
ce/tep1)E
h/(C) T~

Q

<@ tge):

SeT/ 0T
n
/(E)T=
hE/(Ey )G~
CTr/(ce)y
EZ{CTHT
e/ {1211~

FEL DR

<2 (1411

§T/0€)2-

o

CI/8€Y)2
CI/LCyT
Stricnvye

E/LEYE

¢

€2 (1133

r

r

P2 )+

c{acr+

Fa2(220+

r
r

T

2(721)4
{77

c{rPer:

T42(22Y+

L

r

{2213

C{v2r+

Fa2(27)4

r
L

t

TITTY 4
N2+

271+

AT SAE

r

ACEAE

PLITY>
2T
7(1T)>
LI
2171
T
TCITYS

TITT)>

2{TT3>
ZITTY>
eiTTY>
c{TT¥>
2LITI>
TIT) >
IS

TITT)>



100

Tesr{1eil- N Foh{2?)+ 2(TT)>

. 0 12/(5CT) T~ [ ¢422)4 ZLIT)>
. 0 VYRR FaZ(52)4 2(T13>
. 1270106 _ 0 [ 2t22)+ 2(TT)>
, a Te/ (T roRizPIs TLTID
| E/1ETIT e Foee2ys TIITID
6/(0g) 1= 1 re2(2z14 TLIT)>
0 L1080 [ 20221+ TLIT)>

: ‘ Sl <¢ (£%) 3 gz
§2/(eC1 1 g2/ (E€) 1= g2/(072)1 0 Zh/t12)¢ : mwxﬁﬂm,m-_ [ ohiz2)s 7011
2I/(ST) 1= L 2I/(ET)T- 0 §2/(2%) T= 2/ {11 /(1T [ ¢t22)s 2(TT)>
2/TT- 2/ 0 ET/(0L)T 0 0 L rameEEye 20T
Zh/LEOT) I . 2R/LSOTYY £1/00L} 4= 0 1est2ye TE/(L)2- roZeemie 201D
21/(1211 2T/(1211 ) §2/(0$1€ _ BTstCg)Te n1/(6C) T T ohiZZi4 TLITI>
2T/(1I6 2T/t1)6- ETACH SR 0 CET/{STIT ST/{ST) T L §(2214 THTTYD
TATAR €/{2) 1~ 0 0 61/(0¢) 1~ £1/00031 [a2022)+ TLTII>
g 0 ¢ L/1E)12w £T/(FTIT- KT/ 6TV T T 2{27)Y+ TLIT)D

<¢ (1)1 <¢ (4711 < ef2el] : <¢ (22l: <¢ {og) <¢ (gr)3 -+



101

6
€T T
£/G) 1=
0
crigyy

]

<ah(gC) ]

L7tS)T-
o
0
127155711
o

Yes{icesr

< (8603

g2/700L) b=
21/(1)d=

c/(G)t

FLVAR AR

2I/LE) )

eI/ (6T

< (Ih)3

S2/{LLNT
21/ L=
S/ T
2h/112)6
21208

2T/LET) 1=~

<4 th1))

G
e1/ing) 1=
q/(c) 1~
Q
h/l0T)} 1=

Y

<Hilzd):

¢
h1/(S)T
¢

Ge/LET7YT-

<& {2711

PLTTYS

SiTTI>
LTI
ZLTIT1>
(171>

TITT}>



102

0h1/{0Lle~-

2T/(0T) 1~

G/ (hT3T=
e
o
24/ th1)G-

SI/00L) 3~

<0 (hh)3

S01/(12)2
6/(5)2
06/ (SOTY T~
2/ (1)1~
2/1) 1w
g21/(s0M)$
SH/C(T2) 4m

<0 (0911

caT/(I2iz- oh/(2)L- og/inLic- €/{E) 1~
estg) e §/(hT)1T /(0T 1= estr21
06/(S0THT S/(0T) I~ 0 €711
2/t 0 . 0 o
21T . 0 0 0

S2T/(5071G~ . 8 L/0RTYT E/(STI1=
SH/{T2 4 c/{2)2 0 £/ T~
<g (ggh] <t.f2231 <0 (2213 <o (Cny ]

SANEIULINAS S2IEI1IrCRUET SANOT)VINDSINGZY §30 SvD

FUCENS  NYCRCH-HISE3TD 20 SUINIIDIZAICD

IIT rv30gEvlL

P 42204 £(273>
r Q(22)+ ¢i{72¥>
Fa2(22)4,52(22)>
r 2P214.,2{22)>

Fra2(e2)1+ 20223

T o2iPRI+ 22?1

T n{g234+ (221>

(=5



103

0
hWIAATIT

W1/ HTIY

Tesisgi2
0
0
crLTYE
12/1(5¢)2
g/iTIT-
0

<1 (g¢)]

0
Tes (et 1=-
T2/(2h) 1~
G
271111~
G21/(C0T)T=
/€111~
0
g/(€)2
CTATASS IR S R
E/LLIE-
0

<T (I3

0
T2/ (eHh) 1=
12702411~
¢
2/ {11t
€27/(501) 1=
c/{TIT
G

E/{g1E

€ZT/(e0T) 7=

6/{C)2=
0

<T (123

a
T2/(50T)T-

12/(C0Y) =

e/ {?+)
n
n
maxaomvwl
CC/i2t)h
®I/7{CCHT

: 0

<1 (1T)1

T (2214 H(22)>
rOgEPZI4 K22
f he2?14 ${22I>
P oS(zEI+ £(22)>
Fe2tee)s S(22)>
roZIRPYe C{PZI>
[ C(22)1442(22)
TaZ{72)4,2(221>
[ 2(22)+.,7(R2}>
Foetzers 202215
ri2(22)+ 2(22)>

£ 2(721+ 212205



104

eh/tSgEY

2h/(S0TYT

hgs/ (1228

ghlsziclg

eh/ig0TT-

§/(5) 1
5¢/ g1 1=
§2/(68) 1=
%6/ (1238
S¢/ ()3
61/00€)7
7T/ 0hT) T=
6
0#¥/(6)€
§2/(56)1
hT/ T 1=
SZ1/(0gIG=
Sh/logre~
0

Sh/togle-

<2 (4113

0
0€/(ST) T
02T/ (Y Te~
0
BE/(5T)Y
0
0

/(8 1=

021/1(C) Tg-

0
0
LYZEIR &
/121
o
§/(8)1
h/(2) 1w
0
0
S/t

0

<424 12217

0
A TR+ 2L
BC1/{G50116~
il
Zh/l12)9=
0
o
9G/ (L)%~
BeT/{S0TIG-
G
0
gesiozlt
0
G
§G/ LY

§2/(0L)T

< 202212

L/LTTY -
0
9
SS/(EIGTm
0
0
§/(5) 1=
0
0
§/(S)T
w/{2)1
0
0
66/ {C)GT~
4}
0

€2/€2)G=-

<24 (22) ]

Eh/(CE8) T~
0
0
0961/ (GCT) 1S
a
sgsicgot)e
S/ (L)E-
0
|
86/ (138
mmxaahvau
0
n
0S61/(50T) 1E
0
0
006/ (AL 1EC-
Se/toLYT
0
SC/L0LIT

<z (ga11

T2/(68T)T
¢]
¢
Qe/LEYE -
G
ST/(CYT=-
Er{g}P-
G
n
gs{ere
gI/{0¢) 1=
0
g
S¢/({S)ig~
G
g
BEE/(CGCrVES—
CH/{G¢I2
g

ch/{0CI2

<2 {11)1

L +{22)+ H{22)>
r S{22Y+ 1(2T3>

Fa2{22)s RI22)D

[ 1

(7?4 KUIZ2IS
[ B(Z21+ FIE2ND
F gte?)i+ L2215
Fa2022)3 CI22)D
[ 2ie2v4 §(ra)>
T H(2234,72022)1>
Foetaa1+,2(22)>
FaP(2214,7(22)>
[ 2(FPr4,2(22)>
F O0{PP )Y+, 2t721>
[ H(FF14 222>
r e{Pels 7221
Fa2(2214 2{22)>
Fo2izars 2022)>
ro0E2e 222
Fe? (7214 N(22)5

{ 2{22Yy+ n(C2)>



105

0
127001
02h/(SCHLT~

0
T2/ (L) -
0
0
w8/ (1216
02h/L5CI LT~
0
0
ZH/ 1012 T~
g/ {01231~
0
h8/(12)6~
2h/t012)1-
a
0
0c/(012) 1=

0

ALTIE!

12/(8)C~

.

3]
WE/(TIHT

Q

0
GE/LGST) T~

o

0
ce/{csTIT
§1/{¢S) 1=

0

0
We/LTTNT

0

0
€er/(c9)¢
gl/(csyt-

¢

B8I/(5S)1-

<2 (hh)]

¢
TR PRCVRE
CTe/th1dt
0C/{0g!T
SOI/(0L22=-
0
e/12) T~
eh/stnTRIT
O0Te/th1)1
e/si{gy b

g/igyl

2hsiT2) b

SI/(12)T
ge/tngl T
2h/ (012} -
CH/ALTZY b
c/iGr i
cT/sigy !}
CI/(T1211

ST/ (G}

<2 (0g9!}3

0
CCT/(0L)2
612/ (H131
0E/ (0L I
coT/e0L)2-

0

c/{2)1
Zh/ 107201
017/¢h13 T

S/t -
C/{G) T
26/012) 1=
ST/LT2)T
06/ t08) I
Zh/(012) T
24/(12) [
S/(g) 1~
CT/(S) T~
gr/(I2)1

S1/(5) 1=

<2 (56)]

h62/ 10182 T-

1

0
SEL/0LTE

0
w10 T~
CG/(Zhi T

0

¢

noﬁﬁmwu«

cas{cni)y

G

0
CeL/tolyig

0

4
Thh/{COTI¢2=
GIg/ ()Tt~

0
STE/{coT) 4=

<z (g5 1

eh/{GCTYI-
CH/A{ENT )Y
RG/LT2)G
otisicig=-
SR/LENTIT=
VAL AR
SC/iEYT
GC/lEE 1T
ta/{12)¢
€/l T
ST/{0C) T~
LAVASASE LS
n
0%1/(c1¢-
B2/(8¢)T
I/ (hT)T=
C21/{0C)¢G

Chringre

€2 (TH) ]

r

r

r

r

r

K122+ K221
{21+ #(T2)S
1 2{2TY 4+ R(P2)D>
20e2rs Hi{Z22)D>
P27+ CL27)>
221 C(27)>
TArES N ﬁﬁmmuv,
C(Tare CL22)>
H(Z2Y4,2(28)>
CIRP214,72(22)>
sT(T2Y442(27)>
2(221+.,2(271>
NIPZ2)14,2{272)1>
h{Z7Y+ 2(PC1>
E{22r+ 222>
2{22)4 227>
LTI+ BULRZ2)>
N{27ys 2{(22)>
20221+ N(221>

20221+ 0{z2)>



106

0

0
9/(¢) 1T

0

0
9/(5T) 1

g

0

0
g/(5T) I~

0

(i
g/4g) T~

¢

<s%(LE}]

¢
ges{eerz
QeT/tEIGge
0
£G/(88)2
0
0
hI/(ST) 1=
12714332
gglstgyce-
G
G
T2/ (1)G~
0
LRTASS ST
1271118
G

Terzihlde

<€ (£€)]

0
ng/AHGTIT
BE/INT) -
2r/{ogy b=
WG/ I{NGTIT
0
21/(9) i~
FestalT
s/{gyt
he/s/(h1)G
21/19) b=
0
hEsigh) b=
2r/siog!t
Ge/U0T
W8/ (20T
o

c/i{cyi

<€ {Tnl]

Y
HE/(HET)T
HG/{hT1)G~

2T/(0¢) T
G5/ (HST T
0
2T/(9)7
82/(04117
e/t
G/ (HTLS
2T/{G)T

c.
ho/(2h) T~
2T/ (ngy 1~

ag/(0a) 1
KR/{ZH) T
G

Cr(ENT

€< (h113

2
hes(Tg2) 1
2+/11231

8
he/L1ge) T

0

Q

N
§/i2)1~
2a/t12)1 1~

a

g
gG/(c

0

a
9/ {L)G=

0
/L2 1-

{Celz2eN 2

6
GST/(8STIT
2H/{STICw
[l
BST/(GST)T
0
0
L7(¢)a-
Sc/L0/)T
Zh/(STIG
0
e
se/ {81
e
L/tgyP-
GC/(E)C-
e

ELVACUA NS

<¢ (27)3

I %2214 H(22)>
T oC(e?rs w(22)>
FaT(22)4 90223
ro2(221s (7Y
[ #2214 £(22)>
[ $(e2)s €(22)>
La2(02)4 £022)>
[ 2(721s C{22)>
rontza)s £1z2yy
[ 5(P214,2(22)
[ Cl2214.:7(22)>
Fe2(221442(22)>
T 2(2214.2(22)5
[ (2214 2(22)>
[ P21+ 2(221>
Fe?(22)s5 70220
r 2{221+ 2(22)>

U cte2y+ 00221%



107

0 r #{e)+ H{T2I>

9€ /(121 1= rog(PZre (PRI
€e/1c2)Y FVZiP2Y+ hU2Z15

0 T 27204 #(2215

Se/{T2Y 1= ' Hi{Z221+ ©(E2)>

0 Foorzere ¢(2e)>

0 Fa?(2214 CL22)>

0 Tt zeears crzE

21/(22)1 ro0tzere (22>

CC/{TICE) T~ I hi{721+4,2{72)>

o FoC(zPYI4 PP

o FLuZ(PP)4,2(22))

test2l)e f 2{22Y+.2(72)1>

o T h{72)+ 2(T?}>

0 rof(r2ie 2(22))

. 88/ (LL1Cm C42027)4 2122)>
0 Foz(ezye 207205

2107711 roClers n(22)>

<C (h+) ] C=y



108

6
£9/(1¢2)2-
S2T/(5S11) 1~
0
0
gestigare
0
0
G21/(L)ET~
S2T/(CSTT) I~
0
0
gosisgle
0
92T/(1)61
£g/s(sg)e
0
0

<otige)d

THhs(gLR) 6=

C

0
288/ (S0)Ch~
eS/hSTE

6
EHT/(12)h
gL8/01€2) 6=

0

0
8LE/(T€2)S
E81/(GSTT)E~

0
268/ (SEIEHm

0

¢
LhIz(ssIT)2

€S/ {HsS112

<h (€€)12

hes{0CHNT
eh/UHGTIT

has L) T-
gegs gl 1~
ST/ (6T 1

Zh/iuGT T~
Se/0TTI T~

SC/(OT1T

262/ 12h1 T

HG/(0LLY T
Se/inT)ia
SE/(B)e-
ges(or2)T
252/{991 1=
2€z/ (24813
cos{nlzlT
fg/(2) e~

g1/(8T11Y

<h {TH12]

hg/LOEHT) T
ZH/UHSTYT
WG/ 0L 1
252/(99}7
§T/161) 1~
2H/UHST) B
Sg/{0TT) T
€/ OT) T
2c2/(24) 1~
£8/(0LL) T~

SC/ 10T
cc/ (238
€S/ {0T2) T
262/(9%)1
252/ T
ges(012)1
§7/(2)¢

SI/(GT) L=

<t {h111

0hg/ et} LT

0
g
Te/icg) 1=
0gi/(g)l-
0
2Lrleg) L
6T/0€11
.o
o}
ST/{¢) T~
0se/{ST1Ig
0
12/teg) 1=
0
0
ag/(c1)6=-

p21/4(2)1 L~

<he(22) 2

SLIT/(SINGTICE

0
0
LhIZLLLIE-
GSI/(DLIE~
r
KBS/ (CETTIT=
S2I/(G0T)E=
0
n
S2T/(601)8
H0C/ {17162
)
LET/LL)G~
q
0
2EC/(T2NLT

GeT/(0L)G-

<H (2?7)]

-

hPZI+ H(22D>
C(P2)s E17PID
WZ(P2r4 HI2ZIS
T(P?re £02215
AT AR
RLP2)e CIPPI>
£i72Ys € (27>
sZ (2714 §12795
712214 12205
H{P2Y+4P (221D
£122)4.2027)>
VPIP214,7(220
2(72)3.7022)>
n(ZPYIe P(22)>
clzzye 20221
12(P204 227>
7(z2e 20221

LE{22)+ N{Z2Y>

=M



109

HELI/Z{62hIET
Q
0
Thh/7{SSI6~
eSe/ {2 it~
g

a

G

G
9CL/ (ST e

0
Thh/(S6) 6=

8

0
§8G/(GT)¢ck

252/ (2 24~

<oahith))

0
casloY2iy
gC/(Ehylm

0

0
cg/s(0T2) 1=

i

0
€O/ 0LL T~
cQ/(2h) b=

0

¢

G21/{hG6T)C~

]

€9/ 0LETT
YZI/hGT G~
c

o

Cihihhl]

06€/(0T) €2

0

0
LET/ (8118
£12/(GhT2IT

0
§2/1081) T~

0

0

a

4]
g2/1g82) 1

0
LE1/(80)8

0

0
SET/(SH2)S

012/ LshT2IT

<h {hh)]

e/ {g1it
gh/{GEYT
2h/{L)g
ST/(CT)}T-
SH/(GS)T
eH/leC) Y=
ST/ (T}
ST/ETTYY
e?1/(GgIT) T~
Zh/L)s
EI/(17) T
Sh/{GS)E
CasU3gEhT
EI/(CTIT-
GRI/CGTITNT
es/{Te2)t
6
Gh/(CSIT

<t (GS) 1T

0F7(CTY1=
[A VAR R
2r/ 1418
ST/{GT1T
Shs(C€S) 1~
2h/(CEN T~
ST/(13L=
GT/{T1T)T~
C2T/{SETT) T
AVATS
FIZLTITIT
Ghr(CC3C~
EC/{TET)T
FI/0€1Y
Gel/{ecT1nT
eS/IE™ Y
a

Sh/{GC) T~

<h o {e0))

HUZZY4 BIP2YS
C{P2Y4 H(22)>
VPPV hIZEYY
2(72)+ hi2Z)1>
0eP2Y+ HE2ZY>
hi?2)14 CL27)1>
€21+ CL22)>
WP(22)e C(P2)Y
F(E2V+ 122>
B2V 470220
CUFPI+47(281>
12027)4,2(27)>
SIF2Y4+,7L27)
hi{e21+ 2{P21>
$I22)+ (221>
V2(22)4 2(22)>
22214+ 7(271>

v{Z2Y+ 0L2?)>



110

SICBIELLINASTINY STIETLICOZENT SNOTLYINISIMeDy S

TELENS

NYQE02-KHISE3T73 =G

IIT AV3IN8vL

SINZTITALZCO

¢ Sv3

0
0
e/ {E)T-
2/(211
]
0

<N {2211

F ®tz2r+ (221>
F gtea2)r+s ¢(2d)>
Ta20PZ34,2{22)1>
T 2(2234.21027)>
Fa2122Ys 222D
f 2022+ 222>

F R(22Ys 022>

{4



11

0T2/(0L) 1T
¢
0
GT/(S)1
6/(5)2
0
6/(g)gm
SI/(50MT
0
0
0

€9/(60T) T~

<T {€€13

RIACTER
LR VTVRY:
Y1620 1
B1/(€)¢
217081
42/(04)71
21/(8) Y-

cL/i0Tzy1-

H/(21T
§2/(0L) T
h/ 1231

2%2/1012)%

<1 (1H)1

ghssgy b=
HT/ (LYY
T/ (L) b
£1/(g) b~
21749y t=
/(0L
ei/i9) ¢
oc/inTztl
IYATAN
H2/(0L) i
TACARS

eg2/(n12i 1~

<T (1)1

eh/tL) S
HT/{G2)T
KT/ (CC) T~
ST/{ST)}
§T/(0E) T~
LEVAS SR
GT/L0E)T

a

0
HIZLHTOT

Q

cesignt -

<T (0g)]

THh/UL)G-
UETATABE
Hi/leg)y -
SI/{CT} T
GT/00E)Y
h1/{b1) 1=
F1/{0CH1-
0
0
KT/ 4137

0

L9/ ight

<1 g6y 1

£/{G) T~
3]
]

€/{1211

CT/(06)T
0
G
¢
gTsi0e} -

<T (T7))

I H(22)+ H{ZCi>
r ¢{?21+ ®(ZT)>
r P{PIT34+ €72
I e(22)+ Ci22)>
Fe2(22)s €(22)>
r 2{22)+ §{221>
L e{22y+.2(221>
Ta2(22)4424221>
r 2{22)+.2(22)>
FetzZer+ 2(221>
Fa2(72)+ 21221

[ 2(228)Y+ 2(22}>



112

0L/t
K170 T
hI/ (LY T-

T/EHT

21/{(G)T=- .

e/ (04T
21/ (61
0e/(r1E}T
h/ter1-
F2/(0L) T
LFATANEY

Ag/tnieyt

<T (2€)3

8L/(8C) 1=
hI/04 7T
LAVAPSE L
c/gIT-
ST/ T
Se/ (00T
ST/ {S) T~
0/ (07231~
LVATARES
G2/(040 1=
21~

B2/(0T2) T~

<1 (€211

T h(27)4 427D
F 2R+ H(27)>
F oh(223+ CL22)>
T §(P7Ys C(22)>
FeZ{?2)4 $L27I>
rORIP2Y+ Ci22)y
[ C{2214,42122)>
F2EZ2)1442122)>
T 2(22)1+,2(232)>
I C(aeys 2taery
Le2t22)4 2(22)>

[ 2{(27)Y+ 222>



13

0
0L/008) =
S/(S)E

0
0L/t0S)E=
0
0
T2/16T) T~
VAL IR &
0
0
£/t
ST/LTin
0
Tes 07 1=
c/{T}1~
0
0
ST/(1)h=~

0

<2 {g£)]

¢
L VAN TR
ST/ ()T
0t/{0% )¢~
ch/ (01T
G

60211

406/ (0T2IGY

§ST/(h1) T~
AN
0
€S/ 1121
S1/172)1
Ch/10g)¢
£06/(012)¢F
€5/112) 1=
c
0T/(5) T~
§1/(12) 1=

01/(811

<2 (T4)]

0
2HAL0LIT
GCI/(hTIT
gh/togie
BRALOLIT
0
§/02)1-
toc/s (012l
GG/ (hT)T=
570211~
e
cas(rzy
8T/ (1201
Oh/{0g) 8-
t0c/{0T2!CT
Ce/i12) b=
0
6T/ (Gt
B1/4(12) b=

1/ (5) b=

<2 th1)3

6T/(GT)T~

0

0
2/(1) 1=

0

0
27111~

0

0

0
01/(ST1)1

0

0

0
01/¢0T)1

0

gr/stcny -

<i2(22) ]

0
L/15y2-
0T/4CTY T~
0
L71gy2-
0
3]
NI/ (T
0v/6eT)T

0

0

0
0T/18137

0
BT/ 01D T

0

0

0
01/60T) 1=

0

<2 122))

0

c/{TVY

§/(TT
i
0
£/1052=
ST/(e)2
0
0
ST/{0E)T
GH/{0C)E
0
E/UE) 7w
81/(0¢) T~
¢
o
Gh/(0EY 2=

e

€2 {112

I #l22)+ #(221>

roeieE)r 222>

-

WZIEEY KIPE)D
C 20220+ w(22)>
rohizZa)s €L27)D>
rCi2?ys (271>
[+2022)Y+ £(221>

r 223+ £(22)>

-

L h(PPI+.7(22)%
FoSERY 42022
Fa2(2214,2{27)
[ 2U221+.,2472)>
£ 0Ue2r4,2472)>
[ +(27)4+ 2(22)>
[ €22)+ 262>
202214 2L2721>
ro2iP2ie 202213
T a(22)+ 2t22)>
[42{22)+ 0{22}>

I 2221+ Nn1z22)>



114

[t

0tzsini2)iT-

OhG/{2H1E T

CHEALRTYT-

0tle/ (0123 1=

0
g/{g)1

CG/ (it

0aG/ (28)1CT

E/UG)T
0
INEUR Rt
T/ T-
0H/ (0T
SC/toL T
INAVR R

0
D1/{sT17

a1/

CT/LCT) 1=

<@ 128)1

n

g1es(0t=) 1~

Ghi/(281¢T~

OH/7(8MT

012407311

c
/4G T
cesto

Ohs/slenrgl
F/(E} -

0
FYRURRS
Ci/{idy-
gt/ (0T) %~
gcs(nMT
L/0LY¥T-

Y
0T/(ST)1~
OT/ (LT

ar/(c1) 1

<2 (¢7})3

[ hi?7)+ 6027}
rocezi+ w1221
FiZ07204 K(271D
P22 K022
FoB(ZP)e (223>
roee22rs €27
F42(27)4 S(22)>
FoP(F21e (270>
[ h(22)4,2(22)>
£ o (EZ14.2027)>
F4Z(22)4,2128)>
F2(r214,2022)>
[ 602214220220

F h(Fd)s 28221

™

TL72Y+ 2022)>
FaZic2)+ 2{22)>
L 20221+ 2(=22)>
r 0{22)+ 2{22)>°
Fe2{22)+ (220>

r 2{g2i+ n{2e>

2=y



115

SCL/iSSTTNE
0
0
§67/ (5§} T
0
T2/ (L) h=
S/4LIY
0
0
0
9/t 1~
$01/(501)2
0
6706817
g
0
E6/71S0TI2
.0

<¢ (g1

WG/ (ST T
L VAR LF AR
he/(1g)¢c
82/1(5)7
2h/0182) 1=
21/(1)8=
2I/(DT
hE/(SCTYT
21/(2)1-
76/ (1216
AVER SR
21/45T) 1w
12/ tLyy
82/(S) 1
HE/(S0T) 1=
VTR
g2/1ST)¢~

<1/ (2)1

<€ (T4)3

hE/LGSTIT

2H/LTCDIT

w6/ 11216

62/ (G) be

2R/ LTE2) I~

ET/ (1)
e/ (T~
/(507172 T
21742y b=
hE/ (12148
Nﬁ\aauw
SIASTIT
Te/iLyk

He/(G) b=

£6/(507) T~

T2/ (b
g2/ GT)¢g

et/siert

¢ t(H1)1

§6/1G8E1E
0
0
E£/150T)2
0
£1/¢12)7
0
0

41/1(6¢) 1=
9
En/(S0T)Z
0
0
§6/1EE) Tm
0

<g (2213

F6/ 00116
2h/ (88)T
2h/ 151G~
g/ (123¢

Zh/1CC) T

A VAR IR SR

2h/(cQ1) Y
eH/ (T T=

ccsirT2)y
en/1G1E-

2H/{COT)T=
0
gc/({cIic
g6/ {12)¢
e/ (IIT
€9/(g1)¢
et/ (12

€g/7(0121 T~

<€ (0§13

RRALLING

GeE/(T2 16~
CATPA S~ I
eh/(enT) I~
eh/ s T
2H/LTIT~
gCs/(CT?T
Ch/(6)1G=
er/icEm)1
n

ge/{cT1is
GE/ {1216~
ch/(T)IT
Le/(ET)g
Evs(l)2-

£C/{0Q12) 1~

<¢ (Ml

P oh{22%+ HL22)>
T C{221+ #{221>
T42{PP)1+ HI22)>
r 2{72)¥+ H{P?1>
r {2214 €{22)}>

Foe{Z2)s €221

TaW2{P2)+ ©(22)>

r 2ieery £(82)>

ST (FRYe §UE7)Y

I H{22)14.2(27)>
I C(72Y4,22(27)>
Ca2(2214.2(22)>
r 222y 4,721(27)>
[ hiPSrs 242215
r €(ezys 2(22)1>
Fa2(22Y+ 2(22)>
T 2122+ 2272

[ ¢(22)+ 0(g2)>



116

0S61/16CICHh
§2/(1)¢
SE/LTTIE
2ES/LSGTI)
H2/ (1) G-
§Y1/(1¢2) 1
§91/¢1¢2) 1
S5/ (55} 1A
SE/(25h)T
SS/LTT)E
BCI/(TEZ) T~
CH/LSHEIT
ge/ (g1
2eC/USSTT) Y
95/ (SSHT
GE/(CE) 1
2EE/(SGEIE

GG/ {ESh) T~

<1€(26) 3

Co/{CE) b
G2hs1seT18) Y
ChG/(GOTICT-

SC/{TILTY
U2s/ (65T T-
G/(G)IT
gs(gry-
gc/ {12}
Nu/ (BT Y
Uhg/(G0TICT=
g/(G1 4
w/{Ey
g2/ {GC) b=
ce/(TiILT
cc/{12) =

P 1o

Ce/E) D

0h/{0T) b

<¢ (2g11

DSET/{SCIEH-
§2/11)¢
cc/(I1¢

2ES/IGSIT) T~
€2/(T)E-

£S1/1162) T~
65T/{122) 1~
G5/ LG5 T
e/ (2en) T
CC/TITIE
69T/{T¢21T
Chs(GEE) T~
G2/(5€) 1=

PEC/(GETI) T~

SE/ (%G T
E2/(£C) 1=
2EC/1G8€)4

GE/(29h) T~

<ig(52))

ag/igcery
026708511 Y
OhG/ (0TI T

SE/tT) L=

02H/tEGTT) T~

6/(G}7
670611
ggs(12)e
oL/(0T)T
0hG/(CnTIC T~
§/{C}T=
g/{ey 1=
Ge/lee)IT-
SG/{TYILT~
G6/(1216=
Geg/ice) 1=
SG/({g)C=-

Oh/ i) T

<g (gZ1]

¢
GOT/LEEC)2
aT2/168)11-
e
G01/(S6¢) 2=
0
0
2e/ 0018
G4/ 10812
aT2/(SIT1-
0
0
€S/ (0TI
0
2R/ NG
€es(enT) 2=
a

R YA U

<ig(ge ]

[

H{P21+ HI(22)D>

CLE7 4 hi223>

12{P2Ys K271

21221+ H(22)1>
H{ZZ2Y+ CUL22)D>

S(E2)e CUPEID>

24723+ 02235

2Z2Y+ C(Z7)>
B{P21e U222
(P2 442 (22)>

CU2214,2072)>

2 (P2)4a71027)>

CLPZY4.7(22)>
hicel+ 2(g22)1>

C{22Y+ 221>

212{223+ 222>

S22+ 2(22)>

€ia2)+ plZeY




117

0
g2/ 1=
§2/15¢) 1
ATAERR

0S/¢0gE) T
82/ 0Lt
0
02/ LGS T
hE/(1g2) 1=
g2/058) I=
02/ UGEIT
0
h8/(eeTIT
2T/4g1 1~
HG/L1C2) T
N9/ {SETT) T~
0

oc/(oegel Y

<h (G2}]

0
8/t11)1-
ST/L0T)2m
°
a
06/¢ST) Tm
0
&
0E/(ST) T
0
i
9/(11) 1
0
0
0

S1/(0112

<iniggl ]

0
12/16T)¢=
estgyt
]
C
T2/UGTYE=
0
0
H1/(SGHT
c/igr1=
0
G

0
1785611

0

n

0

<t {ggdl

0

hE/(TES) T

hE/UGETTYT-

2T/4TT) 1~
2T/(0T11
%6/ 1182) T~
0
2T/4(51)1
§T/LLYT
£6/ (6T T
Z1/(ST11T
0
§2/(56)71
2I/LTTMT
§2/1L)1
§2/(GE) T
0

21/7(01) 1~

<k (Th)3

0

LITARETAR L

hE/{GCTT) T

2T/1111
AVATASR
hE/Tg2) T=
0
Z1/(8T) 1~
62/ (1)1
HG/LGSTTHT
RT/(CT) T~
0
§2/(GE)T
rAVARE @R
s5e/(2)1
f2/(8¢) 1~
c

2I/7i0E31

<t (91132

0
LRVASASR R £

f

0
BT/ (GG T~
0

0

Te/isTI2-

ALY

]

<4 {P7)]

r h{22)+ #(22)>
Foe(zel+s Ht2e)>
Ta2{22)+ HL22)>
L 2(P2)+ hi22}>
F 0{z234 htz2)>
T 6{22)+ €221
F o2+ 7E72)>
Fe2{Z2)+ €L27)>
r 2(7ar+ SL27)>
I h{Z2¥+,2(22)>
T C{22)+.21(22)>
C42{(721+.,7(22)>
F 2U(a723+,7(22)>
I higevy 2(22)>
€ C{72)+ 2(T22)>
Ci2(27Y+ 21E2)>
r 2tz2)+ 2(221>

I &(P21+ (22}

Rab=b]



118

n

EB/ (LT~

A VAL SRS
0C/(0CENT
Ge/{LY1-
0
02/ (4C) 1=
he/{TC2 )T
B2/ {EEY T~
0E€/{cS) 1~
0
hE/LGETTNT
2T/ (€T
WE/ (I 1=
HE/{SGTTYT
f!

nes(Hegy T~

<t (2233

|

{274
cL{Per+
22204
2{ETy+
B(221+
hiz2gr+
1P+
A AR
2(72)+
(2214,
L2 4.
2 (22)4,
IATEAE N
h{22)+
e+
2(e21s
272+

hiz2¥+

eyl

221>
H{273>
hi(22)>
htze)>
RL27)>
I A
ﬂnwmgv
ey
£L271>
221>
722>
2{27)>
21221>
222>
212215
2(221>
2i22)>

otzer>



119

Clae) ke IV e k' @) = (22), (1), (02), (39)
- : (19, () .
v Hag)e > (0> (w)F "(u) G-
(W)s ] o | o  —bgfs o o
(2 | o 0 Ry ALY o
(20) -i\\r{/y s ) © ~Wof
LayF| o Ty ° o N
Q6 o o -?)3;{5’ NE ot
vEe (o V] oy e (ea)E VI aoy e (39)F
(We] o IR (onf] 9ofs —-DE/S' (3| -9f% iﬁ;/s”
Q‘}’.b VEN o (OS\JF _uEI/s 3“[? (30}? -’Zﬁl/g‘ -BW/Y

W UL‘)? () (m}i: (M«)G (44) p T («) 6

hq)f 3¢ -i}ar;o/s Ay o

o] uliefe Ry 5[y Ry

Flage &5 2w fe /s °
¢l o s TRy sl
(w)e s s mfe o
> C labys Ay 4Ffe ST
F o ays  SE[ dW[e -Befs

& o -BF%/—Y Eols' GW&-{SS’

THe(eay T




ZATES WA RCX AT YN

120

(.6 = (00) (6o} (44)

W) e (o)e .o i(cujs (¢ ()G o~
(dsl o 4®ls o
3 -s&lg SEH s 35 1‘( ©
e L‘ﬂ—s—;{ss A t,u,/—_pr 2
@ T T T Ty T e T
> o ';eE/g ~slufp -4lisTag
& ‘b °o - mlu_cgfas’ ~ATNNL (3} - - -
'r{ﬁ‘_,_» o -
MO B GO T (O AW (RWF We w6 (we'—--
Q*‘*)S ° © -lt‘ﬂ-':'/s 0 o o o i
2 e o »sﬁ%h e fa o o -4V |y :
3| gy S o eliEosfiy -dofnfys o .
3 o] I\ o o) -—G\Y&—’/BS’ A%m/:ﬁ‘ © j
¢l o o %m/}xy eﬁ?[ss' o o nm{ns ;
o' o o -30%'@[‘%5 -MW/&.:’ c o aylim qus' |
(}r‘ o -wuly o o E}W{ssa m\)}]’/mr ) :
| !
(e - - = — — — - < & o e =

Taatedy T awkea

— - — — — ‘|1 -



‘i 21
(v ik\\\!ﬂi { (;W;) PSRN

(Q',,'s’;) = (a%) , (1?‘), \?‘L)

LG (M ()F ()F ()6 ade! aao ol
G| o aWwls o Whfs o °
pialaefy o oli)s o ° o3
Fl o -aigfls o oo ~Wfy o
¥ Usofs o Mol o o -ulifAo
¢! o o tefe o o alie e
¢ o 3 o -‘Mﬁ:{)\o 3\Y§[Ao K
.
\
Yt (as) ¢ (25)>  (w)F () Loe- (s () (OF (W)F (96---
(2] 3 defs Sy o o
SR T S
Flolfe -6 alefy 3lefe -Tijo ©
Pl oo -Wige —Wolee Mefe  2liofto
Tl b e S ciufy L
3 I A A - S
=) Lo |v clafy -y -0 Wz |3
WEfs U -3y }ﬁ:/cu Y/
© 0 185S Pazefte T fy 3{acho
o zﬁ?h -NE/Ao 3&3@«0 -t %9,[1}

R B

TeLche L

— R — p— — pou -

Au.ihﬁ_'

~



122

|2)o> | (et)o > fe)o> (90>

La)a (a4 || Ty ~GEfs a4 () Twfs -5
Lo+ ()2} | VRfs +oTfs (el |«Gfs -y

FCEH TR (AP

(34 + (a4} 4 \ﬁ?/b, 34

2+ (1) g -3[4 -3 [y

[(06) o> (‘1‘{)0> {QO)O':’ ‘(‘1‘«)0 >
L(a)4 + ()2 \5’3/3 S (st +(1)4 | 3/3 /s
Clas)y v Wy | =TE[a SARYAS O A2~ -T3/s

Coe. sk dutge (dudno %=, W), 133) (25) 60

TABLEAY I (4

. l(u)o) \(ﬁ')’v) l@@%o}o‘; \(o(;-(e > FG‘L‘)°> \f\“)ro\;‘

L0 (e || 3F 4y © SRIVEE LS 0 -\Tq'}lfw °
L (93) « Gy | o W5 4o ° -eﬁ%]&s o NTY (g
L)+ (@) | Yefw 0 o6 o -Vee [an o
L) ssln) ! o Vo |0 o -.S'};[Ao o zfy
L34+ Loy ] | Seetfee o —Vuee by o -\:W?.[Qq o

L (ss)tﬂf (19)a} o -3(3:{10 o % ('-‘m o -\m.(%t

CC b §U >R, &AA#&%F (’x,\*u).{"%'co ;o 2a=03)




123

e

K OB
COE B GRS Ay ets 9990

ook
o stjouw- o gl otnfomapsy O Stywjompnov=  cidw v»y.«_molauwﬂ.- RIGRRICHE
| v&m.vn- o VIS o a ui Ssue > ° o ° | e+ planl?
o hwimnb,. o oiul:.@ %i«mﬂ.ﬁ ) mﬁlng- o...,,,_m_&a mkmn\w_ﬁ/ne« | nGay+n ()7
o stvjokyy o s wioy- o SEPiEte oy SYSIN || G elw)?
o bwf\ o183 o vw\\mfl_vi o 4 ow\mww.uht ou_own..vﬂ h#\mﬂw “ila W)+ .»w?iv
bz o v o o vy o o o | 3Gyt ain)?
> n\&m- o .?\.wmw; o o og Joxsly o o o | 3G+ \w?;vv
o S|opv- o o iwm- o ot} hsyyv-  evjay- VLMWQ- | % ()2 (w)7
° vigw o il Lo 0 S3opy st ,\m&mwwu Lo () +e(anp

<o{s-21)| <o(wrat) ARSI IS ()] <o@ra)] <o (1 9s) < o@r)|  Lo(9%]




124

CLG sugsRy dadype (Mxd)adro

S
/

fave > 0oy 1o > [@o>
Lot (e || gy A3 —ulegas ey (3
Leers (a)ol | ~924 ftu \EYE -sUs [4u - Taz Ay
o) 2« ('l | -3¥5 40 Vs [xs \EI% {230 [0
Lo+ (s)u | | _alisy 5o adithor -TRefuo Wiy
{{¢o)o + (ar)e] | afs % alissfag \II;;T:?
eodtafye ] | TT T ~s T [au TR
Lleodar el | 3isfao 0 i -V fuy, RITPPEN
Layus (s | ] -30hst fro -HM{AOY ojue uliay

ey |0y 1 lege>  HWo>
ey (e | o TR ESY Wt /re Vo fro  Tos/av

(e | o -4y Ny Ay
(s aaa | ¥ 4o 3¢ fae %{A{ ~VolAy
Lt el || iy [ay -E\YE[W - WU fea RN
ke

Clovabe b falfeae o W Re  almefje VT [M
Qanes {u)e | o -4y - E/q, - fz,
(s 3T e ufisps elw
Uodrelgu | ] al3 e TR ol -Teee

e ()

A= (0(");(6"’) i (M{),(‘M)



125

(1o lleb)o> | | (19)o> '\(Mb > l(_u@'o >
)y sl | 4 T A oyt 0 ST [y
(el | Tosfe -Wfse -lovofis -liefse slresfag
(h)3vlyal | ol Wi e Wes fuo WAey ey aplasqefauast
)y vlsl L Bafs o Aly MU I BENAFETREY:
)ss ) | fiofie WS lTfss WRMe ol v

oo | (9o |

{sra ()] | 4l L [A V23 0 - W’Au
QL3I PO\PL N I re-ay ORI TS TN o fAos  glmujea - \Res {w.
(s34 3] | e ave 8T fis SIRT [ue (g oM ~v3leyofuess
((e)3's (w)s) | s 0 "y fResfes T [as
(s +()el |-Tofe UGS oy ~uE € Grpor  clterofuys

CCG SRy M-%%\q, (M x2)unro

L owalery 3L ()

f}/“i (Q'q) k;g_)




126

IT. Propriétés de symétrie et dégénérescence externe.

On sait que le carré de Kronecker (u)x(u) s'éerit en fonction
des pléthysmes

(w{u) = w{2}+ w{1%}

i1

A o +Z A, P
symétriques antisymeiriques .

Ainsi (113(11) = (00)+(22)+2(11)+{03)+(30) s'écrit
(11)(11) = (11)9{2}+(11)®{12} avec respectivement
(11)ef2} = (00)_,(22) _,(11),

(11)8{1%} = (11)_+(03)_+(30) .

On voit que si on sait imposer au systdme & résoudre [(11)(11)]a(11)7k
une condition différenciant (31)S et (1%)a la dégénérescence externe

2(11) est levée. On montre au chapitre III qu'on peut écrire, lorsqu’on

échange les parties { et 2 d'un C.C.G, -
k1+k2+k+p :
<u1t1k1+u212k2 auTk> = (u1) <u2T2k2+u1T1k1 auTk> (3)
- avee siu, =, p=0 si u (a)
p=1 si w (v)
-~ avec sl v, £ u, p arbitraire = C (c)

Les relations (3)a et (3)b imposdes successivement au systdme & résou~
dre [(11)(11)](11)k conduisent & deux systémes distincts correspon-
dant & (1?)8 et (11)a .

Donc, dans le cas général d'un carré de Kronecker, les relations (%)a
et (3)b permettent de séparer les représentations symétriques et

antisymétriques et diminuent alors la dégénérescence externe,
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Ainsi le cas (22)(22) ‘donne :
(22)8]2} = (00) _+(11) +2(22)_+(18)_+(a1)_+(08)_+(60) _+(53) _+(4)_
(22)011%) = (1) + (22) +(14) +(41) +(03) +(50) +(53) +(25)_+(52) .

Les relations (3)a et (3)b séparent les systémes correspondants aux
deux types de représentations {11), (33), (14) et (41) et séparent le
systeme (22) en deux systimes, 1'un correspondant & (22)a, ltautre
correspondant aux 2 solutions (22)S et (22)é, c'est-a-dire posaédant

encore une dégénérescence externe double,

Remarquons que la relation (3)c permet de déduire les coefficients

<(22)'|:2k2+(?1)'c11{1|au1:1{> des coefficients <(11)t k +(22)7k, |autk> .
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ITI. Liens entre l'hermiticité des opérateurs tensoriels couplés et

la levée partielle de la dégénérescence.

10) Rappel de la définition générale de l'hermiticité d'un

opérateur tensoriel,

On a vu au chapitre I qu'on sait définir 1'adjoint d'une compo-
sante Tz d'un opérateur tensoriel en écrivant :

<¢|T§+[¢'> = <¢'|Tz[¢>* = <¢'|T§|¢> (réel) .

On trouve, en particulier pour les opérateurs monoglectronigues Vg
standards agissant dans une configuration £n et pour les opérateurs

Vk(ﬂﬂ‘) agissant dans (£+£‘)n , que les adjoints sont respectivement:
q q

A CEPLE o

q

Vl;(u')+ = (=)t qu(z'z) :

On peut alors définir la conjﬁgaison hermitique des opérateurs tenso-

riels de la fagon suivante : Sk est l'opérateur hermitique conjugué
k . k k+ . s o
de T , soit § =T , 51 mes composantes vérifient
+
S§ = (—1)p+q qu et on dit par extension de la

notion habituelle que Tk est hermitique si on a les relations
+
T = ()P g
q -4
Cette définition fait intervenir une phase p arbitraire. Nous avons

choisi iei la convention d'Edmonds (1980) Tk est un opérateur ten-

soriel hermitique si on a les relations :

Tk k+q _kt
= (- T .
A
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Ce choix conduit, en particulie;, au fait que les opérateurs couplés
Xg construits & partir de 2 opérateurs TE d'hermiticité définie,
sont eux-mémes de type dthermiticité déterminé, Nous verrons que cette
propriété, qui n'est pas vraie par exemple si on choisit la convention
de Racah 7p=0 , peut &tre imposde aux opérateurs couplés de SU323R3

et le choix de ces opérateurs biédlectroniques classés d'hermiticité
définie entraine alors pour les états SU%ZBR correspondant . 4 la

3

méme classification une levée pariielle des dégénérescences.

(n: montre gue selon cette définition :

Vk(ﬁﬁ) est hermitique ou antihermitique suivant que k est pair ou
impair et qu'on peut définir

V(e )+{= 1) 841 4)  nermitique

H]

i

v (24')

]
e )= KR (g ) antinermitique .

2°) Opérateurs tensoriels couplés par rapport & R3 .

k k
Si on considére un opérateur couplé Xg = X <k1q 2q2|KQ>T U
1.4 94 9
172
k1 k2
et si on suppose que T et U ont une hermiticité déterminée au

sens ol on 1l'a définie, on montrs en comparant les expressions

<Gym 3 |XK]J migm> et <3imiiim IXK (-1) +Qf3
X X

est hernitique si T 1 et T sont de méme hermiticité, antihermi-

X
>
1J2m2 que X
tique dans le cas contraire. Ce résultat s'appligue en particulier
+
aux produits d'opérateurs Vk (££') et Vk-(ﬂﬂ') d'hermiticité

définie,
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‘ . . . n
30) Conséquences pour les opérateurs monoélectroniques de (d+s)

classés par rapport & SU, DR

53

les générateurs de SUB(d+s) s'éecrivent :
1 1
1M1}V idd) g === 1L et
(11)v (dd} o

(11)v+e = T_::S [v2(ad)+2{v2(as)+v5(sa)}]

D'aprés de que nous avons dit (11)V1(dd) est antihermitique
( Vk . . 42 p 2
= V (££) avee k dmpair) et (11)V ° , somme d'un opérateur V- (dd)
hermitigue et de {Vz(ds)+V2(sd)} hermitique, est un opérateur hermi~
tique.
Les autres opérateurs monoélectroniques se transforment comme la repré~
sentation (22)022'34 et la seule ambiguité est la détermination des
opérateurs (22)2 et (22)2' , les zutres éifant d'hermiticité définie.
On va donc chercher & imposer (22)27 et (22)2” hermitique et anti-
hermitique, c'est-&-dire & chercher si on peut définir
+ . 2 2 2
(22)2 orthogonsl a (11)V+ et de la forme aV2(££)+B{V (ds)+V (sd)}
- . +2 +
et (22)2 orthogonal a (11)V et (22)2 et de la forme
B' {v°(ds)-v*(s0)}.
lLa solution existe et est unique ; elle correspond bien aux opérateurs

choisis par S. Feneuille :

(22)2" = 'ﬁ—g [V5 v*(aa) - /T {v*(as)+v(sa)}]
1 a2 2
(22)o = = [vo(as)-v(sd)]

D'aprés ce qu'on a vu, les élémenis de matrices réduits du générateur

(11)V+2 entre les dtats de la reyrésentation {22) sont calculés par
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comparaison des 2 expressions (1) et (2)

k k, k. k
(1) [NV, (22)e,v 5] = 8 (-1)8 ( - )
, a, a4, tkq q, 0 ~q,

<(22)12k2H(11)V+2H(22)Tk>{(22)1V§}

k k
(2) [v 1 . V 2] D Vk3 {relations de commutation des Vk ).
3
On peut édcrire le théoréme de Wigner—-Eckart pour les états _](22)k>

et obtenir

k, k. k
(3) (11)V;21(22)T2k2q N (m1)k~q ( T2 )

1 2 Tkq q1 o -q1,

<(22)12k2n(11)V+2H(22)Tk>|(22)qu>

En remplacant dans le commutatéur (1) les opérateurs (11)V+2 et
k2 1
(22)12Vq par leur expression en fonction des Vﬁ et en exprimant
2
les commutateurs obtenus & 1'aide de (2) orr trouve pour (1) un déve-

loppement du type
+2 k2 . !
(4) [G)v=,(22)e, v ] = T f£lekq){(22) vy
4y 4 T'k'q! 4
En identifiant les 2 dévelopyements (1) et (4) on en déduit la valeur

des éléments de matrice <(22)T2k2”(11)V+2H(22)Tk> [cf.Appendice II].

En conséquence les relations (3) et {1) établissent une correspondance

entre le choix des opérateurs (22)TVE et les états [(22)€kq> . En

particulier on peut noter (22)2+,2~ les états correspondants aux opé-

rateurs (22)Vi2 . PFar abus de langage et par souci de raccourci dlex-—
+

pression nous parions dans la suite de cet exposé d'états Xk "hermi-

tigues" et "antihermitiques".
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On croit donc que le choix d'opérateurs monoélectroniques d'her-
b .
miticité définie (22)V C a levé la dégénérescence double des états

[(22)z2> .

les éléments de matrice du géndrateur (11)V+2 entre les éiats
+
|(22)k > sont donnés dans l'appendice IT et on remarque que

<¢HV+2”¢'> = 0 entre 2 états de "méme hermiticité".

40) Conjugaison hermitique pour un opérateur guelconque classé

de  SU; DR, [{ap)T TEJ

On a vu dans le Chapitre I gue (ph) est la représentation conju~
guée de la représentation (hg) de SUB et on montre gue l'adjoint

d'un opérateur se transformant comme (hp)Tﬁ dans les opérations de

Sy et R a'éerit -
3 3

(1) () Tlf = (=1)TF (ur) T}.{q

ot x est facteur de phase d'ensemble pour (Ap) donnée,

+
Pour une représentation autoconjugude, (k:p)Tz = (—1)q (th)Tﬁq
+

soit Tz = (-?)q Tk , et d'aprés la définition choisie pour lthermi-
ticité et les résultats précédents on doit donc aveir les résultats
suivaﬁts :
—~ 81 k n'est pas dégéndré,
ok
(R:p)Tk est hermitigue si k pair : Ex. (Rmp)T2
F est antibernitique sl K dnpai a
(A:p) est antihermitique si k dmpair : Ex. (A=p)T

. + ,
- 81 k est doublement dégénéré on peut définir (Axp)Tk hermitique
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et (K:p)Tk antihermitique comme pour les cas précédents
-+
(22)v*% |
- 8i k est plus de 2 fois dégénéré on peut définir 2 groupes d'opé-
rateurs de type k' et k ; dans ce cas 1'hermiticité mne
'S
résoud plus la dégénérescence des états (h:p) correspon—
dants mais la ldve partiellement,
Pour une représentation quelcongue (h#p) la relation (1) montre qu'on

peut définir des opérateurs d'hermiticité donnée en associant les com—

posantes (hp)Tz et (pA)qu . On peut écrire en effet :

Il

k+ Kkt
)T+ (pA)T
(uq (p)q

uuhﬁ+-umx§*

(03T ¢ (DT et

It

(~1)q(u7\)T}fq— (—1)q(xu)qu

soit symboliguement :

[Ou) ()17 = (0 (+(w]ITe

(=09 ()4 (w175 (2)

H
i

[Ow)-G1Z = (=0 (-] = =0 LOw-(]T . (3)

a) Si on suppose d'abord k non dégénéré les relations (2) et

(3) montrent qu'on peut construire
q

[(hu)+(pk)]1k hermitique si k est pair et antihermitique si k est
impair

[(Ap)—(uh)]Tk antihermitique si k est pair et hermitique si k est impair
par exemple [(14)+(41)]172"5 4"

[(14)-(41)]172737~

b) Supposons maintenant ¥ dégénéré 2 fois.

On a vu, dans le cas d'une représentation autoconjuguée qu'on a,

si les valeurs de Xk ne sont pas dégénérées (h:p)172f3?4f ..... :
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8i k est doublement dégénéré on a vu qu'on peut définir

(A=p)....2T2” ioii.

Dans le cas d'une représentation non autoconjuguée et si les valeurs

de %k ne sont pas deégénérées on sait qu'on a (Kp+pk)1w2+3_4+....
(A 17273747000,

8i la valeur k=% par exemple est doublement dégénérée on peut prévoir

que, de la méme fagon qulon a pu séparer (22)2?2— on doit pouvoir

définir des opérateurs (Aﬁipk)ki soit les états associés :

(Appr) 1527373747,

Op-pA) 1727373747, .

Si la dégénérescence est supérieure l'hermiticitd doit seulement per—

mettre de séparer opérateurs et états asscciés en 2 catégories + et — .

Nous allons voir maintenant quelles conséquences la notion d'her-—
miticité a dans notre méthode de calcul des C.C.G. et comment elle a

permis de simplifier les cas dégénérés rencontrés,

50) Application aux opérateurs couplés (biélectroniques) classés

dans SU, DR_ .
3.3

Nous n'essayons pas de parler dans un ¢as général et nous consi-—
dérons le cas des opérateurs biélectroniques faisant apparalire la plus
grande dégénérescence, c'est-i~-dire ceux construits & partir des pro-
duits (22)x(22) .

On cherche & construire des opérateurs classés par rapport & SU_ 2R

303
*k
[(22)(22)]alrp)e oi = <(22)T1k1+(22)12k2|a(Ap)€k>{(22)V 1

tko K
TyRyT (22)v 2} .
q
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On sait que la méthode de Nutte? et Nielson que nous avons utilisée
pour déterminer les C.C.G. conduit & la résolution d'autant de syste~
mes linéaires que d'ensembles de valeurs [(A?p1)x(hap2)](hp)k domnées,
systemes dégénérés en principe «t ou 2atv fois.

En fait le choix des copératewrs monoélectroniques (22)2?2_ d'hermi-
ticité définie, assure la propriété <(22)mkHV+2H(22)T‘k'> = 0 entre
2 états de méme "hermiticité" ; d'aprés la forme des relations (4) du
Paragraphe I de ce chapitre, exprimant la valeur des coefficients des
inconnues dans les systémes linéaires donnént les C.C.G., cette pro-
pridété entraing une séparaticn autcmatique du systéme & résoudre en 2
sous-systémes indépendants correspondant respectivement aux C.C.G.

: (+4) 4+ {(+~)— . :
<
(22)T1k1+(22)72k2]kk> de type {(__)+ et {'Jj] ou les 2 sienes

entre parenthéses caractérisent "l'hermiticité! des états (22)111{1

et (22)1. k. et le 3eme silgne caractérise "l'hermiticité" totale ré-

22
sultante de 1'état IKk) ; les C.C.G. ainsi obtenus conduisent & une

séparation des opérateurs couplés de type + et -

[(22)(22)](N) ok+ = £ <(22)%x, +(22)7 k_|AKT> x
22

11 +
T,k 1.k *k tk, k
1717272 ((22)7 1 (22)v 3
q
[(22)(22)](A) o = = <(22)1?k1+(22)12k21hk"> x
Tk, Tk, 2, i, X
{(22)v ' (22) “} .
q

On voit que 1'utilisation des propriétés d'hermiticité conduit & une
levée automatique en général partielle des dégénérescences et i une
levée compléte dans le cas d'une dégénérescence double. Ainsi le

choix initial de 2 opérateurs moncélectroniques (22)2?2_ qui conserve
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la propriété — <(22)ki|V+2||(22)k‘> = 0 entre 2 états de méme type

d' "hermiticité" -, déja vérifiée par tous les autres opérateurs mono-

. . Xk Vk - s
electronigues (11)? et (22) , entraine que tout sysiteme de C.C.G.:
<h1k1+k2k2|xk> , ou A, et hz = (11) ou (22), se sépare en 2 sous-
systémes et donc que tout cpérateur & 2 particules construit & partir
des opérateurs (1?)Vk et (22)‘]‘k peut &tre construit d'hermiticité
déterminée comme nous allons le voir en examinant successivement les

différents cas qui peuvent se présenter,

a) Cas d'une représentation autoconjuguée 2 fois dégénérée en k .

(33) 3,3

Exemple : [(22)(22)] °

(33),3,3"
On suppose gqu'on a déja séparé les deux cas (33)8 et (33)a & l'aide
des relations (3)a et (3)b du paragraphe II, les systémes & résou-
dre ne possédent plus en principe que la dégénérescence interne 3,3
Mais, dtaprés ce qui vient d'étre dit, le systeme (33)53 se sépare
automatiquement en 2 sous-systémes correspondant a (33)S3+ et (33)33-'
la forme de sous-matrice de V+2 pour k=% est alors :

v*e (33)37  (33)3 ......

3% 0 V50/10
3" V350/10 0

aeene

1'ensemble de la matrice V+2 pour toutes les valeurs de k vérifie
toujours la propriété <¢HV+2H¢'> =0 si ¢,¢' ont méme "hermiticitd";

elle est donnée dans le tableau de résultats III.
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b) Cas de 2 représentations (pk) et (hg) non dégeénérées en k .,

Exemple : [(22)(22)](14) et (41)_1,2,...5 .

D'aprés ce quli a été dit le systéme obitenu pour une valeur de k
se sépare automatiquement en 2 sous-systémes "hermitique" et "anti-
hermitique". Les solutions obtenues correspondent donc en fait aux

parties hermitique et antihermitique que 1'on peut construire & partir

N

de (14)k et (41)k , ¢'est-a~dire correspondent comme on 1'a vu a :

* + . . . - .
S1 = [14+41]k = [(14)k+(41)k] de type + =1 k pair, de type - si k impair
+ -
s, = [14-410%" = [(14)k-(41)k] de type -  * , de type + "
La matrice de V“{}‘2 pour les solutions S1 et 82 a la forme ci-~dessous

et verifie toujours bien la relation <¢HV+2H¢'> =0 =i ¢,¢' ont
méme "hermiticité",

V1 (14+41) (14-41) (14+41) (14-41) (14-41) (14+a1) (14-41) (14+441)

1 2~ 3 4~ 1" 2" 50 4"

(+)1"
(=)2"
(+)37

(=)17"

(+)o”

()4t

Figure (1)
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On déduit de la forme de cette matrice les solutions (14)k et (41)k

(14)x = ?%-[sf +s§—] :1%; [(14+61)k5(14-41)K*)
(41)x = ii?_; [sfisg‘“] " ﬁ [(14+4 1= (14-41)17]

(14)x et (41)k ne sont plus des états "d'hermiticité définie" mais
s'expriment simplement en fonction des états + et -~ .
On obtient alors pour V+2 la matrice (donnée tableau III) de la forme

ci-~dessous

v (1) 1,200 005000 [a) 1,200 000,
/ -";" / o ../—, /
(14)1 /Z/i/f}/ij;;[>/{// I
L e
. _" ‘//;_ —_- I ",w/,"‘_/ I
:; ’//m ‘/(._/"'- rﬁ: i;tj// l
e S
(41)1 ' //] /
2 Ry ey
5 V7

ol A est une matrice dont les éléments sont égaux & la matrice A

de la figure (1).

Si on désire construire des opérateurs biélecironiques d'hermi-
ticité définie, les C.C.G. & utiliser sont ceux donnés par les solu-
tions (14141)ki mais les solutions (14)k et (41)k sont néces-
saires pour calculer les C.C.G. correspondant aux opérateurs & % par-

ticules & l'aide des équations linéaires (6) du premier paragraphe.
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¢) Cas de 2 représentations {un) et (Ap) avec dégénérescence

double en k .

Exemple : [{22)(22)] (25)....3,%"
(52}....3,3"' .
Cette fois, pour k=3 , les 2 sous-systémes "hermitique"” et "antiher-
mitique" sont doublement dégénérés, TUne fois choisies des solutions
arbitraires on est dans la situation suivante : on veut construire ies
états (25+52)3+,3— et (25—52)3+,3_ et on a obtenu . pour le sous-
systime hermitique :

2 solutions arbitraires S ,57 mélanges de (25452)37 et (25-52)31

1772
et pour le sous-systéme antihermitique

2 solutions arbitraires s;,s; mélanges de (25452)3° et (25-52)%

solutions qui donnent pour V+2 une matrice de la forme

V+2 1+ 2+ 3+ 3,+ 4+'.
— //

1 e

- B C
2 L

o A'/'-”/‘/‘
° B D
51““ //‘ o,
4 cr !

~

ot

+
3

.t

+
% Ct Dt t
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Or 1'étude des représentations (hp)k et (ph)k non dégénérées en

k faite au paragraphe précédent a monfré gque les états (Ku)k et
P . . + +2

(pk)k se déduisent facilement des états (lpiph)k si on a pour V

la forme :

+2

+ Mt \\\\\\\\

On voit sur las figure précédente que cette forme est obtenue si 1ton

cherche les combinaisons lindaires

(25452)3" = « s';" + B s';

{ + N . d'une part
(25-52)3" = 8 87 - a S,
(25452)3 = o' &7 + 8 &7

1 2

toeT ot oa
B S1 o 52

d'autre part

e

qui assurent la symétrie per rapport aux diagonazles secondaires o,

(25-52)3"

et 02

gque B=B' , C=C' ... . Ces solutions existent et sont uniques et nous

s clest—a—dire qui assurent 1'égalité des sous-matrices telles

les avons déterminées. On en déduit alors les états (25)%,3' et

' 1 . ¥ : : +2
(52)3,3 ==f§ [(25452)37 & (25-52)37] qui conduisent pour V = & la
sous-matrice k=3 ci-dessous et & une matrice de V+2 diagonale en

représentations de SU3 .
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W2 () ()3t | (52)5 (52)5"

(.25)% 3V 14/4 ~71330/60
(25)3| -TV330/60 W14/4

(52); —3V14/4 330,/60

(52)3" N330/60  -1V14/4

Ainsi les propriétés d'hermiticité des opérateurs ont permis de lever
la dégénérescence interne double d'une repfésentation non autoconju-
guée, On a pu, comme on le supposait dans le paragraphe précédent,

- +
construire des états (25452)3% et (25-52)3" .,

d) Cas des représentations autoconjuguées avec dégénérescence

double en %k .

Exemples : [(22)(22))(22)80,2,2',3,4
| (22)10,2,2',3,4
(22) 0,2,2',%,4

et [(11)(22)](22)0,2,2',3,4
(22)10,2,2',%,4

~ On considdre d'abord les cas [ (11)(22)](22),(22)"

Appelons o la dégénérescence externe {ici a=2 ) et appelons =
la dégénérescence interne, Pour les valeurs de k non dégénérées
t=1 et la dégénérescence totale du systdme & résoudre [(11){22)](22)x
est en principe at=2 . Mals on sait qu'on a séparation automatique
en 2 sous-systémes conduisant donc immédistement aux solutions (22)kt

et (22)'%T  soit icd :
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[(11)(22)H(22)0",(22)107 5 (22)37,(22)'5" 5 (22)47,(22)4”

Par contre la valeur de k=2 est doublement ddgénérée (t=2) et la
dégénérescence totale du systeme [(11)(22)](22)2 est en principe
at=4 . Cette fois la séparation automatique conduit & 2 sous-systémes

hermitique et antihermitique possédant une dégénérescence double.

Ainsi le sous—systéme hermitique permet de déterminer 2 solutions

arbitraires S: et S; combinaisons des solutions scuhaitées (22)2+

et (22)'2+ et le sous-systéme antihermitique permet de déterminer

2 solutions arbitraires S: et S; combinaisons des solutions sou-

haitées (22)27 et (22)'27 .

-

La matrice de 1'opsrateur V+2 obtenue & 1l'aide de ces solutions n'est

+2

pas diagonale en représentaticns de SU3 . Or v est un générateur
de SU3 . On sait donc a priori qu'on peut irouver des combinaisons
linéaires des solutions arbitraires ST 5 et S: 5 assurant que la

i Hd

matrice de V+2 soit diagonale par rapport sux représentations de SU3.
L'étude de la matrice de V+2 obtenue avec les sclutions arbitraires
fournit alors facilement les relations nécessaires pour obtenir les

solutions cherchées (22)2T,2— (22)'2+,2" .

~ le cas [(22)(22)](22)50,2,2',3,4 est plus complexe.
(22)1

(22),

O considdre d'abord les valeurs de k non dégénérées.

On constate que la séparation en 2 systémes AS et ha 5 ltaide
des relations (3a) et (3b) de II est dquivalente, pour les valeurs de
k non dégénérées, & la séparation par lthermiticité en kb et ¥ et

cette dernigre n'apporte denc rien de plus.
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Ainsi puisqu'a (22)a correspond les solutions 0, 3', 47 les

cas (22)S et (22)é correspondent 3 des systémes doublement dégéné.-

. - +
Tés O+, 3, 4+ et on obtient des solutions (22)k" combinaisons des

solutions souhaitées (22)Sk et (22)ék .

Pour la valeur dégéndérée k=2 , 1l'hermiticité sépare cette fois le
sous-systéme (22)a2 en deux sous-systémes correspondant aux solutions
(22) 2" et (22) 27 .

le sous—systéme (22)52 se sépare aussi en deux sous-systémes 4+ et -,
chacun doublement degéneré, dont les solutions correspondent respecti-
vement & des combinaisons arbitraires de (22)82+ et (22)é2+ d'une

part et (22)52" et (22)é2" dtautre part.

© Finalement la situation est la suivante : pour toutes les valeurs de

k (O+2+2_3"4+) les solutions obtenues sont des combinaisons arbi-

traires de 2 représentations (22)S et (22)é
- i
[(22) k] = « (22) Xk + g (22)'k .

les 2 représentations (22)S et (22); correspondent & une dégéné-

rescence externe et la seule chose qui ait un sens est donc que les

choix des différentes combinaisons pour les différentes valeurs de k
soient compatibles entre eux, ctest-i~dire conduisent & une matrice de
+2

v diagonale en (22) et (22)' .

On peut donc choisir (22)0+ = [(22)O+]
(22)'d+— [(22)’O+] et chercher, gréce & 1'étude

de la matrice de V+2 obtenue avec les solutions arbitraires, quelles
sont les combinaisons & cholsir pour chagque valeur de Xk pour gue la
matrice de V'° soit diagonale en (22) et {22)' (chaque matrice étant

identique & la matrice connue par ailleurs <(22)11k?“V+2H(22)13kH> ).
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e) Cas de dégéndrescence supdrieure,

Exemple : [(22)(22)](44)4,4",4" .

Clest le seul cas de dégénérescence renconiré non résolu entidre-
ment par les propriétés d'hermiticité. En effet, 1'hermiticité sépare
ie systénme [(22)(22)](44)4 en 2 sous-systémes : 1'un "hermitigue"

doublement dégénéré et correspondant donc & 2 solutions arbitraires

4+ et 4; , Itautre "antihermitique" correspondant & la solution (a4}4™.

a

L& forme de la matrice de V+2 est la suivante :

+2 + + -
v 4 4 4
& 2 +2
La propriété "<g|[v T|g'> = O"
+
4& 0 0 X
entre 2 états de méme hermiticité
4; 0 0 X
est bien conservée. Ia séparation
- . + +
4 X x O des 2 solutions 4a et 4b reste

arbitraire,
Ltarbitraire de la détermination des C.C.G. <(22)11k1+(22)r2k2 (44)4;>
et ](44)4g> entraine bien sir le méme arbiiraire pour les éléments
de matrice réduits de V+2 et on peut montrer que les 2 éléments de
matrice <(44)4auv+gn(44)4"> et <(44)4bHv+2n(44)4'> sont relids aux

C.C.G. par l'équation :

<(44)4anv+2u(44)4'><(22)11k1+(22)z2k2|(44)4a> + <(44)4b”v+2”(44)4'>

k 4k
&(22)11k1+(22)12k [(44)4.> = £ <(22)v'kt+(22)1 k |(44)4‘>(-—1)1 .
2 v T T 11 272
171
4 2
9 { } «(22)7 3, VoY (22) 51> 4
Kk ok 171 11
1 2 M
N DL 2y
TFL{<(22)11k1+(22)12kéf(44)4 >(-1) "9 {k1 - }((22)12k2”V lI(22) w13t >

22 2172
’ = Cste .
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En résumé, de 1'étude des différents cas particuliers traités, on peut
dire qu'on a montré que l'hermiticité résoud complittement les cas de

dégénérescences doubles internes et externes des états 8U, DR les

3 737
solutions ainsi obtenues permettant de construire des opérateurs cou-
plés d'hermiticité déterminée, et que 1'hermiticité réduit les cas de
dégénérescence supérieure. Nous nous proposons de comparer maintenant
les propriétés de la base d'éiats SUBZDR ainsi obienue avec éelles

3

proposées par différents auteurs,
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IV. Comparaison entre les différentes bases SUBDR3 .

19) Probléme de la caractérisation compldte des vecteurs de

base de SU .
n

On sait que SUn est un groupe & n2—1 parametres et donc que
n2—1 opérateurs indépendants commutant entre eux sont nécessaires pour
caractériser les vecteurs de base d'une représentation de SUn . les
(n-1) invariants fondamen%aux et les (nr1) opérateurs infinitésimaux
Hi fournissent {n-1)+2(n-1) nombres quantiqqes. I1 manque donc

n-1)(n-2) opérateurs commutant entre eux et avec les H, pour ca-

2
s . . n-1){n-2
ractériser les états compietement, Dans le cas de SU3 , ) =1

et un seul "label" supplémentaire est nécessaire. Elliott a montré

qQque l'invariant de Casimir de SU : G = H2+E E +8 B est un
2 SU2 1 g ~a ~a

opérateur répondant au probléme et a ainsi montré que le probléme de la
définition compléte d'une base de SU? est résolu par la réduction

"cancnique™ SU3:33U2X U1 , les valeurs propres des invariants de

Casimir des groupes SU? R SU2 s U1 et des opérateurs Hi de SU3

caractérisant les états de base. (e résultat se généralise d'ailleurs
pour SUn , le probléme de la caractérisation complite des vecteurs

étant résolu par une factorisation SUn:3U1x [SUn_1:5U1x [SUn—Z["']]]'

La réduction SU?ZDSUex'U est utilisée en théorie des particules €lé-

1

mentaires, mais en physigue atomique et nucléaire on veut en général
faire apparaltre les groupes de rotation de spin et d'orbite et clest

la réduction SU3:3R323R2 qui a un sens physique ; dans ce cas le

probléme de la caractérisation des états SUé demeure.
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On sait gu'en général dans les calculs physigques on utilise une
base d*états définie par les valeurs propres d'opérateurs commutant
entre eux qui sont toutes entidres ou + entidres dans la base commune.
Une conséquence est que tous les intermédiaires de calcul s'expriment
comme des nombres d'irrationnalité maximale en racine carrée du type
aVﬁ/c et en particulier ne mélangent jamais deux irrationnalités dif-
férentes (telles que aVo+b¥s ). Cette caractéristique entraline que
tous les calculs de coefficients angulaires, et notamment ceux effec-~
tués par des programmes, peuvent &tre condﬁits d'une facon relativement
simple sous forme exacte ayﬁ/c , forme qui présente bien sir de multi~
ples avantages et permet, en particulier, de faire toute vérification

utile ou toute étude théorique souhaitée avec les résultats obtenus,

Ainsi on comprend que la fagon idéale de caractériser completement
les états dégénérés SU323R3 serait de trouver un opérateur supplémen-—
taire & diagonaliser gui admette des véleurs proyres entisres ou + en-
tidres dans la base commune, probléme malheureusement insoluble. Pour

obtenir une base complétement définie, plusieurs types de méthodes ou

de procédés ont été proposés gue l'on peut diviser en 3 catégories
& prop q be g

a) Des procédés empiriques, lids au probléme particulier traité,
et qui consistent par exemple, comme nous l'avons fait dans le cas
dégénéré  (44)4,4',4" , & lever les inddéterminations par k solutions
arbitraires orthonormées, en égalant un certain nombre de C.C.G. &
zérc dans les systémes lindaires dégénérés.

Du point de vue des calculs physigues ces procédés sont suffisants

et ne mélangent pas les irrationnalités,
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Par contre cette fagon de faire a 2 désavantages dont le premier,
bien str, est qu'aucune loi ne peut 8tre énoncée et utilisde pour re—
lier des C.C.G. entre eux et qu'on ne peut denc pas profiier dans les
calculs de leurs propriétés éventuelles,

le second inconvénient est, quten fait, dés que la dégénérescence
réelle est assez grande, les solutions recherchées sous forme exacte
aVE?é font intervenir des nombres tellement grands que la forme anyc
n'a plus d'iniérét sauf péur les vérifications et que, souvent, les dén

passements de capacité en machine empdchent la résolution des systémes.

b) Des méthodes qui utilisent un nombre quantique simple supplé-
mentaire pour nommer les éiats mais qui conduisent & des fonctions de
base non orthonormées qui ne sont pas des fonctions propres d'un ensem—
ble complet d'opérateurs commutants.

les physiciens nucléaires utilisent, en général, les états
SU. IDRB définis par Ellictt & partir des états de la réduction cano-

3

nique SU3IDSU2x'U1 , sous forme d'intégrales qui expriment que le
nombre quantique X supplémentaire est une projection de L sur un
axe repérable dans le systéme nucléaire. (ette base n'est pas ortho-
normée, elle ne permet pas d'utiliser directement l'algébre de Racah,
elle conduit & des matrices non hermitiques et le calcul des éléments
de matrice d'un opérateur méme simple comme le moment quadrupolaire

(

pas de lien direct avec ceux gque nous avons définis. Certains auteurs

V+2) est donné par des intégrales compliquées. Ces états n'ont

(vergados (1968) , Draayer (1973) ) réorthonormalisent lés états
d'Elliott en restant le plus proche possible des états de départ, mais

on a pu voir en comparant certainsg résultats publiés par Vergados avec
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les ndtres que la base ainsi obtenue n'admet pas comme cas pgrticuliers
les solutions correspondant & la levée de la dégénérescence double par
i‘hermiticité. Finalement, du fait de sa complexité d'utilisation, la
bage d'Elliott, trés utile aux physiciens nucléaires parce gulelle a un
éens physique, ne semble pas trés intéressante en physique atomique et
est, de toute maniere, inutilisable pour notre probleme de construction
des opérateurs & 3 particules symétriques et hermitiques comme on peut

s'en rendre compte dans la 2é&me partie de ce chapitre.

c) Ie dernier type de méthodes conduit & une base orthonormée
d'états qui sont fonctions propres des 2 invariants fondamentaux

2 3

CT =G et C7 de SU3 , de l? et de Lz , et d'un opérateur supplé-

mentaire hermitique X pris dans 1'algébre enveloppante de SU3 afin
de se placer & l'intérieur d'une représentation donnde. Ies valeurs
propres de X servent de nombre quantique supplémentaire ; elles ne
sont pas entiéres en géncéral et conduisent donc & des états qui intro-
duisent des mélanges dl'irrationnalités dans les calculs 4'opérateurs
gui ne peuvent alors plus &tre faits sous forme exacte. Racah a d'ail-
leurs montré qu'il n'est pas possible de construire un opérateur pris

dans 1'algébre enveloppante de SU3 gul puisse & la fois servir 4'opé-

rateur de "label" et aveir des valeurs propres entidres (3964).

Dans un article récent, Judd, Miller, Patera, Winternitz {1974)

ont étudié cette méthode. Ils ont montré, qu'outre L2 , 02 , C3 , il

existe seulement 2 opérateurs indépendants, scalaires dans R_ {pour

3

se placer 3 valeur de k donnée) pris dans 1'algdbre enveloppente de
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3 4 3

SU, . - TIls ont déterminé ces 2 opérateurs X~ et X et utilisé X

3

4 s » 4 ) N
ou X pour caractériser les efats completement et nous nous sommes

demandé quels liens ces 2 bases pouvaient avoir avec la ndtre,

2°) Rases d'états définies par Judd, Willer, Patera, Winternitz,

Deux problemes se posent pour pouvoir comparer les bases SUBIDR

3

précédentes avec la ndtre
- Trouver les liens entre les générateurs de SUB(d+s) que nous
avons utilisés, (11)V; et (?1)VZE , et les générateurs L, et T,

J

utilisés dans 1'article.

. . . . 1
- Exprimer 1l'opérateur X3 en fonction des opérateurs Vq et

V;z et trouver quels sont les ﬁecteurs propres obtenus par diagonali-

gation de lz matrice de X3 construite sur notre base d'états.

a) Expression des Li et Tj en fonction des V; et ng .

les auteurs montrent que si cn appelle Eij les opérateurs mis

sous forme standard vérifiant la relation caractéristique du groupe SU3

(1)

{Eij’Ekz] = 65 Big m iy By

les opérateurs Li et Tj stécrivent en fonction des Ei.

J
L, = By, + By Ly = By = Fss L, =E, + 5,
Ty = Eyg Ty = Bip - By To = Byq m 2By + By
T, =E T, =B, -E

-2 31 -1 21 32
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les opérateurs L et T se représentent commodément sous forme

matricielle en fonction des opérateurs Eig

0 1 0 1.0 0 0 0 0
(L) ={o o 1 M(L,) ={o o o m(r_ )=l 1 o
0 0 0 0 0 -1 0 1 0
0 0 1 0 1 ¢ 10
M(Tz) =l o0 0 M(T1) ={0 0 =1 M(TO) =10 -2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 .0
(T ) ={ 0 0 Mz ) ={1 0 o
1.0 0 0 -1 0

forme qui permet d'obtenir facilement les relations de commutation vé-

" rifides par les Li et T:| dont une partie est domnée dans 1'article,

Ex. : M[T1,T2] = M(T1)XM(T2)~M(T2)XM(T1) . les relations de commubta-

tion des Vé ‘et V;2 ont été déterminées dans 1l'appendice II, et les

analogies quil apparaissent entre celles-ci et celles vérifides par les

Li et Tj nouvs montrent qu'on peut essayer de les comparer directe-

ment plutét que de mettre des VE sous la forme standard (1).

la comparaison des deux ensembles

1 11
(Lo ,] =1 v = -5 %

1 1 11
[LO,Li] = L, et [VO,V1} = v,

11 11
[LO,IL1] = -.L_—_1 [vo,v;1] =T v,

nontre qu'ils sont compatibles avec la correspondance
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Vé = T%g Ly L, = Y10 vé

v] ::T%g I, (2) ou | 1, =-iV70 v] (21)

Via - T%E L, = -iV10 v11

De méme la comparaison des relations :
[T,,5,] =0 et [v! . ,v M=o [r,,0.] =2, et [ff,v}] :"f% vgg
[TZI,LO] = ~2n, [v‘f,vo] - —\/—gé V”f [7,,1,] = -1, [\f;2 Vé] :_'V% Ve
(1,0 ] =1, [vgg,vi1]._-i%wf2 [r,,5 ] =1, [Wf,v1 - vt%%‘ﬂf
[7,2,] = 5T, [v?f,vl] =Vt%% VTE [TgrTyp] = 0 [vgg,ng] =0
[To’lb] =0 [VSQ’V;] =9 Lz, T+1] Ly 32’ if]"+v7§
(2,1 ,] = -31, [ﬁiqi]:ww%wﬁf[%,qﬂ]zlb [-@ +ﬁ~ TBJ
[15,m 1 = 1 [VZE’V+§] _vrg Vé

permet d'établiir les correspondances

VSQ - T%g T 7, = V30 vgg

vif - ~%€ T, {(3) osoit | T, =-i 70 v;f (31)

Vlﬁ = "%g Teo Tan = -Vs Vlg

et on peut s'assurer que (2) et {3) sont en accord & un facteur prés

avec les produits scalaires L2 et T2 . En effet :
1.1 q .1 L | 1 1 1,1
V.V o= é (-1) Vo V=T Y~ (v, vy +V, v“1)
+2 +2 q . +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2
=2 (-1)* v i VoV - (Vv V) (VST ID)
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et en remplacant les VE par leur expression en fonction des Lq et
Tq (2) et (3) on obtient : ‘

1,1 1 2
VeV ey (gt L Ly L L]
VEVE oL ot ) 4L (p m e )+—1“T2] .

5 272 2°=2 2 =171 1 -1 6 0
(n retrouve bien les expressions des produits scalaires L2 et T2

dommés dans l'article et on a

b) Expression de 1'invariant X~ et de ses éléments de matrice.

L'expression de l1l'invariant X3 est donnée dans 1l'article en

fonction des L et T
q q

3
X =3 (L1T_2L1+L__1T2L“1)

3
+5 (L_1T1LO+ LOT1L_1 +L,T L.+ LOT_1L1)

1
1 L
5 (BToL (+ 1,1, 1)

+ LOTOLO

En fonction des Vi cette expression devienti :

3 1 42 1 1 42 1
X’ = 305 [v1 v_2 V1+V__1 v2 v_1]
1 4.2 1 to.+2 1 42 .1 1 _+2 .1
~ 15Y10 [V_1 v1 Vot Vg V.5V, +V, VO VO+VO v Vi]
1 42 1 1 +2 1
+ 5V30 [V1 LA AR AP v1] (4)

1 _+2 1
+ 10730 [v, V" v,]
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Ce développement fait penser & une forme tensorielle du type
{
{(V1 V+2)k V1}k .

0
Or on sait que X(3) est un scalaire dans RB ., donc si cette forme

. . 0
existe on a k'=0 et k=1 . L'expression de {(V1 V+2)1 V1}

fonetion des triades V; V;2 V? s'éerit

1 ql!‘

en

(v VY . g (1qeq ] 1-a) (1-q" 19" | 00) Vfl Vf V; soit

qqlqt! "
1 2 1
5 ( )I; V;'? V;,,
aq'a"\¢ ¢' "

On obtient le développement :

1 42v1 .40 1 _+2
(v vio) v} = [v1 LAP R A v__1]

23t oyt vyl v v 0

1 1 +2 +

—V,%[Vm1 VO Ve N VTV VLV Y Y VT
1 1 42 1 t A2 o

* T [v, v~ o+ v, Yy v1] (5)

2 .1 42
+ \/15 [VO Vs VO]
La comparaison des développements (5) et (4) montre qu'ils sont propor-

3

tionnels et que l'opérateur X~ se met sous la forme tensorielle tres

simple

G

x7 =150 {(v! v ¥1O 1 (6)

On démonire facilement que :

1 42,1 140 1 a2 +2
kgl ({v: v} v ) | Atk = g k(1) {k e ) MEV e

3

ce qui donne pour les éléments de matrice de X la formule

211

<mkq[x3]m'kq> = 15k(k+1) {k X

} a8 e e .
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Considérons par exemple les cas [51]2 et [51]3 ouen
notation d'Elliott (41)2 et (41)3
les éléments de matrice réduits de 1'copérateur V+2 pour la représen-

tation (41) sont donnéds dans les tableaux des résultats. On trouve

+2”(

<(a1)2|v ety 2> = 3V21/7

<4132 |(a1)3> = ANTa/5

ce qul donne

21 14 V23
44Uamﬂﬂm)w==ﬁx2x3x{222 %g’zgv

21 1y V12
(41)3| (413> = 15% 3x 4><{3 5 5 "52' % 3¢

valeurs en accord avec celles publiédes dans ltarticle.

3 -

¢) Etude de lz base obtenue par diagonalisation de X

3

La fornule (7) qui donne les éléments de matrice de X~ montre
que, pour une valewr de k donnée, caractériser les états par les va-

leurs propres de X3 est équivalent & choisir une base dtétats qui

diagonalisent la matrice de V+2 dans le sous-espace considéré (A)ek .

- Considérons le cas (22)07,2%,27,37 4"

la matrice de V'O , en utilisant les états (22)7 et (22)2° précédenm—

ment définis, a la forme : V+2 ot 27 2 3 4+
of 1o ¢ x 0o o0
2 o o x|x o
o X |Xx oo X
3 c X 0 0 X
42 1o o x x o
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les états qui correspondent & V+2 diagonal dans le sous-espace k=2
ne sont donc pas ceux-ci. Dans ce cas.particulier ils s'en déduisent

facilement

(22)2 tarticle = —= iF: :
o de lrarticle = e [(22)27% (22)27]

mais on peut voir déja que les états définis par la diagonalisation

5

de X7 ne sont pas d'"hermiticité" définie.

~ Considérons les cas (25)1,2,3,3',4... et (52)1,2,...

On a vu que l'hermiticité permet de définir les états
- - ¥ - - - fq s
(25452)17,27,37,3 ,4"... et (25-52)17,27,5%,37,47... et d'en déduire
. . +2
les états (25)1,2,3,3',4..et (52)1,2,3,3',4... qui donnent pour V

en se limitant & la sous-matrice k=3

v (L. (25)5  (25)30....
N W50 |
(25)3 " 25 L,
' :_V-B—B—O .J.m
(2533 60 4 :
e e e e e
X | X

On voit qu'ici les états [25]3,3' correspondant & la diagonalisation

3

de X~ ne sont pas du tout les mémes puisqu'ils correspondent & dia-

gonaliser cetie sous-matrice., On trouve pour les valeurs propres de
+

2 .
v les expressions :

Ve [25]3 [25]5

[25]3 1€?L [1+\/%%] 0

[25]3 0 Ig; [}u\f%%} .
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3

Iles valeurs propres obltenues pour X~ sont bien en accord avec les va-

leurs propres 100,723 et ~10,723 domnées dans l'article

211
1i@§—;1 ?5X3X4X{3 5 3} = 45 ‘1i\/:—§§| = 100,7225....

-10,7225 .,

Yig
2

les états [25]3 et 3' ainsi définis donment donc pour Vwi~2 des mé-
langes d'irratiommalités alors qu'il n'en est pas de méme avec les
états (25)3,%' obtenus i partir des états {(25% 52)3z que nous
avons définis.

3

En résumé, on peut dire que si le choix de l'invariant X~ comme
opérateur de "label" des états SU3:>R3 ou, ce qQui revient au méme, le
choix d'une base telle que le générateur V+2 de SU3 soit diagonal
dans les sous—espaces dégénérés en k a l'avantage de caractériser
simplement les états, il a 1'inconvénient dans notre optique de con-
duire & des états qui ne coincident pas avec nos états d' hermiticits”
déterminée.

Etudions maintenant les propriétés de la base définie par la dia-

4

gonalisation de l'invariant X

d) Etude de 1'opérateur X'4;

I'opérateur X'4' est donné sous la forme

4. 3
X = 2T, L LT, + ( TOL1L_1TO+§’1‘2 BBt 5L LT - 67 L LT
+ 9T L L T+—-’I‘3'L LT +20 LL T -27 L LT .+30.LL.T
R T R AP St B 'y s IP St B s W Bl o MR- R R B T 170701

_2p 1L T + 9111

ST, LD T, P_2+-9T L.LT - 6T2L L T +-9T2L~ LT

0 17071 -2 ~17=170 170 -1

+ 9P LL T+ 6T,L LT - 127, LLT o+ 6T2L1L_1T_2)
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ot (..... ) représente le méme développement que la parenthise supé-
rieure en changeant les signes des projéctions.

En remplacant les Li et Tj par leur expression en fonction des

V;2 et V; on trouve comme coefficients des produits
+2 .1 1 _+2 +2 .1 .1 _+2
VO VO vy VO 2 x 300 v, A v_1 ~1 % 300
vg2 v: v17 ng 1 % 300 V;z v11 v] v*i
-1 x 300
+2 1 1 +2

+2 .1 1 42 Vv, V., v
VO v, Vs v;1 2 1 -1 =2
V+2 v1 V1 V+2 V+2 V1 V‘I V+2

0o 01— V3 1 1 0 =2
2yt oty 2 x 300 I 52 ; fod
1 =100 10 1 -2 2

+2 1 .1 +2 +2 1 +2
Vi Yo V4 Y ' Vo Vo Vo Vo

+2 1 1 +2 +2 1‘ 1 42
v1 v;j V;I V1 3 % 300 Voo Y, V1 v
42 1 1 42 vie gl ¢ty 1 500
LA AN S v*1 2 -1 '.1 %
- - --% x 300

2 1 1 42 +2 .1 1 42
v1 v, v, V;? v,o v, VO v, -2 X 300

et les mémes coefficients pour les produits de la 2&me parenthése.

On cherche & mettre cette expression sous forme tensorielle.

Si on développe chague terme V+3 V1 V1 V+2 en fonction des opéra-

44 495 Qg Q4

teurs couplés [{V+2 V?}k{ f +2}k‘]g” on trouve, tout calcul fait,

que l'invariant X %:i;s'écrit

R EH AR DU CAR A N M AR DR CUR A
(8)
+ N7 (v w3 V+2)3}8]
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les éléments de matrice d'un groupe {(V+2 Vq)K(V1 V+2)K}8 sont donneés

par l'expression :

Ak | {72 v IR v+2)K}8] AMriktgt> = 8(A,A")8(k,k)8(qq")
..._1.___ k+KE.lx k" "k "y
o1 0 T:xk"(-w K" (k"+1) (2k"+1) ()

K ¥" k X k k"

{k" 2 1}{k" 12

}<ktkHV+2Hht"k"><hr"k"“V+2Hht'k>

et nous avons vérifié que le calcul de quelques valeurs propres de

X 4. donne bien les mémes valeurs que celles publicdes dans l'article.

a) Cas des représentations autoconjugudées.

Considérons les cas (22)0,2,2',3,4 s les éléments de matrice
<(22)kHV+2H(22)k‘> sont tabulés (III) ; calculons les éléments de ma-

trice de X4 “entre les états de base que nous avons définis, On trouve

x> = —2016

—99V3/2%x 5°

<(22)0]x*|(22)0>

{
v
=

I
Y

Il
v
=

It

Il
v

<(22)2[x4](22)2>
k=2 = 111V§/22><53

k=3 = -204VT/2x 5" x T

ﬂ?x9ﬂg_11ﬁ§xﬂg_+2x7xzw

2 3

. = -297
2%% 50 2% x 57 ox 57x 7

scit au total 150

<(22)2]x*|(22)2'> = 0

<(22)2']x4|(22)2'> = —-1449 .

L'é1ément nul  <(22)2]x*!(22)2'> montre que 1'opérateur X' respecte
ig séparation par l'hermiticité dans le cas des représentations auto-

conjuguées ; ceci est dl & la forme de ses éléments de matrice qui fait
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intervenir 1'expression Z<¢HV+2H¢"><¢”HV+2H¢‘> . Bn effet, les seuls
termes non nuls de ce développement doivent verifier & la fois

¢ et ¢"  hermiticité opposde

o' et " hermiticité opposde
donc les éléments de matrice de X4 non nuls sont tels que ¢ et ¢
sont de méme hermiticité., Dans le cas d'une dégénérescence double on

-!-
a directement les é€tats (K:p)k_ , par exemple :

x4 (22)2% o7
(22)2" a 0
(22)2” 0 b .

Dans le cas dfune dégénérescence supérieure on obtient par X4 la sé-

paration maximale que peuvent apporter les propriétds d'hermiticité,

en 2 catégories d'étais du type k" oet ¥

i (=p)2b, 2 (=), 207,
(h=u)2+
Set A 0
-
2t 0 B

et on peut choisir pour séparer les différents vecteurs |(l=u)2€>
de méme hermiticité
— soit de diagonaliser X4 effectivement
— 80it de choisir arbitrazirement, comme nous le faisons, un cer-

tain nombre de C.C.G., nuls.
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Donc, dans le cas des représentationé autoconjugudes pas plus de deux
fois dégénérées en k la dizgoralisation de X4 conduit aux mémes

états 8U ZDR3 que les ndtres.

3

5) Cas des représentatiocns ncn auvtoconjuguées,

Ie dernier point & étudier est le probléme des représentations non

4

autoconjuguées. X conduit-il & des états {25)3,3' et (52)3,3" qui

+
vérifient la séparation hermitique (25% 52)3° ou s'en déduisent
facilement %
Les résultats du Tableau III et les formules (7), (8), (9) conduisent

3 4

pour X et X aux matrices suivantes exprimées dans notre base :

2 ()5 (es)s|(s)s 2 lles)s  (es)s|(s)s (5203
(25)3) 135 307155 (25)3[-5454 236V 1155

(25)3-3V1155 45 ’ (25)7[36Y71155 -1926 ’

(52)3 —135 3V1155  (52)3

(52)3' i 1155 —45 (523 ’

La valeur 136V7?§§ portée dans le tableauw de la matrice de X4 ntest
pas tout & fait slre. Fn effet, on a vu que les matrices <(25)HV+2“(25)>
portées dans le tableau général des résultats ne sont pas compliétes,

Or le calcul des éléments de matrice de X4 3 1'aide de 1a formule (9)
fait intervenir les ¢léments <(25)5,5‘“V+2u(25)5,5'> inconnus., Iles
valeurs propres de l'opérateur de Casimir permettent d'établir entre

les éléments de matrices de V+2 des relations telles qu'on peut dé-

terminer les éléments disgonaux de X4 soit

(25)3)xH(e5)3> et <(25)3t[xH||(25)3>
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I'é1lément non diagonal <(25)3HX4H(25)3'> a été déterminé en partie
a 1l'aide des valeurs propres de X4 , publiées malheureusement avec 3

chiffres aprées la virgule seulement ; il n'est donc pas égal de facon

k

k
certaine & 236V1155 mais peut &tre i §%-41155 ou Ei'“ %6 . 81 on
2 - 2

4

admet cette valeur on remarque que pour le cas particulier traité notre
base diagonalise 1'opérateur [24X3i X4] , propriété qui ne serait in-
téressante que si cette combinaison pouvait étre déterminéde a priori.

Comparons les cas (22)2%,27 et (25%52)3% .

La base (22)2+,2" assure a X3 et X4 la forme
+2- - + -
Ve, x3| ot « | 2 2
2t 0k ot a 0
2" k 2 b

On peut donc penser que X3 est un invariant de méme type d'hermiticiteé

+2 s as - i 2 .
que V y clest-a-dire hermitique : ses éléments de matrice sont nuls

entre des états de méme "hermiticité"™, DPar contre X4 est un invariant
de méme type d'hermiticité que V"1 , Cclest-a-dire antihermitique : ses

éléments de matrice sont nuls entre des états &' hermiticité  différente.

3 4

Done X° est du type (OO)O+ et X' du type (00}0O .

. * 3 4
La base (25_ 52)3 donne pour X et X les formes

3 j(25452) (25-52), (25-52)(25+52) k4 (25452)(25-52) | (25-52)(25+52)

X A A N 1 L B L A
(+)3" 0 0 a X (+)571 ar X! 0
(~B] 0 0 k b (=31 x b 0 0
_ pu
Py
()37 a X 0 0 =)3*1 o ///
(43 x b 0 0 (+3'H o0 0 J
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Nos états (25)3,3' et (52)3,3' forment une base B! et nos états

+
(25 £52)3" forment une base Bc

tranaformation T

(25452)3"

(25-52)3"

il

Ces bases sont relides par la

fg [(25)3 + (52)3]

1
TE'[(25)3 - (52)3]

St . '
(25452)3"" = Tﬁ'[(25)3 + (52)3']

(25-52)3'" = T%:[(25)3'— (52)31]

soit B = T B!
c c

3.

On appelie Bé la base gui diagonalise X et B3 la base. T B%w IS
1 11 n 4' 1
B4 X et B4 ila base T B4
On a alors avec les bases B% et B3
XZ, (25)3 3'|(52)3 30 X |(254525 (25-525 | (25-52)3 (25452)3"
3 3
(25)3 , 010 (£)3 0 0 9 0
B Ayl O 0 ()3 0 0 A
(52)3 | o 0 | A, 0 (-)3 A, 0
3110 010 -A, (+)31 Ay 0 0
X ()3 (23t | ()3 (+)3
3
Sy
(+)3 | /<;j;f;: K
- ///, t
(s x
S

()3 o [

(+)3] x° o L

+ _/"//, /;/

3

La base B3 ne fait pas apparalitre d'éiément non diagonal pour X 7°
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mais en fait apparaltre un pour X'4’ . L'annulaticn de cet élément

permet de trouver le changement de base entre B3 et notre base BC
d'états %,

Te méne la base B4 ne fait pas apparaltre d'élément non diagonal
4 3.

pour la matrice de X mais en fait apparaitre un pour X .

L'annulation de cet élément définit le changement de base entre 84

et notre bhase BC d'états = .

L'indétermination des éléments de matrice <(25)3HV+2H(25)3'> et

<(52)3HV+2H(52)3'> égaux & X El-Y?7§" = (£ 36Y1155 2) nous a empdché
2

de vérifier completement 1'étude présentée dans ce dernier paragrarhe

et d'expliciter complétement les différents changements de base.

En résumé de l1'étude de 1'opérateur de X:4' or peut dire gquton
a montré que cet invariant conduit dans le cas des représentations
autoconjuguées pas plus de deux fois dégénérédes en k aux mémes étais
d'"hermiticité" donnée que les ndtres. Dans le cas des représentations
non autoconjuguées le lien est plus complexe et nécessite pour &ire mis

5

en évidence le calcul des éléments de matrices de ltinvariant X .

%0) Conclusions de la discussion des états SU3:3R3 .
A travers cetite discussion on peut s'apercevoir de deux choses :

a) On peut trouver facilement une base d!'états qui permet de faire
les calculs sous forme exacte, Ainsi, les déterminaztions arbitraires
de C.C.G. dans les cas dégénérés définissent facilemenit une base com—

pléete ne mélangeant pas les irrationnalités. Cependant, ces arbitraires
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entrainent d'une part que les C.C.G. n'ont pas de lien théorique suf-
fisant entre eux et, dtautre part, introduisent dans les intermédiaires
de calcul des nombres trés grands qui peuvent finalement empécher de

mener ceux-ci a leur terme,

b) La méthode des invariants définit des bases compleétes sans aucun
arbitraire qui permet donc, en principe, toute étude théorique sur les
vropriétés des coefficients angulaires. Malheureusement, dans ce cas,
les calculs ne peuvent plus &tre menés sous la forme exacte qui seule

conduit & des résultats numériques ou & des équations sans ambiguité,

Entre ces deux extrémes et tout en utilisant la premidre méthode,
nous avons montré que l'exploitation des propriétés d'hermiticité des
opérateurs couplés permet de diminuver 1'arbitraire de détermination des
C.C.G. et de réscudre completement, sans mélange d'irrationnalité, les
cas de dégénérescence interne double aussi bien dans le cas des repré-
sentations autoconjuguées que dans le cas des représentations non auto-
conjuguées et nous allons voir, dans la seconde pariie de ce chapitre,
comment les C.C.G. ainsi définis permettent de construire plus facile-

ment les opérateurs & 3 particules scalaires syméiriques et hermitiques.
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~

2¢me partie : Classification des opérateurs effectifs & % particules

agissant dans (4 + s)" .

A) Classification formelle.

~

On sait qu'on veut exprimer & partir des opérateurs monocélectro- -
nigues classés (1?)V1H’2+ et . (22)VO+’2+?2-’3—’4+ les opérateurs
effectifs & 3 corps qui interviennent dans les corrections de second
ordre des interactions électrostatiques, c'est-h-dire dans 1'expression
Q donnée au chapitre I. On veut donc construire des opérateurs i 3
particules possédant aes propriétés de transformation bien définies
dans les opérations des groupes SU, et R3 qui stécrivent i l'aide

3

des C.C.G. déterminés précédemment :

Tyt O_ 1% 4t
[((k112)a A ,ABTB)aRT] T13£ = Tz& e ;?1T1k1+A212k2[a AT k3>
151 TKy Tk
k k X, 0
1 213 %)
<g'A'T k3+A313k3]aATO> {[(x1¢1)vi (h2T2)Vj ] (KBTB)Vﬁ .

On sait que 1a définition de 1'hermiticité d'un opérateur tenso-
riel de rang nul coincide avec la définition normale de 1'hermiticité
d'un opérateur linéaire ; les interactions électrostatiques guton veut
exprimer ici correspondent & des observables (corrections 4 l'énergie
électrostatique du ler ordre) ; elles s'expriment donc en fonction

+

d'opérateurs hermitiques seulement, ng£ , Géveloppés sur des produits
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Vi1 f ij 2 V£3 E , ol les e, correspondent & + ou - , vérifiant
nEL =t . On a vu que les différents C.C.G. calculés,
<h11 k o+ h212k2 I a‘(hp)'r'k3> , intervenant dans l'expression ci-

dessus des opérateurs classés & 3 particules, .sont tels qu'ils permet-

tent de définir des opérateurs bidlectroniques [(Ap)' % (pA)! ]k3

De méme on peut construire & partir des C.C.G. du type

<(Ap) ek, + AT A)0>  des C.C.G. A+ pA KD+ ALT AptA) 0
{(ap 5 3k31(u) <{Ap'+ g k3 333|(uu

ce qul permet alors de séparer dans les opérateurs ng£ les parties
hermitiques et antihermitiques.

Ies opérateurs cherchés doivent de plus &tre symétriques et sont, en
fait, des combinaisons linédaires des ngﬂ classés et hermitiques
précédents,

Un premier point est de déterminer le nombre et le type d'opdérateurs

& construire et nous examinons successivement le probléme des opdra-—

teurs symétriques et celui des opérateurs symétrigues hermitiques.

10) Nombre d'opérateurs symétriques.

On a vu au chapitre I que si 1'ensemble des opérateurs monoélec—
troniques se transforment comme les représentations [(11)+(22)] de

~

SU3 (notation d'Ellioctt), les opérateurs & 3 particules symétrigues

sont ceux qui intervienment dans l'expression du pléthysme :
[(11)+(22)]ei3} = (11)e{3} + (22)ei3} + [(11)el2}](22) + [(22)e{2}](11)
(1)
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le calcul complet, domnné dang 1'appendice I, conduit au résultat

d'ensemble

[(11)4(22) 213} = 5x(00) + 11x(11) + 22x(22) + 9x(30) + 17x(33)+ 12x(41)
9x(03) 12x(14)

+ 8%(44)4—8x(52)4A2x(55)-+6x(60)+—3x(63)+-(66)4—2x(71)4-(82)
ax(25) 6x(06)  3x(36) 2x(17) (28)

ol les représentations pouvant donner un état S sont :

5x(00)0  22x{22)0 8x(44)0 6x(60)0 (82)0
(06)‘ (28) .

Dtapreés l'expression développée du pléthysme 49 opdrateurs scalaires
s&métriques peuvent donc &tre construits & partir des opérateurs ngﬁ
précédents,

En fait, a chacuﬁ des 4 termes de l'expression (1) correspond un groupe
d'opérateurs indépendants pulsqu'ils sont construits & partir de 4 pro-
duits distincts de représentations de S (11)(11)(11), (22)(22)(22),
(11)(11)(22), (22)(22)(11) .

I1 est donc plus intéressant de considérer le développement de chaque

terme, les calculs de 1'appendice I montrent qu'on a :

[(11)e{2}](22) = (00)+3(11)+2(30)+6(22)+3(41)+(60)+3(33)+(52)+(44)

2(03) 5(14) (06) (25)
[(22)2{2}](11) = (00)+5(11)+4(30)+8(22)+6(41)+7(33)+(71)+2(60)+4(52)
4(03) (14) (17) 2(06) (25)
+3(44)+(63)+(55)
(36)
[(11)e{3}] = (00)+(11)+(22)+(33)+(30)
(03)
[(22)8{3}] = 2(00)+7(22)+4(44)+3(60)+(66)+(82)+2(11)+2(30)+6(33)+3(41)
3(06) (28) (03) 3(14)
+(55)+2(63)+(71)

2(36) (17)
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Pour chaque terme les opérateurs scalaires symétriques sont donc

[(11)e{2}](22) = (00)+6(22)+(60)+(44) | 10 opérateurs
(06)
[(22)e{2}](11) =5 (00)+8(22)+2(60)+3(44) 16 opérateurs
2(06) _
[(11)@{3}} => (OO);(22) 2 opérateurs
[(22)e{3}] =y 2(00)+7(22)+4(44)+3(60)+(66)+(82) 22 opérateurs .
5(06) (28)

20) Opérateurs symétriques et hermitigues.

Parmi les opérateurs syméiriques précédents, seuls les opérateurs

hermitiques nous intéressent, On sait dfautre part que les cpérateurs
-+
monoélectreoniques classés sont d'hermiticité déterminde (11)V1 2 .

ot ot 55 4t |
(p2)ve 7= 0= 172 . On peut donc chercher le ncmbre d'opérateurs &

3 particules, syméirigues, hermitiques et scalaires en railsonnant sur
k & ko, k L
les composantes A,V ™ hZV Tx AVl qui peuvent intervenir dans

1 3
les 4 sortes de produits symétriques. Nous notons ces triades
t ot % _ L '
(k1 k2 k3) . les triades hermitiques sont du type (++4) , (+--) et
les triades intervenant dans le développement d'un opérateur scalaire
sont celles dont les valeurs k k2 k3 vérifient la relation trian-

1
gulaire.

a) Cas [(11)@{2}](22) .

k k
Ces opérateurs sont construits sur des produits (11)V 1(11)V 2

(22)Vk3 symétrigques en (11)k1(11)k2 . 8i k1 est différent de k2

on ne doit considérer que la combinaison symétrique de k1 k2 k3 et
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k2 k1 k3 . les cas possibles sont alors les sulvants :

(11)k1 (11)k2 (22)k3

17 1" ot
ot 2F ot
1~ 1" 2"
ot ot 2t
1~ 2t 2"

{ + _ Combinaison symétrique seulement.
2 1
1 2F 3~

{ + Combinaison symétrique seulement
2 1 . .
2+ 2+ 4+

On doit donc pouvoir construire 7 opérateurs symétrigues, scalaires,

hermitiques du type (11)(11)(22) .

b) cas [(22)®{2}](11) .

Cn a de méme les cas suivants

(22)x, | (22)x, (11)k3
ot 2" 1~
{2” 2t
{2+ 5™ 1~
3" 2"
{3; 4" 1~
4 3
{o: 2: ot
2 0
ot ot
G| ow
4+ o+
2 2" 2
{2” 3 ot
5 2" soit 10 opérateurs du type (22)(22)(11) .
3 3"
+ 2t +
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c) cas [(11)8{3}]

les produits doivent &tre complétement symétrigues pour toute

(11)1{1 (11)1{2 (11)1{3 permutation de k1k2k3
1" ot 1"
ot 1 1 Combinaison symétrigque seulement.
1~ 1" ot
ot ot o*

soit 2 opérateurs du type (11)(11){(11)

d) cas [(22)®{3}]

(22)1{1 (22)1:2 (;32)1:3 (22)1«:1 (22)1;2 (22)x ks
0" oF o | 2" 3 2"
ot 2_+ 0" . 3+ 2_ 2 ia combinaison
ot ot 5t la combinaison 2 3+ 2 _
ot ot o* symétrique 3: 2" 2 ( symétrigque .
_ 4 .2 2+ 3“
2, 2~ 0 2" 2 3
2 -+ - - "
- - + 2. 3+ £
50| 3 O_} 3 2 3
0 3 3 " + + +
3 ot 3 g+ j+ i+ "
4+ 4+ oF , 4+ ot 4+
ot 4+ 4+ " _ . _
4+ O+ 4+ 2 4 2..
+ + + 4-4- 2: 2+ !
2 2 2 2 2 4
2t § 2 3. 4t 2~
4+ 2+ 2+ " 4 3+ 2
2 2 4 2+ 4__. 3__ ]
o 2~ 2" . 2 3,
+ - " 1 2 2 4
2" 2" 2” = - i
2 2 2 _ 4
3+ 4 3
4_ 3 5 "
3 3 4
: . + +
Soit 15 opérateurs 4 4 4
symétriques, scalaires, hermitigues du type (22)(22)(22) .



173

Bn résumé de la classification formelle on trouve qu'on doit

. . . s . . 0 .
pouvoir déterminer & partir des opérateurs classés Ejj H

. ot
~ 7 opérateurs AS hermitiques et symétriques du type [{11)®{2}](22)
0+

-10 opérateurs B, " " n [(22)8{2]](11)
0+

- 2 opérateurs s " " o [(11)e{3}]
0+

-15 opérateurs D . " v [(22)9{31]
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B) Classification explicite des opérateurs.

1) Cas des opérateurs [ (11)®{2}](22)

Parmi les 10 opérateurs symétriques corréspondant & I'expression
[(11)®{2}](22) on sait que 3 sont antihermitiques et ne sont pas &
considérer. Ia forme (11)®{2} nmontre que les opérateurs & 3 parti-
cules cherchés doivent &tre construits 3 partir d'opérateurs biélec~
troniques [(11)(11)]&K$k eux~mémes symétriques. On a vu & propos de
la détermination des C¢,.C.G. du type <(11)11k1+(11)12ké|ah1k>‘ gqu'on a
ééparé facilement les solutions correspondant aux représentations sy-
métriques KS d'une part et celles correspondant aux représentations
antisymétriques ?\a dtautre part. Les C.C.G. donnés dans le tableau I
conduisent donc directement aux représentations contenues dans le
pléthysme  (11)8{2} soit (11)8{2} = (00) 0"

| (22)_,0" 27 27 37 47
(1) 172"

&

le ccuplage avec le troisidme opérateur (22)V entraine les diffé-
rents cas possibles : -
[(11)ef2}](00)  x(22) = (22)80+
(22) ,x(22) = (00) 0% , (22) 0", (06460) 0" , (44)_ 0"
(22)10" , (06~60) 0
(22) 0
(1), x(22) = (22)0"

(22)10”
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On voit qu'une fois enlevés les cas antihermitiques on trouve bien
7 opérateurs possibles [(11)®{2}](22) comme précédemment.
Ia notation (l'p')s1 exprime le fait que les C.C.G.

<(11)1 k +(11)1 k a'(k' ') L tk'> permettent de construire des opé-
1 252 Hoig

1
rateurs biélectroniques symétriques en kT’ k2 formant une base pour
la représentation (A'p')s, symétrigue appartenant au pléthysme
(11)®{2} , alors que la notation (hp)s exprime le fait que les C.C.G.
précédents  <(11)+(11)]a'Al > et les C.0.6. L, +(22).. |ar_70>
rermettent de construire des opérateurs a 3 particules symétriques en
k1 k2 k

formant une base pour la représentation (hp)s symétrique

3
appartenant au terme [(11)®{2}](22) du pléthysme [{11)+(22)]®{3} .

les considérations précédentes montrent donc que les expressions

£ <(1)r e 1)k, (x:p)s,r'k§$ x <(x:u)s,z'k§4(22)13k3](xmp)o+>
5 .

3 {[(11)vk1(11)vk2]k3(22)13vk3}0 ,

ol 1¢s C.C.G. nécessaires sont tabulés, définissert directement des

opérateurs symétriques et hermitiques &4 3 particules. Il en est de

+
méme de 1l'expression E<(§1)+(11)](A=p)slk'j§<(th)slk‘-+(22)k3](06+6O%Q+>

..... ol le premier C.C.G. est tabulé et ol le second est la combi-

naison hermitique
<(n=p)+(22) ] (06460)0™> = v%’[<(h=:u')+(22)|(06)0>

+ <(Ar=p')+(22) [(60)0>] .
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les 7 opérateurs sont donnés finalement par la formule

+ -

{[(11)@{2}]a’hé,,(22)}akst PR <(11)7k +(11)€ k. Ia AT k3> X
11k T2k2T3k3T |

K gk 510

<a'A! T‘k3+(22)1 ksl(hp+pl) 0 >{[ ?1)v (11)v ] (22)x }

~

combinaisons linéaires dont on sait calculer les coefficients & ltaide
des tableaux [I] et [5] .
A titre d'exenmple,

+
considérons les opérateurs {[(11)®{2}](22)Sx(22)}AS=3 7

Les cas possibles sont (22)x(22) = (oo) ot (22)0", (22)10",
| ?:(06+60)O (44)0

La formule précédente permet d'écrire gue les 5 combinaisons cherchées

sont les produits de chacune des 5 colonnes, ol sont portés les C.{.G.

((22)T'k3+(22)13k3 (Au+uk)so+> ., bPar la partie. correspondant au cou~

plage (11)8{2} = (22) et exprimée b 1l'aide des C.C.G.

<(11)k1+(11)k2|(22)x'k§>
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Finalement les 7 opdérateurs cherchés sont exprimés en fonction des 9
Tk % e, -+
triades {[(11) '(11) 2]k3(22)v 197 ou, de fagon abrégse,

N T ips _ .
(k1 k2 k3) ; on vérifie que les coefficients des triades (k1 k2 k3)

et (k2 k1 k3) sont égaux ou opposés ; en effei on sait qué seules

les combinaisons symétriques (k k. k ) ::?%'[(k? k

2 3's
(1) 1+k +k3
-1

tif II-1 .,

) kB) +

k k k3)] interviennent et on a le tableau récapitula-

1I. Cas des opérateurs [(22)o{2]](11) .

les résultats des C.C.G, <(22)+(22)[akrk> permetient d'exprimer
les opérateurs & 2 particules symétriques appartenant au pléthysme

(22)@{2} et les différentis cas sont alors

(22)®i2} = (oo)s,o+
(22)_,0%,2%,27,57,4"
(22)1,0%,2%,27,57,4"
(O6+6O)S,O+,2+,4+
(06-60) 07,2747
(44), 2+ CEERTMENTY
(11)

(14+41)S, 72054t
(14-41)_,1%,27,3%,47
(33)_,17,27,37,3%,47 47

1+

Lorsqu'on couple le 3&me opérateur {11)V deux cas sont &

considérer
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a) le cas des représentations intermédiaires (K'zp‘) autoconjugudées,

la construction des opérateurs du type {[(22)®{2}](At=p')x{11)}rt0"
ne présente pas de difficultés particuligres par rapport au cas précé-
dent et se fait suivant le méme principe, c'est-a-dire que les opéra-
teurs sont obtenus & partir des tables des €.C.G. par la formule

([(22)0{2}]at (rmp (1)} )20 = %

1]
11k112k213k31

<(22)11k?+(22)z2k§]a'(K'mu')T'k§><(h'mu')T'k§$(13)k;l(l=u)$0+>

o+
k

+ +
o kT -0
([(22)%,v '(22)a v 2]k3(11)vk3}
et les différents cpérateurs concernés sont les opérateurs 0" de la

liste ci-dessous

2 opérateurs x 3° opérateur  =>  opérateur final
(oo)s,x(11) aucun
A(22)S,x(11) (22)6+ (22)0”
(22)1,x(11) (22)r0t (22)10”
(44)_,x(11) (44)0"  (44)0”
(1), x(11) | - (00) 0"

(22) 07
(33)  x(11) (22) 0"

(44) 0"
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b) le cas des représentations intermédiaires (ap)!

non autoconjuguées,

On considére ici le probléme du couplage du 3e opérateur avec les
opérateurs & 2 particules du type (06360)1«:i et (14:41)kt .
On sait d'une part définir des opérateurs & 2 particules d'hermiticité
définie tels que

(1424 1)xF = ¢ %2- [<(22)x +(22), | (1)1 £ <(22)k, +(22)k | (41)] .

D'autre part les C.C.G, calculés permettenf d'exprimer les opérateurs

classés & 3 particules :

0, = 4}:4} <(22)+(22)](14)k3><(?4)k3+(‘!1)k3](ML)O>
192

0,= % <(22)+(22)[(41)k3><(4?)k5+(11)k3](p?\)0>
¢ ¢
172
on veut consiruire & partir d'eux des opérateurs d'hermiticité déter—

minée,

Les C.C.G. du type <(14)+(11)[{Ap)0o> vérifient

<(14)1+(11) 1™ [(22)0> = « <(14) t+(11)17 [(06)0> = @
2 2+ B 2 A B
<(a1)1+(11)17 [(22)0> = ~a <(241)1+(11)17 |{(60)0> = ~a
2 2t 8 2 2t B

‘On peut donc définir les C.C.G.

<(14—41)1"+(1?)1”[(22)of>=v—12{<( 14)1+(11)1](22)0>-<(41)1+(11)1{(22)0>]
<(ta+a1)2 (11) 2% (22)0™ :Vf—2[<( 1ay2+(11)2[(22)0>+<(41)2+(11) 2] (22)0>]
«( 14—41)1"+t11)1_|(O6-6O)O'5:f1g[<( 14)1+(11)1](06)0>=<{41) 1+(11) 1] (60)0>]

{14+41) 270 (11) 27 (O6+6O)O+>=V—12{<( 14)2+(11)2] (22)05+<(41)2+(11) 2] (22)05]
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condulsant & des opérateurs hermitiques, ainsi que ceux conduisant aux
p . . + - -
opérateurs antihermitiques <{14+41) 1 +(11)1 |(Ap+ph)0 >

— 4+ . -
<(14-a1)27+(11)27 [ (Ap—pr) 07>
Et finalement on peut construire 1'opérateur hermitique suivant :

o <(22)+(22) | (Ap=pr) 1> <(Ap—ph) 1T+ (117 (Ap=pn) 0

Tk Tk, K

k. - -
{[(22)z,v '(22)5,7 21" (10)v' o

+ 2 <(22)+(22) | (pan) 12 <) 2+ (1) 2F (Apapn) 0

11k112k2 X + 4

{[(22)11V 1(22)~c2vk2]2+(11)v2 }0
opérateur que nous notons (hpipk)0+
Les différents cas qui apparaissent ici sont
(06+60)x(11) => (06+60)0"
(06-60)x(11) => (06-60)07

(1444 1)x(11) et (14-41)x(11) = (06x60)0",(22)0"

(14441)x(11) et {14=41)x(11) => (06£60)07,(22)0~

+ " oy s .
Seuls les C nous intéressent et ont €té construits.

L'ensemble des 10 opérateurs [(22)@{2}](11) obtenus est donné

par le tableau suivant :
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III) Cas des opérateurs (11)®{3} .

Ces opérateurs, construits sur des prodﬁits (11)(?1)(1?), doivent
&tre compldtement symétriques en k1 k2 k3 . En particulier, le cou-
plage des 2 premiers opérateurs doit &tre symétrique en k1 k2 et on
peut donc se limiter aux représentations du pléthysme
(11)ef2} - (00)_,0"
(22)_,0%,27,27,37,4"
+

(11)8,#“,2

Ile couplage avec le Fe opérateur donne les possibilités dthermiticité

définie (22)_,x(11) > (22)0”
(22)0”

(11) o x(11) - (00)0"

(22)0"

nais cette fois les opérateurs obtenus ne sont pas complétement symé- -

trigques en k1 k il faut les combiner entre eux de fagon A& faire

k .
2737
apparaltre les symétriques formant une base pour les représentations

A, appartenant au pléthysme (11)0{3}

On retrouve bien le fait constaté dans la classification formelle, &

savelr, qu'on doit pouvoirlconstruire les 2 opérateurs :
-a)  [(11)8{3}](00) 0" = {[(11)8{e}1(11)_,x(11)}(00) 0" ,
ici les C.C.G. conduisent directement & la solution syméirique cherchée
et -b) [(11)8%3}](22)SO+ combinaison linéaire symétrique en
k1 k2 k3 des 2 opérateurs symétriques en k1 k2

(LG x(11)}(22) 0" et {{(11)8{2}](22) ,x(11)}(22) 0"
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Dans une premidre étape on construit les opérateurs "composants™

+
(22) 0

et (22)3,0* suivant le méme principe que précédemment
ainsi que 1'opérateur (OO)SO+ . En posant :

0, = [{(11)v1(11)v2}1(}1)v’]0 = (172%17)

o, = {0V (w10 = (2t
0, = OV GDv20n0v3° = (mm2h)
P o= [{GOVODVEGvE]0 = (2heteh)

on trouve les résultats

{[(11)(11)](11)S,x(11)§(00)80+ ; %? [O1+02+03]-+%i P  compldtement

symétrique, et :

(LGDGDI, <11} (22) 0* =_~V§- 0,501+ 22 0, s 1B 2 ) s

203 20 triques
. arn
{[(11)(11)](22)S,x(11)}(22)20* = E;%l 03-IE§'P k, k,

On voit qu'on peut construire avec les 2 opdérateurs (22)10+ et
(22)20+ un opérateur complétement symétrique en k1 k2 k3 et ortho—
gonzal & (OO)SO+ en prenant

+ 1 i + 3 +
22) 0 == —{(22),0 ~\/=—1(22;.0
(1013} (22) 0% = 3 [/ (22) 0" /2 (22) 0]

On a finalement construit les 2 opérateurs cherchés du type {11)®{3}

suivants :
Tableau II-3 (172%17)
' [(11)ef3}] (2¥1717)  (2T22h)
(171729

[(11)e{3}1(00) c?+ = (LGNNI x(10)}00) 0*| 32 V1/4
[(11)al311(22) 09 =T (1111, x(11)} 200"

V1/4 3/4
,L/E%{[(11)(11)](22)S,x(11)}(22)0+

-~

Ensemble des 2 copérateurs & 3 particules orthonormés , scalaires,

symétriques et hermitiques du type [(11)8{3}] .
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IV) Cas des opérateurs [(22)0{3}]

La construction des opérateurs du type [(22)®{2}](11) a présenté
des difficultés lides & la séparation des parties hermitiques et anti-
hermitiques lcrsqu'on couple le Feme opérateur et la construction des
opérateurs (11)@{3} a fait apparaitre le probléme de la symétrisation
compleéte. Ici les 2 difficultés se conjuguent et une troisiéme appa-
ralt : les opérateurs sont beaucoup plus nombreux et les tableaux de
¢.C.G. correspondants beaucoup plus lourds & manipuler ; les calculs

ont 4l étre faits sur ordinateur.

le couplage des 2 premiers opérateurs doit &tre symétrique en

k1 k2 et correspond aux représentations du pléthysme

(22)®{2} = (oo)sto“*’

N I
(zz)é,o 2t 07,34

Liste 1 (22);,0+,2+,2;,3“,4+
(06)0,2,8y = (06-60)0",27,4%
Vo
(22)8{2} = T fa'A’,7k] (60)0,2,4) == (06460)07,27,4"
A, ° ; Ve
] .
ot =+ -
(44),,07,27,27,37,4_,4, .4
-+
(11)8,1 ,2
(14)1,2,3,4 ?%'<14-41)1+,2+,3+,4+
(41)1,2,3,4 7%-(14+41)z“,2",3”,4‘

(33)_,17,2%,37,57 47,47
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&

le couplage avec le %éme opérateur (22)V conduit sux possibilités

suivantes :
(00), x (22) > (22)0"

(22) , x (22) - (22)So+,(22)éo+,(22)ao”,(oo)so+,(06+6o)so_,(44)so+
' (06w60)so+

(22)1, x (22) = (22)SO+,(22)é0+,(22)80_,(OO)SO+,(O6+6O)SO-,(44)SO+
| ‘ (O6—6O)SO+

(06) x (22) - {22)0,(06)0,(44)0,(28)0
(60) x (22) - (22)0,(60)c,(44)0,(82)0

(44) , x (22) ~ (22)0",(06+60)07, (44) 0", (44),07, (28+82)07, (66)0"
(06-60)0" (44)0” (28-82)0"

(1), x (22) - (22)0"

(22)0

(14) x (22) » (22)0,(22)'0,(06)0,(44)0
(41) x (22) - (22)0,(22)'0,(60)0,(44)0"

(33) _, x (22) » (22)0",(06+60)07,(44)0"
(22)07, (06-60)0", (44)0~ Liste 2

[(22)8f2}](22) = Aé,x(22) = L aAt0
A

Nous examinons d'abord le probléme de la séparation des parties
hermitiques et antihermitigues dans le cas du couplage des représenta-
tions intermédiaires (06) et (60) ou (14) et (41) avec (22) ; 1a
k1k2](22)k3?\0+ , de facon &

faire apparaltre pour A donnée la représentation symétrique AS

symétrisation des opérateurs [(22)®{2}
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appartenant au pléthysme (22)@{3} , hous conduit ensuite & étudier
corbien de combinaisons symétriques AS' doivent &étre trouvées. Enfin

nous les déterminons explicitement.

1°) Séparation des parties hermitiques et antihermitiques des

couplages (06,60)x(22) et (14,41)x(22) .

Les C.C.G. du type <(06)+(22)|(Au)0> donnés dans le tableau de

résultats général vérifient

<(60)0+(22)0™| (ura)o>

<(06)0+(22)07 | (Ap)o> = a = a
<(06)2+(22)2* [ (Ap)0> = 1 (60)2+(22)2" [ {uA) 0> = b
<(o6)2+(22)27 | (ap)o> = ¢ <(60)2+(22)27 | (ur)0o> = —¢
<(06)a+(22)a [ (ap)o> = 4 <(60)4+(22)4 [ (pA)o> = a

ol (hp) et (uh) sont 2 représentations conjuguées., On a donc :

Il

() o> = a[(06)0(22) 0T ]4bf (06)2(22) 2™ J+e[ (06) 2(22) 27 ] +a[ (06)4(22)4™]

[(uA)o> = a[(60) ]+v[ (60) J~c[(60) 1+4[ (60) 1.

il

On sait d'autre part que les opérateurs & 2 particules peuvent étre
construits éu type (06+60)kK et (06-60)x" .
On peut alors construire des opérateurs & 3 particules d'hermiticité

définie en considérant les ensembles :

[Aptpr]o = aﬁfg (O6+60)O“(22)O+]+bﬂﬁg (06+60)27 (22)27]
+c[?%'(O6—6O)2+(22)2_]+d[ft'(O6+60)4H(22)4+]
[ptprlo™ = a[#; (O6—60)O+(22)O+]+b[?t'(O6—60)2+(22)2+}

+cET% (06+60)2’(22)2’]+d&€5 (06~60)4"(22)a™]
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Remargue importante & propos des conventions de signe des C.C.G. et

des notations des opérateurs couplés,

les signes des C.C.G. correspondant & des représentations non
autoconjuguées ont été choisis de fagon & vérifier

<(xp)kinv+2n(xu)kj> = —((pk)kiHV+2”(ph)kj>

les C.C.G. ainsi.déterminés vérifient pour toutes les valeurs de k
la propriété <(22)k1+(22)k2|(ku)k> = i<(22)k1+(22)k2[(pk)k> avec +
ou -~ selon que le produit des hermiticités de (22)k? et (22)k§ eést
du type + ou -~ . Suivant les ensembles (Au) et (pA) traités c'est
parfois le choix inverse qui a été fait mais, de toute fagon, ce qui
est important c'est le fait que le cholx est le méme pour toutes les

valeurs de k d'un ensemble (Kp) s (uh) donné.

Les C.C.G. obtenus par combinaisons du type

+
(hu¢pl)k_ =:f§ [(Ap)xt (ur)x] vérifient alors (Kp+px)k;...k;

(Kp—pl)k1...kn

ou le contraire (kp+pl)k:...k;
+ +
(Kp—uk)k1...kn
Dans ces conditions les opérateurs & 3 particules construits & partir
d'eux se développent en fonction de produits d'opérateurs du type
+ + + - - +

<AppA)k +(22)% [ (Ap+ur ) 0> L L+ B<(Ap-p )k +(22)% [ (Ap-pa) 10>, .

et nous les avons notés -(Apiph)0+ .

I1 aurait été préférable de choisir les signes des C.C0.G. (pA)k de

facon & vérifier la propridté

k. o+k . +1

<O IV e = (1) T < v

|(pk)kj> (ki non dégénéré).
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Dans ces conditions les C.C.G. combinés auraient vérifid

(hsun )KL (14+41)172 54"

te ar exemple
(Rp—pl)k—k+k— ! :
e e

1 (14-a1)17273%~

Un opérateur scalaire & 3 particules hermitique se développerait sur
un seul type de preduits, par exemple

- - + + + +
E<(Apun)3 +(22)37 | (Apapn) 0> 1L < Aprun) 4 +(22) 47 | (A ) 0>
et pourrait alors étre noté simplement (hp+ph)0+ .

D'autre part ces conventions de signe, pour k dégénéré, auraient &té

Pleinement compatibles avec la notation (25+52)3~,3+ et (25—52)3+,3_.

Cependant l'ensemble des calculs ayant été réalisé avec les C.C.C.
vérifiant 1'autre convention, nous avons préféré éviter les risques

d'erreur et les conserver tels quels.

Suivant le méme principe les représentations (14) et (41) permet-

tent de définir les opérateurs

[Aptun]o” = a[‘v% (14+41)2“(22)2+]+§[% (14-41)27(22)27]
| M;}g (14—§7)3+(22)3"]+6[-V3_-2- (14+41)47 (22)47)
[Aprn]ot = cz[‘"v-l—é" (14~41)2+(22)2+]+;3[—V1_2- (14+41)27(22)27]

wlis (14+41)3“(22)3“]+6[T—1-2- (14-41)47(22)4™].

Finalement les diffdérents cas suivants, en notation symbolique, se dé-

finissent de la méme fagon

(06) (22Y0" [os360]0™ (44)0 (28y82)0"
x (22) -
(60) (22)07 [06260]0" (44)0 (28282)0~
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(14) (22)0" (22)'0" (06360)0" (400"
x{22)) - .
(41) (22)0" (22)t0” (06x60)0° {44)0"

20) Nombre de combinaisons syméirigues et hermitiques de type A

donnée,

Dtaprés le pléthysme (22)®{3} => 2(00)+7(22)+4(44)+3(60)+(66)+(28)

(06) (82)
22 copérateurs scalaires symétriques en k1 k2 k3 peuvent &tre cons-
truits et, d'aprés la classification formeize des opérateurs par 1'é-
tude directe des triades (k1 k2 k3) , 15 opérateurs scalaires symé-
triques et hermitiques peuvent &tre déterminés ; 7 combinaisons symé-

triques sont donc antihermitiques.
Examinons successivement les différents cas 3

a) Cas des opératevrs {[(22)®@{21]ax{22)1(00)0 .

On utilize les 2 résultats suivants ;
~ Le développement du pléthysme (22)®{3} dintroduit 2 opérateurs (00)0
d'hermiticité a priori inconnue.
- Les listes 1 et 2 des différents cas de couplage [(22)®{2}](22)
données au déébut de ce parasgraphe montrent gue 2 cpérateurs (OO)O+ et

(OO)’0+ interviennent et qu'il n'existe aucun opérateur (o0)o™ .
On en déduit que les 2 opérateurs {[(22)@{2}](22)s,><(22)}(00)80+
et {[(22)@{2}](22)'8'%22)}(oo)éo+

sont les 2 opérateurs cherchés, c'est-a~-dire qu'ils stexpriment
> q
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directement & l'adde des tables de C.C.G. ; ils sont bien symétriques

en k1 k2 k., et forment bien une base bour les 2 représentations (OO)S

3
du pléthysme (22)®{3} .

b) Cas des opérateurs {[(22)@{2}]hé,x(22)}(66)0 .

le développement du pléthysme indique qu'on doit trouver un opé-
rateur symétrigue (66)S . Les listes 1 et 2 montrent qu'un seul opé-—
rateur (66)O+ intervient venant du couplage (44)S,x(22) . L'opéra-
teur {[(22)8%2}](44)S,x(22)}(66)50+ est l'opérateur syméirique cher-
ché appartenant au pléthysne (22)@{3}

c) Cas des opérateurs {[(22)@{2}]h',x(22)(28)0 .
° (82)

Une opérateur (28)S et un opérateur (82)s interviennent dans
le développement de (22)®{3] . Iles listes 1 et 2 montrent que les
opérateurs (28)0 et (82)0 wviennent des produits

(44)_,x(22) , (06)x(22) et (60)x(22) .
0n a dtune part (44) ,x(22) - (28+82)0" (1)
(2g-82)0=  (2) ,
d'autre part on a vu & propos de ls séparation des parties hermitiques
et aniihermitiques qu'on peut construire les 2 opérateurs

(06260)x(22) — (28282)0"  (3)
(06360)x(22) - (28z82)0"  (4) .

De méme les 2 opérateurs (28)S et (82)S appartenant au pléthysme

(22)®{3} permettent de définir les 2 opérateurs (28482)07 . On en
(28382)0~

déduit qu'on doit trouver une combinaison lindaire de
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[(06260)x(22)](28282)0" et de _[(44)x(22)](28+82)o+ formant 1'opéra—

teur (28+82)SO+ cherché, soit :
[(22)®{3]) 28+82) 0" = a{[(22)@{2}](06160)s,x(22)}(28182)O+

+6{[(22)®{2f](44)s,x(22)}(28+82)o+ A

d) Cas des opérateurs {[(22)&{2}In',x(22)}(06)0 .
° (60)

le pléthysme (22)@{3} contient dans son développement 3 opéra-
teurs symétriques (06) et 3 obérateurs s&métriques (60) avec les-—
quels ont peut définir

- 3 opérateurs (061'60)SO+

— % opérateurs (O6¢6O)SO- .

les listes 1 et 2 des différents cas de couplage [(22)®{2}](22) et
le principe de la séparation hermitique montrent les possibilités
suivantes : (22)S,><(22) - (06—-60)0+ ' (O6+60)O*

(22)1,x(22) ~ (06-60)0"  {06+60)0~

(06260)x(22) - (06360)0"
(06760 )x{22) - (06260)0

(33)x(22) = (06-60)0"  {06+60)0~
(44)x(22) > (06-60)07  {06460)0°
(14241)x(22) - (06-60)0"
(14741)x(22) - (06-60)0" .
On en déduit qu'on doit- pouvoir trouver 3 cpérateurs symétriques
(06—60)80+ combinaisons linéaires des 6 opérateurs constituants

i[(22)®!2}]hé,X(22)}(0616o)o+ .
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e) Cas des opérateurs {[(22)@{2}]Ké,x(22)}(22)
_ (44)

Parmi les 7 combinaisons symétriques antihermitiques % enlever
du pléthysme (22)8{3} pour retrouver les 15 cas possibles symétriques

et hermitiques, on en comnait déja 4, & savoir 1x(28#82)0° . Il en
zx(06%60)0™

reste 3 & éliminer, D'autre part, on a vu que les 2 opérateurs (00)
et (66) sont hermitiques. On peut donc en déduire que, parmi les 7
opérateurs (22)S et les 4 opérateurs (44)8 , 3 peuvent Etre choisis
antihermitiques et 8 hermitiques, mais on ne sait pas a priori combien
de combinaisons hermitiques et symétriques de chaque sorte (22) et
(44) on peut construire,

Examinons les différentes possibilités {[(22)@{2}]Ké,x(22)}(22)
(44)

d'hermiticité définie
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AL, x(22) (22)0" (22)0” (24)0" (44)0”
(00)x(22) (22)0"
(22)_,x(22) (22)0" (22)0~ (4a)0"
(22)10"
(22) x(22) (22)0" (22)0” (44)0"
(22)10"
(06x60) ,x(22) .
® (22)0" (22)0° (44)0" (44)0”
(06760)_,x(22)
(44)x(22) (22)0" (44) 0" | (44)07
(44) 0"
(11)x(22) (22)0" (22)0”
(14241)x{ 22) (22)0" (22)0” (44)0" (44)0"
(14741 )x(22) (22)r0" (22)10”
(33)x(22) (22)0" (22)0” (44)0" (44)0”
5 11 7 7 4
les 7 opérateurs (22)0_ et les 4 opérateurs (44)O~ doivent dommer

% combinaisons symétriques,

Supposons, par exemple, qu'on ait ZX(QE)SO_ et

en déduit que les

1x(44)$o )

On

14 opérateurs (22)0" doivent donner (7-2)=5 combinaisons symétriques Gé)éf'

7 opérateurs (44)0" " " {g-1=3 " (44)SO+

mais on ne peut pas éliminer les autres possibilités et les 4 cas sui~

vants sont ?ossibles.
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o |
-
(]

Nombre de (22)80_ 3

" (44)80" 0 1 2 %

" (22) 0" 4 5] 5 7

" (44) 0 4 3] 2 1

mais certains (les 2 cas extrémes) trds improbables.

30) Détermination explicite des opérateurs [(22)®{B}JKSO+

+ ot o*
a) Opérateurs [(22)@{3}](00)80 , D) et D,
| + 0"
et [ " ](66)SO , D,
ot
D'apres ce qui vient d'étre vu, les opérateurs D1 5. s'expri-
] -
ment directement & 1'aide des tables de C.C.G. par les formules :
b
[(22)e{3}11(00) ° - & <(22)7 k,+{ 22)¢ K |(22) Tk,
s 1 1
T k T k T3k3T
k k -0

Kk
<(22)t‘k3+(22)€3k3](OO)SO >{[(22)T1V 1(22)1:2V 2]k3(22)x3v 3}

O+

[(22)@%3}](00)592 = 5 (22)t % +(22)1 Ik, [(22)1 @ k3>

171
2y

T k m k T 7!
2"5*3 .

<(22)1'k +(22)13k3[(00) 0 >{[(22)m v 1(22)«c v 2]

o)

22)1 v

[(22)@{3}](66)SD§+ = T <(22)1 k +(22)r x !(44)SIT'k3>
T k T k 1 k3€
23 K,

0
<(44)T‘k3+(22)1 [(66) 0 >{[(22 T,V 22)1 v ]k3(22)1 v }
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S o
b) Opérateur [(22)@{3}](28+82)D4 .

On construit d'abord les 2 opérateurs composants

[{06460)x(22) ] (28282)0"
[ (44) x{22)](28+82)0"

4 1l'aide des tables de C.C.G., & savoir :

{[(22)(22)](06160)8,x(22)}(28+82)AO+ = T <(22)11k1+(22)12k2l(O6~6O)k;>

Tk Tk,

k+=o+ 2+ 4+
+ + ’ k; , ko K kS 0
<(06-6o)k3+(22)k;](28+82)o >{[(22)13v (22)t2V' ] 3(22)13v }

+ Z <(22)T1k1+(22)12k2|(O6+6O)k;><(06+60)k;+(22)k;I(28+82)O+>

Tk, 1.k, k=2 0
ey )

171°272°73

et

{[(22)(22)](44)s;x(22)}(28+82)B0+ = I [<(22)t1k1+(22)12k2|(O6+6O)k;>

: . 0
<(44)S‘T'k3+(22)t3k3l(28%82)0 >{k1 k, kg} .

les 2 composants ainsi obienus sont donnés par le tableau II-4 suivant

ol 1'cn veit qu'ils sont bien symétrigues en k1 k2 ., La combinaison

complétement symétrique cherchée se trouve facilement

+
(28+82)SD2 = %? (28+82)AO+ - %‘(28+82)BO+ et conduit aux résultats

de la deuxiéme colonne :
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O+

¢) Opérateurs [(22)@{3}](06¢60)D5 6.7 -

La construction des 6 opérateurs constituants se fait & 1'aide
des tables de C.C.G. suivant la méthode décrite précédemment, par
exemple :

{[(22)@{2}](06¢6d§(06:60)0+ - <(22)+(22)I(kg1pk)k;>
{ (1;2;1)} o | :
<(kpiph)k;+(22)k;|(06160)O+>{k1 X, kg}

- ' +
- - - +
+ <(22)+(22)l(Ku+uk)k3+(22)k31(06?60)0 >{k1 k, k3}
et conduit aux résultats portés dans le tadbleau II-H.

En écrivant que pour les opérateurs cherchés les coefficients des
triades (ki ki ki ) et (k? k2 k3) sont égaux pour toute permutation
1723
(i

, is 13) on obtient 14 équations linéaires & 6 inconnues dont 3 (ou
% combinaisons d'entre elles) sont indépendantes et fournissent un sys-

téme homogene & résoudre 3 fols dégénéré,

L'étude des équations permet de frouver 3 solutions simples, choi-
sies de facgon & annuler les coefficients de certaines triades par com-

paraison avec les propriétés des opérateurs syméiriques déja construits.

les 3 combinaisons symétriques cheisies a,...a,. des 6 opérateurs

1 6

constituants sont :
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L (237 o o o Vs/2 sV70/7]

s, i o 6 V15 -302 0 o ]

%55 17 -e8l6 575 73730 146\'7]
28 9 18 18. 63

83 1 |7 1
Y 17%7%

Elles correspondent aux 3 opérateurs symétriques Dg 6.9 donnés par
b b4

le tableau II-6 .

+
d) Opérateurs [(22)®{3}](44)5D2 9,10 -

Suivant le méme principe la construction des 7 opérateurs consti-
tuants (44)0+ a4 1taide des tables des C.C.G. conduit aux résultats

portés au tablean II-7.

les conditions de symétrisation permettent de déterminer 14 équa-
tions avec lesquelles on peut définir un systéme homogéne de 7 équa-
tions & 7 inconnues soluble par le programme (LEGA?., (elui-ci débute
Par une triangularisatiocn qui met en évidence les équations proportion-
nelles ; il trouve gue le systime est.’ fois dégénéré montrant ainsi
gqu'il e#iste 3 combinaisons indépendantes (44)80+ . Deux des 35 solu-
tions arbitraires trouvées par le programme sont assez compliguées et
on a préféré les déterminer directement en imposant les coefficients

de certaines triades nuls.

On trouve alors les 3 combinaisons a,...a. des T opérateurs consti-

1 7

tuants suivantes :
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s, : © Y35/10  V10/5 0 0 —1/2 0
s, : V71/14 0 o -2z1/21 0 0 Yi5/6

s, : V210/84 Ve/12 ~-121/9 V770/63 HNe/9 V210/36 -V22/36

+

0 .
d
D8,9,1O onnés par

Blles correspondent aux 3 opérateurs symétrigues
ie tableau II-8.

+

e) Opérateurs [(22)@43}](22)SD??..15 )

la construction des 11 opérateurs constituants (22)O+ conduit
aux résultats du tableau IT-9, D'aprds ce gqu'on a vu pmécédemmen%,
pulsqu'il existe 3 opérateurs (44)0+ , 11 dodit exister 5 opérateurs
(22)0+ . les conditions de symétrisation permettent de @définir parmi
les 14 équations obienues un systéme homogéne de 11 équations & 11 in-
connues solubie par CILEGA2. Celui-ci . trouve effectivement que le
systéme est 5 fols dégeénéré montrant aiﬁsi qu'ii existe 5 combinaisons
indépendantes (22)SO+ . Ia complexité ici devient telle gue l'on a
conservé les 5 solutions arbitraires orthonormées détermindes par le
programme, Jes 5 combinaisons a,...«q des 11 opérateurs constituants

1 11

sont alors
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s -1 _JTe V57 | ST | _YES x
173 3 37 1573 4729x157x3 7| 757 20x3%3
a, 165V35/252 0 ~125¥70/72  |-614Y35/105 V3
a, | ~13/36 1/2 175V2/72 ~145/3 0
ay | ~13/36 ~1/2 175V2/72 ~145/3 0
@, |-11V35/36 0 -151Y70/72 V35 /3 6V3
a; | -V30/6 0 -4V15/3 31¥30/2 VD)
a, | =V105/7 0 0 ~157V105/21 ~16
¢ -V6/6 0 50Y% /% 5V6/2 270
g, 0 -1 0 0 )
ay 0 0 ~-1¥42/2 -325Y271/21 10V
@, 0 0 0 ~314¥210/35 a2
o 0 0 0 0 | ~29

Elles conduisent aux 5 opérateurs syméiriques D?O

le tableau II-10.

+

.15

donnés par

Finalement l'ensemble des 15 opérateuré appartenant au pléthysne

(22)®(3}

est reproduit par le tableau II-11.
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¢) Conclusions & propos de la détermination des opérateurs

& % particules.

L'ensemble des 34 opérateurs électrostatiques & 3 particules

scalaires, hermitiques et symétriques, représentant les effeis des in-

. . . . . . . n
teractions de configurations lointaines sur les configurations (d+s)

sont donnés par l'ensemble des tableaux II-1-2-3-11,

Nous donnons ci~dessous le tableau récapitulatif de la classifi-

cation des opérateurs obtenus.

0
N du Tableau

Nombre et type géndral des opérateurs

Classification SUs

Ii-1

IT-2

I1-%

iI-11

7 opérateurs du type [(11)®{2}](22)
10 l [{22)®{2}](11)

2 " [(11)e]3}]

15 " [(22)8{3}]

(00),4(22),(06460),
(44)

(00),5(22),2(06%60),
2(44)

{00),(22)

2(00),5(22),3(06250),
3(24),(28+82),(66)

La construction de ces opérateurs a montré que les ¢.(,G. déterminés

dans la 1&re partie de ce chapitre ont facilité la détermination d'o-

pérateurs hermitiques et syméiriques et dans les cas les plus complexes

tels que [(22)®{3}](44)

posé,

(22)

ont permis d'expliciter au mieux le probléme
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Le nombre élevé des opérateurs obtenus montre qu'une étude préa-
lable est encore nécessaire avant de pouvoir les introduire aans une
étude Physique de fagon, par exemple, & éliminer les copérateurs pro-
porfionnels a des interactions & | ou 2 particules déjia introduites
dans les calculs ; cependant, il est vraisemblable qu'il en reste
-encore trop et que des critéres doivent &tre trouvés pour estimer ceux
dtimportance prépondérante, On peut imaginer des procédéds empifiques
mais systématiques consistant par exemple & ajuster par petits groupes

les parametres & ltexpérience,

Dtautre part, 1'étude complete de (d+s)n dans le schéma SU3
nécessite de connaitre scit les coefficients de parenté fractionnelle

SU3 , s0it de connaitre le développement des états (des)” classés

de SU5 en fonction des états de Racah standards a4 , s ,
n-2 2 ' . . o . .
s ., Nous avons effectivement défterminé ces développements néces-

d
saires aux ¢tudes physiques ultérieures prévues, mals nous ne lies

avons pas inclus dans ce mémoire.
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PLAN CHAPITRE IIT

t

Classification des intéractions de second ordre de structure hyperfine

dans les configurations dN.

I} Position du probl2me - Rappels thése Cl; Bauche

1°) Effets des intéractions de configurations sur la structure
hyperfine

2°) Expression des opérateurs effectifs dans le cas du terme
croisé énergie coulombienne - structgye hyperfiﬁe

3°) Discussion des résultats obtenus pour dN par les méthodes

usuelles -~ Intérét de la classification des intéractions étudides

par la théorie des groupes;

II) Utilisation de la chalne de réductions Spld:SSUZX (SOg:RB)pour

1'étude de dN.A

A) Rappels sur la classification des états des configurations
N . . . ’
d et des opérateurs monoélectroniques.
B) Classification formelle des intéractions biélectroniques
intervenant dans notre é&tude
1°) Opérateurs symétriques
2°) Détermination des opérateurs intervenant explicitement

dans les corrections Aq,A;&,Ast‘;;

111} Détermination des coefficients de Clebsch-Gordan SO::)R3

1°) Construction des gystémes linéaires

2°) Détermination des coefficients
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a) Choix des solutions dans les cas dégénérés
b) Comparaison des coefficients (ul uz), (u2 ul) et des

carrés Kronecker

¢) Vérifications des coefficients et tableaux des résultats.

IV) Détermination des coefficients de Clebsch-Gordan Spld:)SUZ X 805

1°) Construction des systémes linéaires

2°) Détermination des coefficients

a) Cas de 1'échange (01 G&), (Gﬁ Gi) et des carrés Kronecker

b) Vérifications.des coefficients et tableaux des résultats

V) Classification des opérateurs biélectroniques

A) Opérateurs biélectroniques

]

1°) Etude des opérateurs couplds en {(xk) (02) intervenant dans ZBCI

2°) Etude des opérateurs couplés en (xk) (01) intervenant dans f&g

3°) Etude des opérateurs couplés en (xk) = (12) intervenant dans[&ac

B) Etude des corrections /\
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CHAPITRE III

Classification des intéractions de second ordre de structure hyperfine

dans les configurations dN;

I. Position du problame

1°) Effets des intéractions de configurations sur la structure

hyperfine

Nous avons rappelé, dans le chapitre I, les termes qui apparaissent
dans la correction SE sur 1l'énergie de structure hyperfine lorsqu'on tient
compte du deuxiéme ordre de perturbation et nous ne nous intéressons ici
qu'au terme croisé QHh + H Q, considéré comme prépoundérant pour les

fs hfs
configurations étudiées, Cette approximation est valable pour les confi-
gurations suffisamment proches du couplage LS c'est-a-dire pour lesquelles
les intéractions glectrostatiques sont nettement supérleures aux intérac-
tions de spin-orbite,
. . . ~EN .
Si Xl et X2 sont deux états de la configuration étudiée et X un

état de la configuration perturbatrice, la correction 2 <:X11 ths\ X2:>

est donnée par l'expression

_ s K@ e X s KX H XS KT QK>
- 2R L ST )

ot AE est la différence positive des énergies des deux configurations,

-

ooxk xk ) _ e
Soit T = Z: t. l'opérateur de structure hyperfine considéré, ot
A < v\.n% . X

xk o . . R T RGN o
t,” est un opérateur agissant sur 1'électrom i (= = oM PERER L
L'intéraction de configurations a pour effet de remplacer les éléments
k

. pe
de matrice de T
4 "aa)

par (1 +/A\) <:Xll I:: ] X2:> avec
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<><.1iT.%i£Ix><mQ%> _ .Z R QLD X TEIXD

A - =
2;: XN Ty 18> AE X KN TELX> A

- -3
ou encore, a pour effet de remplacer la quantité<:r 3>. par (1 + D Xkr >

-~ -3 - -3 - -3
Soit <r3%=(4+A£)<r > <ri%:(4+ac)<r >,<r3%=C4’rbq)<r >

Les résultats expérimentaux confirment qu'il est nécessaire d'introduire
trois paramétres pour interpréter la structure hypeffine d'un terme LS donné.
Les facteurs A dépendant des termes de la configuration étudiée et de la
configuration perturbatrice introduite.

Nous considérerons ici le cas le plus intéressant &tudié par Cl.Bauche
correspondant aux excitations d'un électron nl vers une couche vide.

Y = G-t a d
et notamment les excitations pour lesquelles €I= Y/ qui seules introduisent .

la correction [XE;

2°) Opérateurs effectis de structure hyperfine

Suivant la méthode de B.R, Judd (1967} dans 1l'étude de la structure

hyperfine des configurations 2pN, Cl. Bauche a défini un opérateur effectif
k

x
. . xk . N
>< agissant sur les m@mes électrons que T et que l'on ajoute a ™

Ao A

pour reproduire 1'effet de 1'intéraction de configurations, soit

ha xR 'Lk.'
G+ DI<K Tor 1R = <Xl Xaq + Tg 1X>

Pour 1'excitation considérée elle a trouvé corme forme générale de

1'opérateur XXk
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e 9
X = VT <etit™inbs A Z Z Dl] @h“@)k} {z ﬁ%} {W'xhw?t]

i} 4 tR % 1t v

avec

-1k, / 4
£, € 0n 05nb at me ey nEUCSC N
54 ,—.:\;d’,uc 1€>cbuctuly Rnt ot ntin Pt ity AEGTAT)

L'expression ci~dessus ne differe de celle donnée par Cl, Bauche dans
5 Vot . xk . '
sa these que par 1l'utilisation des doubles tenseurs Wi au lieu des

doubles tenseurs unitaires UiXk; Ils sont simplement reliés par
T xk ‘ -
w’ick =y L R] Uy
<Kt X !X;)

On obtient pour [LXk = <X, r'*“txa> 1'expréssion suivante :
F a Rk S <X W WX >
Zf\) D{ { 1) 4.(4) }{'E ‘Ef.(f} :Z, J < (4}
BT <X WX, >

La formule ci-dessous obtenue par Cl, Bauche relie entre eux les résultats

correspondant aux termes de deux configurations conjuguées :

ALt ()"t a5t + /_\[Cnf’-f€+£ s e, «S:J
k )
2w L {3 ] )2 T~ £, 56,9509

olu Z <Pty R (me, nl, mt, 't <nlled i 14 (2)
<ol edimt>y  AE(nE,ne)

.La suivante relie les termes de plus haute multiplicité pour une méme

valeur de L des configurations nD¥ et (nd )2-9 til-N (Ng 2l + 1)

ALttt 5, L]+ ALt s otf e s -

(3)
z&-ﬂj‘;m{f } v BEY) = Zock - 2, 8k )

2044 £
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configuration term 4;

d D 0

an {3P —14b+3%
IF 16b+3fe

& {‘P 56b +22c
+F 26b + 8¢

a D 42h+4%

ds all  21b4%c

ds D 0

:i: {‘P —1db 43¢
T 165+ &

a0 {ap 56b+22c
P 26b+28c

ar 1D

426 +3¢c

TABLE 2. CORRECTION FACTORS FOR THE EXCITATION

{nd}¥ - (nd)¥-1n'd

0 0
— 145+ 38¢ 0
16+ 3¢ 0
Bb - 28c 48b
—22b 4+ 28 485
—6b+-42e 48b
— 3642135 24615
& -8
~ 14b 4125 45 B
166+ 32 +8 —8
Sh+28c 485 4865
—22h 423048 48b-5
4863

—8b+4c+8

Ac Ac"‘AaC
0 .0
—14b 4 24c 0
16b +14¢ ]
8b-22¢ 0
—22h+ 38 0
— 6b+22c 0
not defined  not defined
o =B - 25
- 14b 4+ 38c -3 - 28
16b+12c -5 - 35
8b+4-48c — & -28
—22b+ 38 ~5 - 25
—Gb+2Ec-8 | —23

TABLE 4. CORRECTION FACTORS FOR THE EXCITATIONS 4 «» d¥-1g
AND $3d~ <> sdV*1 FOR THE TERMS OF HIGHEST MULTIPLICITY OF dY

configurations
d,d? d3, 44
d&
ds, 4%, ds, 4

configuration
d
ds

a3

ds
ds
d¢

d7

d*
d*

Tableau I ;

AN - dN-1g

Al

¢

Ao

G

$vg
v,

ferm
D

{oF
4p
{er

D
all
3D

{or
P
{ir

D

4,
0 -
not defined

— 3,

TABLE 6. CORRECTION FACTORS FOR THE EXCITATION d¥ — dN-Ig

4,

0

0

- 250 + 5]
— 80u; + 6uy
-~ By + v

— 307 + 6v
6oy + 30}
420]

42

1707 4 507
1227 + 6,
37 + v
1204 + 60

Tables extraites de la thése de C1.

524N - gdN+1

4 - Ay

£y, — 3y

Ly not defined
0 0

4,
0
0
- 251)2 + 51,':
— 30 + 60
—Buy + v
—30u, + 60
not defined
- 4207
. 1
- 67u] + 5u)
—~ 725 + 6o
—47Tvy + 0]
—T2v; + 6]

Bauche-Arncult
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3°) Résultats obtenus pour les configurations dN par les méthodes

usuelles et but de l'étude proposée

Un résultat important de Cl. Rauche a été de mettre en &vidence
des relations permettant de relier les effets de 1'intéraction de confi-
gurations lointaines pour les termes de Hund et pour les termes de plus
haute multiplicité d'une m2me série, Les tables 2-4-6 extraites de la
these de Cl. Bauche montrent les valeurs des corrections ZS obtenues pour

, ; N . .
les configurations d . Les relations remarquables sont les suivantes :

a) pour les configurations d2 (e 2) les résultats fo’lﬁﬁ’éhq sont.
indépendants de xk;

b) pour la premidre demi-couche £§t=:a2

¢) pour la demi-couche dfsun A\ donné esf le méme pour tous les
termes de la configuration;

d) pour les termes de Hund ﬂQ-ﬁﬁc_est le m@me pour les paires
@, a @, & (&b, ) @b, .

e) cette relation reste vraie pour les termes de plus haute multi;

plicité,

Les relations b) et ¢) ont été expliquées par Cl, Bauche 2 l'aide de con-
sidérations sur les états de spin des fonctions monoélectroniques et &

1'aide de la relation (2) sur les propriétés de symétrie concernant la
demi-couche,

Les autres restaient impliquées,

Or, ces relations sont importantes du fait qu'actuellement les mesures de
structures hyperfines ne portent encore que sur les termes de Hund et sur.
les termes de plus haute multiplicité, Elles permettent de confronter théorie
et expérience de fagon précise et d'avoir ainsi des tests sur 1'importance

que peuvent avoir les effets des intéractions des configurations lointaines.
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Elles permettent en effet de comparer les structures hyperfines des
&léments voisins sans connaitre en détail laes parties radiales,

Le but de notre étude est de déterminer la classification des
intéractions effectives de second-ordre de structure hyperfine & 1'aide
de la théorie des groupes;

Nous avons wvu dans le chapitre T que les états des configurations

N . . , xk " P .

d et les opérateurs monoélectroniques Wi peuvent &tre classés suivant
la chaine de réduction Sp, D SU, x (SOSD R3) (4)

Les corrections [\ sont exprimées dans la formule (1) en fonction d'opé-

Ky wszkz )Eﬁi_ qui ne possédent des pro-

. . X
rateurs biélectroniques (Wi 1
priétés de transformations bien définies que dans les opérations de

SU2 X R3.

Nous savons donc & priori que la classification des opérateurs
biélectroniques dans la chaine de réductions (4) donnera une meilleure
description des intéractions étudiées qui s'exprimeront alors en fonction
d'opérateurs mettant en évidence des propriétés de symétrie beaucoup plus

€levées que les groupes SU2 et RB‘

Nous savons aussi que les calculs explicites des intéractions seront
beaucoup plus simples grace & 1'utilisation du théoréme de Wigner-Eckart
qui permet d'obtenir facilement les éléments de matrices si 1l'on a calculé

les coefficients de Clebsch-Gordan nécessaires,

II. Etude de & 3 1'aide de la chaine de groupes SplED U, % (SO;:>R32

Nous avons wu dans le chapitre I que les états des configurations
N . . , xk P
d et les opérateurs monoélectroniques Wi sont définis généralement 2

1taide de 1la chalne de réductions

U, 5P SU, x (SO.DR,) 4')
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Le but de notre étude est de symétriser les intéractions biélectroni-
ques qui interviennent dans les corrections /A . On veut donc définir
des opérateurs & 2 particules ayant des propriétés de transformation
bien définies dans les opérations des groupes considérés,

Un opérateur biélectronique Tink se transformant commeic-xU?k:>

stécrit :

k | | ko2
[-_G”’Q:{x,?. “[?':Z(q:x_tu’ik“q—-@xbu&k&lﬂ"’xuﬂtk)(w 44w1@ke-) (5)

hy
Z C'Tf- U+ 5%, \,})0‘zu7<u{ i kdutloim- th{hf_lw * [Tu zzh;)\\/’"zb}
i
"‘-41.‘::.
d'apreés le théoréme de factorisation de Racah

Cette expression fait intervenir les coefficients de Clebsch-Gordan du
groupe SPIO dans ses réductions successives au groupe RB; Nous avons wvu
au chapitre I comment se calculent les coefficients dans une chaine de
réductions, Nous devons donc, pour réaliser explicitement le changement
de base d'opérateurs biélectroniques défini par (5), déterminer d'abord
les coefficients de 502 R.3 :<fu ky + uyk,| uBk> nécessaires, puis
ceux de 8p; > SU, x SO0, : {oyxyu, + O x2 o lo-xu>  en fonction des

précédents;

A) Rappels sur la classification des états dN et desg opérateurs

monoélectroniques

Le principe de la classification des états de configurations d'é-
lectrons équivalents a été rappelé au chapitre I et nous avons simplement
porté dans le tableau II la classification obtenue pour les états des
configurations dN suivant la chaine de réduction utilisée (4'),

De mBme nous avons porté dans le tableau (¥T1I) la classification

des doubles tenseurs monoélectroniques WiXk (ad).




222

n UlO Splo SU2 X SOS'.'.DR.3 UlO n
d° {0} <0> (00) s {1"]5 110 alo
d]_ 11} 2 1) 9 9
<1S> (10)* D {1 = {1 d
a2 {17 <1%> (11)3r,%p (8 =41® |
(20)1(}, D
<0 (0o)ls
3 3 3 b 4 3 _ g7 7
d {7 c 13y (11)2F, P §1J-{1} d
(21)"H,G,F,D,P
<1> (10)%p
a* {14 <1t (10)°D [ =% e
' (21)H,G,F,D,P
e 1,6,7,0,8
< 12> an’ .
(20)} G,D
<oy (00)1 S
& 115] <1’ (00)°%s
(ZO)AG,D
_ (:;2)2 1,G,F,D,S
< 13> an® F,P
21)% u,6,7,D,P
<1> (10)% p

Tableau ITI
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SU, x §0 SU2x R

10 *P10 2 * 59 3
{21%] <2> 3(20) w'2da), w (aa)
300) WO (aa)
Lan Wl (aa), w3 (ad)
<12> 3(11) it (dd), w13 (dd)
L20) W02 (aay, w** (ad)
{o] <o> Ltoo) w0 (ad)

Tableau TII

B) Classification formelle des intéractions biélectroniques intervenant

dans notre é&tude

1°) Opérateurs symétriques

. k
L'ensemble des opérateurs monoélectroniques W se transforment
. . 2
dans le groupe Spyo comme les representatlons[}(2>.+—<1 S A+ <13>]
On sait qu'aiors les opérateurs symétriques a deux particules construits
. : WXk r .
a partir des se transforment comme les représentations de SP1o

apparaissant dans le pléthysme

Le développement des différentes parties de cette expression donne

<2>®{2} = LO0> +<12> +(22> + <> ,(a)
<12>® ;2] = <o>+<12> +<22> +<14> {b)
<o>e {2l = o

<z><12> =<12> +<2> +<’212> + 31> (e)

<1Bcoy =<1h
<2><0p =<2>



- Les produits de Kronecker O”l x0‘2 de deux états quelconques dé dN ne
contiennent jamais dans leur développement les représentations {312 et
(4); Les éléments de matrice des opérateurs biélectroniques se trans-
formant comme 31> et <4> sont donc nuls quels que soient les états
considérés. Ils n'interviennent pas dans les corrections A et en principe
nous n'avons pas besoin de les calculer. Cependant, il est commode de
pouvoir exprimer complatement le changement de base faisant passer de la
xp Ry Xk

xk
description par les opérateurs couplés§ W i W 3 } 3 celle des

opérateurs classés,

~ Les opérateurs (O)@{Z} s (12><O> , < 2><0> sont en fait des opéra-
teurs monoélectroniques et nous ne nous intéresserons donc qu'aux opéra-
teurs apparaissant dans les développements a) b) et ¢) c'est-a-dire

correspondant au pléthysme {;2 > +<12>:| & é 2}

-~ Les réductions & SU2 P4 805 nécessaires sont données par Wybourne et
Butler (1970) sauf celles correspondant ?:1<212> ,<22> , 31> etLHOD>
que nous avons déterminées a partir des réductions des lN et des
produits de Kronecker dans les groupes Sp10 et SOS; Nous avons trouvé :
<21% =1 av + v + 6]
°[
+ 7L (20) + (22) + (31) + (10) + (11) + (21)

+ 2 [an + @)

<25 = 1 (00) + (10) + (200 + (22) + G4O))
+ 2 [an + o) + 21 + G ]

+ 2[00y + (20) + (22}

4> = ! [(oo) + (20) + (22)]
+3[an + o + 6D}

# [ 00y + (20) + %0) |
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B

¢31> = {an + o) + 2D + 6ul

+3[ (00 +211) + 2(20) + (21) + (22) + (31) + (40)]

+ 3 an + o) + 1)

- Les réductions SO.DR. nécessaires figurent toutes dans le livre de

5773
Wybourne et Butler (1970).
Nous ne nous intéressons en fait qu'aux opérateurs biélectroniques
(xkl, OkZ) xk avec (x,k) = (0,1), (0Q2) ou (12) intervenant dans les
expressions /_\1’ Aq, Asc'

Mais nous verrons que les formules de vérifications des coefficients

de Clebsch-Gordan calculés, nécessitent de connaltre l'ensemble des
coefficients pour toutes les valeurs de xk apparaissant pour un ensemble
( GH_G%)(TU donné et nous n'avons pas limité dans les calculs les

valeurs des (x, k).

De méme, les opérateurs classés[crxubk] font intervenir dans leur déve~

k x,k xk
1w22]

p.4
1
loppement des opérateursl:w avec %. X x2k2 ne répondant

171

pas aux restrictions imposées par.ﬁg,ls ’Q&C mals pour les mémes raisons
q

nous ne limitons pas non plus dans les calculs les valeurs de x1k1x2k2'

2°) Détermination des opérateurs intervenant dans les corrections Aq’b‘ﬂ,r%(’.

suivant les propriétés d'hermiticité

-

D'aprés ce que nous avons vu au chapitre I, si nous utilisons la
convention d'Edmonds pour définir "1'hermiticité des opérateurs tensoriels"

nous pouvons dire que les WXk de départ sont "hermitiques" si x + k pair,

nous les notons -+ et sont "antihermitiques" si x + k impair, nous les notons-
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02
04
11
13
01
03
10

3(oo) W -

3(20) w12 -

wl&

Nous avons donc <12> 1(20)

= =

<1% 3an)

+ + + 4

et 2> tan

= = = =

Les opérateurs biélectroniques vérifient alors :
< 2>3 { 2} du type (~--) c'est-a-dire "hermitique" donc de type + au total
<’1$@§l 2} du type (++) c'est-a~dire "hermitique'" donc de type + au total
<2><1?> du type (~+) c'est-a-dire "antihermitique" donc de type -

Or si nous considérons AQ (01) x + k impair donc AP, est du type -
A, (12) " " donc N est du type -

Ac.] (02) " pair donc Q(,‘ est du type +
On en déduit immédiatement que seuls les opérateurs biélectroniques:
classés venant du produit <2><1Z> interviennent dans A-@ et -AJ,C\/

interviennent seulement dans )

Ceux venant de {<2>@{ 2]

< {2

III) Détermination des coefficients de Clebsch-Gordan ['SO;.D RBl

1°) Construction des systémes linéaires

D'aprés ce que nous venons de voir la classification des opérateurs

biélectroniques par rapport 2 Spl‘(? sU, (S0.2R,) nécessite la détermination

des coefficients de Clebsch-Gordan qui définissent les transformations liné-

aires suivantes :

‘(u5u13utk>zhzh <uilql-'+ u‘i.hji‘ki(\,"»l> |u;h;}u}h~j,la>

]
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ol uiki et ujkj sont les reprégentations de SO5 et R3 apparaissant dans la
classification des opérateurs monoélectroniques WiXk , soit (11) 1, 3 et
{20) 2,4 et ol u sont les représentations apparaissant dans les produits

de Kronecker

(11)(11) = (00) + (10) + (11) + (20) + (21) + (22)
(11)(20) = (11) + (20) + (21) + (31)
(20)(11) = (11) + (20) + (21) + (31)
(20)(20) = (00) + (11) + (20) + (22) + (31) + (40)

L'opérateur de Casimir du groupe SO5 pour les configurations dN s'exprime
en fonction des générateurs du groupe, V1 (dd) et V (dd), par la formule

I R I N
GSO5 =3 [v (ad). v (dd)+v (dd)., v (dd)]

Les représentations irréductibles (u) de SO. sont caractérisées par leur

5
poidg le plus haut (uluz) et les valeurs propres de l'opérateur G sont
données par 1l'expression

G (u) = %-[u (u + 3) + u, (u2 + lﬂ
Notons que v (da) 2@%6'L et que vk JEMﬁlJ

Nous pouvons écrire alors :
G -LL2=%\/3L\/3
et suivant la méthode décrite dans le chapitre T nous trouvons que les
coefficients des transformations lindaires cherchées sont définis par les
équations :
[G(u)—G(u)—-G(u) k(k+1)+§k1(k +1)+302(k +1)]
<u1k1+u2k2‘u k>
14 ' + k + k41 {k' k!
Z(1 { 1 2 }(ulklUUBIIuk'XUk \|U3lfU21<'2
h,‘fu ky ¥ 3

Cugk! (FUk'L uTkD> =0 (6)
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Pour les cas considérés il n'apparait pas de dégénérescence externe et
les seuls cas de dégénérescence interne qui interviennent sont

(11)(20) ~—» (31) 3,3' et (200(20)—» (31) 3,3!
5,5! 5,57

Nous n'avons donc introduit dans les notations des équations (6) que
1'indice T repérant les valeurs de k qui apparaissent plusieurs fois dans

la réduction SOSD R3'

Les &léments devmatrice réduits de U3 sont tabulés dans les tables de
Nielson et Koster (1963) pour les représentations intervenant dans la
classification des états d comme c'est le cas pour (11) et (20),

Nous avons donc 2 notre disposition les données nécessaires & la construc-

tion des systeémes linéaires par valeurs de (uluz) u ¢t L données, cons-

truction réalisée par le programme CLEGA 1,

2°) Détermination des coefficients

Une fois les systémes linéaires construits, une premidre série de
solution pour (uluz) = (11)(11), (11)(20), (20)(20) a été obtenue 2 l'aide
du programme CLEGA 2, solutions gui dépendent d'un choix arbitraire de
phase pour chaque systime (uluz) utk traité et d'un choix arhitraire de
solutions orthonormées pour les cas .dégénérés cités plus haut, On sait
qu'en fait le choix est beaucoup plus restreint si 1l'on s'impose les condi-

tions suivantes :

- le calcul des éléments de matrice réduits de U3, pour une représentation
u donnée, 2 1l'aide des coefficients de Clebsch-Gordon obtenus pour un en-

semble (uiuj)u donné, doit redonner le méme résultat en valeur et en signe
que les cas déja calculés pour un autre ensemble (u'iu'j)u, ou que les cas

déja tabulés dans le livre de Nielson et Koster,
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Le calcul des éléments de matrice de.U3 permet une vérification des
coefficients calculés et impose une welation de phase entre les diffé-

rents systémes correspondant & une représentation (u) donnée.

-~ le méme principe appliqué aux cas de dégénérescence interne apparais-

sant dans plusieurs produits de Kromecker impose que les différents

choix de combinaisons lin&aires soient compatibles,

Ainsi, dans notre étude les solutions [kll)(ZO)} (31) 3,3' et ['(11)(2051(31)5,5'

ont été choisies arbitrairement et ont imposé les valeurs de
<f(31)zik\iU3H (31 k! alors que les solutions [(20)(20)] (31) 3,3" et
[(20)(20)] (31) 5,5' fournies par CLEGA 2 ont été combinées linéai-

rement de fagom a rétrouver les mémes éléments de matrice de U,

Dang tous les cas les éléments de matrice de U3 sont calculés a l'aide

de la formule :
Claguy) Uxk 05U (ugu,) U2 kD> =

Z(‘Ulk + Uyk, | UZKD>CY, k‘ + Uk, | U TR V(] [x] -n¥
h'h i ! + s h h’ !
t?.‘ kf [ g(“{z‘t)@)&‘i)d }'\’.z, k {kl»lzlhd} <-U.4h4 ”uK“u/'h4> C?-)

¥ 8(%‘%’)L) bk f“h’} 0y R il USY u, k> ]

K, kR,
a) Comparaison des cas (uluz) et (u2~31) et cas des carrés Kronecker

- Echangeons les.indices 1 et 2 dans la formule donnant les coefficients

des syst2mes (6)., On obtient la méme phase pour les coefficients diagonaux.
"Pour les coefficients non diagonaux on obtient la différence (- 1)k1+k2+k l+k'2
On en déduit donc que<u‘,‘t:24122‘+u t!‘lA i;wth) (_4) <'u4“c1k4+ u&ta [.u.tlQ)
(Pour les cas qui nous intéressent (11) 1,3 et (20) 2,4 on a toujours kqtk, |
pair),

En fait, on sait que pour u donnée il reste un choix arbitraire de phase

pour chaque valeur de k,
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On utilise alors le calcul de U3 pour imposer des choix compatibles
de phase pour les systemes (ul)(uz) et (uz)(ul);

Echangeons les indices 1 et 2 dans la formule (7)

ers k + k!

On trouve que la différence de phase est (-1)
On en déduit qu'on a au total la relation habituelle de 1'échange de
deux indices dans le groupe R3 soit

Qugty ky +up &g k| wutkd = (1) B bkt k(ul?: 1kt u ok utk>  (10)

- Supposons que uy et u, solent la m@me représentation,

Dans le cas des carrés Kronecker les u se séparent en u symétrigqueset u
, P . . . . 2
antisymétriques suivant respectivement les pléthysmes ui@5{2j et uicg{].}

Donc si on échange 1 et 2 nous trouvons deux cas :

- u symétriques

L'échange des représentations u de SO, ne doit rien changer

5

L'échange en Ry donne (~1) kytk, + k soit au total -

Cujlt ug Ky A = -1 M1 TR T E ot vl kA g (11)
- u antisymétriques
L'échange en 505 doit donner -1
L'échange en R, doit donner (-1) ky +ky +k soit au total
| Cup kg +uy k1> = D T el o ] 1fA k> (12)

On peut rendre l'ensemble des formules (10) (1D et (12) compatibles

en posant

k,+k,+ ktp

- o 172
uy Boky +u,2k, | wTkpP = (-1) <u, bk, +u lik | ulk>

- avec si up = u, p =0 siu

w

p=1 si U

TR

- avec siu, #u 0

1 9 p arbitraire
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b) Vérifications par le calcul des valeurs propres de 1'opérateur de

Casimir et Tableaux des réshltats

Le calcul des éléments de matrice réduits de U3, 2 1'aide des

coefficients de Clebsch~Gordan des différents ensembles (uiuj)u, Tepré-
sente une étape de vérifications suffisante si lesul kiiU3\lu«I'kﬂ>
soﬁt tabulés dans le livre de Nielson et Koster. Cependant, pour 1es'
représentations U qui n'apparaissent pas dans la classification des états
dN nous devons vérifier les éléments eux-mémes.‘

On utilise pour cela la relation qui existe entre les valeurs propres de

1'opérateur de Casimir du groupe SO_. pour une représentation u donnée et

5
les &léments <uZ k| USf ul'k'>
On a en effet les relations suivantes :
h-ct ’h. O "‘\'. .

<ut%qu]utk¢> GOO:GO Lq ° q CukllGnuk>  sar
G(u):\%a- <ukiGiuk> et

C
<uth\16-lt41.bk>:(utktf§6- L""-«-.g. Wulturk  scit au koral

hek"
G(u)-.g% k(k 4) ‘Fs"[jEj %,<utk!l Uit k'S cw et R I uds ae k>Ea) ¢13)

f

1t

<uthkqlGlutkg>

On vérifie, notamment pour les représentations (31) et (40) que 1l'applica-
tion de la formule (13) sur les résultats donnés dans les tables VI redonne
bien les valeurs propres de 1'opérateur G,

L'ensemble des résultats du calcul des éoefficients de Clebsch-Gordan

805:3R3 qui nous intéressent ici est donné dans les tables V
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IV; Détermination des coefficients de Clebsch-Gordan Splajggz %30

5-...-

1°) Construction des systimes lindaires

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe II la construction des
opérateurs biélectroniques symétriques cherchés nécessite la détermina-
tion des coefficients de Clebsch~Gordan de SpldI)SUz x 50, intervenant

dans les transformations linéaires :

[@]Q}G‘Luk> :MIZ‘ <G;x,4'1q4 +01x;uag<'{g-xu7< ol k;+ uy k;tm;futk>
121

JUQLX-L
"(Ihl4k|=, IR - .IH
L )
lof1 U4'x1k4)‘7'z.'-"a,"@ 2, % oc.h) (_/H})
Lescri x; uy ki sont les représentations de Splo, SU2, SOS’ R3 apparaissant
. xk
dans la classification des opérateurs monoélectroniques W, et les o

sont les représentations apparaissant dans le développement du pléthysme

soit < 1°> @{2} =g 0> +<1D 12 +(1‘f">

<2> @{2} =<co> 412> 425 +en>

<231y =<1%5 42> +<n® + 31>
L'indice<¥'repére les ensémbles (uiuj) si la représentation u apparait
plusieurs fois dans le produit de Kronecker u; X uj. Ce n'est pas le cas
dans notre étude mais nous l'avons introduit pour plus de généralités
car il serait indispensable si 1'on voulait calculer 1l'ensemble des
coefficients de Clebsch-Gordon nécessaires a l'application du théoréme

de Wigner-Eckart pour les opérateurs a deux corps que nous avons définis.

L'opérateur de Casimir du groupe SplO pourles configurations dN s'exprime

en fonction des générateurs du groupe par

=1 [(w01 (@a)? + @° @)? + w0 @»)? + w? (aay s (wl‘!*(dd))a

5p 8
10 (15)
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A une représentation irréductible <o>de SPIO caractérisée par son poids

le plus haut (G;..... 43 ) correspond une valeur propre de l'opérateur Ggp
' 10

donnée par 1l'expression

ona Wl + @B =ttt a2 6
2 2 SO5
et w00 =22
5

On peut écrire (15) sous la forme
86, - % G - % s?2 = wl?.yt? 4 gtt wlt

P10 5
Lorsqu'on sépare en deux espaces soit Wlk = WAlk + WBlk on trouve l'expression

"y k B F : B S0l Bt uaol 1 i
%GSPJ\Q- gGSP ""'(86'5 h §G’z “'%G f'iG *--""S "'g_‘ A,-f?SQ:JZ_W ,WB (16

v

o Pio L O Ste 50§ k;z,4

Suivant la méthode décrite dans la chapitre I nous appliquons 1l'expression
(16) sur les deux membres de l'équation (l4) et nous trouvons tout calecul

fait que les coefficients des transformations linéaires cherchées sont

définis par les équations :

FX-(G]x{u‘ R e I ST NPT Y TOTRN SO Z<<q X, o 3w &>

I 2
. LA
p , 2k v ik reek (o) 2t x }i: ki k 7
<Uv,1k %‘hlldu—tk iy 47T Ry { 4 %, j { 2
At 4Ry, > () L, 2 4 i;,u ko ky K

<G.:1, 7:_4 AL, k‘ | W“(N G-i ":(,f{ u'4 Ll’4> {U; ’l&uak‘a i W“‘Kﬂ(}; ’l-,&,UL'L )ZL > = QO
du F = [860)-860)-7 66y~ 1 Gl 6e,) 12 600) - gt 5:(&“)4;%@“9

1 ! f
ek "PL = X g Li

Nous préférons écrire ees équations sous une autre forme. On multiplie les

2 membres par Z <u1h4 +u_L}22' iobu LL>
o(hﬁh_u
et on obtient finalement les équations :
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. E y [ A
F<UZ ANy 0, g R [T = 2’, LOTR R T, Xeg Uy X Lae L
w ! .
i4\ ?
UAUQP{

I 1 ) 741’1’ * I—L*'h;"")‘{* P Y
klZ_'<.u4 h’{+uzk‘a\M}Lh><u“k4+U&hz\qﬂ]p_>{1l;AJQA) E) (Af*)
b
AZ‘.’. h‘,‘ kle, 12_ Ak | ‘ . - |

[QL kd K <T1 7('1u'4h—( “W i Q’!-4ULIQ4>(U_2‘)&UJQ2HW E]Gxeuzh_z‘):_o
K:..'Z,u-

oll tous les coefficients SOP R3 (uz’;ki + ujkj \p(uk> nécessaires ont été

calculés précédemment,
1k

On pourrait calculer les éléments de matrices réduits des Wi 3 1'aide
des relations de commutation et du théoréme de Wigner-Eckart, mais il est
simple ici de les calculer pour les configurations <1p> qui apparaissent

-

dans la classification des états dN 3 l'aide de la formule :

ok || W ou'x'k'> = N 3 G ke 2 < bl <Pl
> J

_+E1—'x.1—}-t+3/; Ay 4 %) (2 k&
Q-{)x {rxf{c L’}{k K k'}

oll \P’ \P représentent les états de dN_l

—

et d et <'Ei’i}\1’> les coefficients
de parenté fractionnelle tabulés dans Nielson et Koster.
Pour la représentation {2 on a utilisé la formt;\le (18) donnant les
éléments de matrice réduits des Wlk en fonction des coefficients de
Clebsch~Gorda11;
On a IX 1> = <0>,<12>,<2> soit
< 1>2 (10) D x<1>2(10) D 2> 1(11) P,F
3 (00) S
3(20) D, G

-

Les sommes se réduisent 3 un seul terme et les C.C.G. utilisés sont égaux

-

a 1, On obtient donc simplement
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‘ . : y
(<L>3c.u R i W":{icz;;ee_’u’k'): (<4>ﬂ’@ u)D!IW“Mﬂf‘(m)D) {EQE‘L’}[H&‘;JJ ¥

l

o N bk k' " » :.'.’f-h'+ y 'x.d—k.
e e [ e ]

avee (<45Go) D W <> o)D) = 5
(<45¥ o) D w' \[<1>b('4 o)D) = 3(37

Nous disposons maintenant des données nécessaires & la construction,

par le programme CLEGA 1, des systemes linéaires par valeurs de

ol ~uk données., Les coefficients (-.0"1 X, u u [(rx u) ne

P 0, x

171 272

dépendent pas de k et nous obtiendrons les mémes systémes pour chaque
valeur de k. En guise de vérifications des données (utiles mais non

suffisantes) nous les avons tous fait construire par CLEGA 1.

2°) Détermination des coefficients

Dans les cas traités ici il n'apparait pas de dégénérescence et
le seul probl2me est toujours la détermination des phases des coefficients
et la vérification compléte des CCG obtenus. Les éléments de matrice des

1k
W sont donnés par la formule

o e o L.
L{ATxuk il W lier)eLu' k! > = 2 oz, U+ @ x, A | T M)(g‘fz.;u; 0 1w [9 FTN

‘V,} ¥,
A

hﬁhﬁk'ﬂﬂxﬁxwwfﬁ- }yb

CuRruyk furkdculR! sl k) jue k) [-%(cv;i»;,)@ JRER IO 0]

)
')L1 1.2,1'4

kwk' {4t . bk o hekeex sty e
Ik h,h e <am Wi al> # 30 e ke

S o A R SR N TR P 8)

! 1
kb bk, ] Ta, 2 2,

avee ¥, =(x; ucky)



Pour les représentationsc) de Splo contenant dans leur réduction A

SU, x S0, un nombre important de représentations comme par exemple

2 5
2 5
L27> et 217> les formules (18) pour K= 2,4 sont trés longues 3
calculer méme pour un gros ordinateur. Il noué a paru cependant

indispensable de vérifier complétement, en grandeur et en signe, les

coefficients obtenus,

a) Cas de 1l'échange T T2 T 07 et des carrés Kronecker

L'étude de 1la formule donnani: les systémes (17) et de la formule
(18) donne le résultat

x1+x2+x

<03 XUy Ty X uilc‘x uy o= (-1)_ ((j-l Xy HOy X, uz\ FEUD>
et comme précédemment on peut exprimer 1l'ensemble des résultats par la
formule

+ Ryt %k PP,

- x,
TR Uy + 03, %y g | T D 20 <O g Ly, +0% 20, Wy | TXUD

(19)

avec _p}. =0 si u; = ouy et u symétrique

py =1 " " antisymétrique

p, erbitraire = 0 si u) # u,
=0 =i 0‘1 =0‘2 et 0—8‘
Py = 1 =i gy =0, et ™,
arbitraire = 0 si 0 # T
Cette formule appliquée dans le cas (ox o )O‘S et u, # uy pourrait faire

croire que le pléthysme LT @{ 2} ne donne pas que des opérateurs

symétriques par rapport a 1'échange (1, 2).
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*. +x +x

12
£o- xquy HOx U, | o~ X u> = (-1) ({T’x2u2 +{7“xlu1|0’*s x u>

En fait, si nous écrivons explicitement le développement d'un opérateur

biélectronique on obtient

N - xR . xR,
&';}xo;_)o*u] ]‘1 = Z{?; % T[T RS G, h‘+ubhalm><hﬁq1-}h&c]h) Re><x 40, Tt xﬁ';[cj(u:}\r\ﬁ‘,:m&ujwn

|

: L+ F * Jhoekr R, ek, +k Ryt AT
L‘.e&anﬁa(’li%)d.onnc (-1.)11 e P‘(_«t)h* 2 [’164) L.4)

P
sout au toral Q") v

Ainsi dans le cas (G’XO")U‘S, P, = 0 le pléthysme a bien sélectionné

les opérateurs biélectroniques symétriques;

b) Vérifications finales par le calcul des valeurs propres de

1'opérateur de Casimir de Sp10 et tableaux des résultats

On peut écrire successivement

<TSuLmi |G loSuirn> = 66 2§ (2 08 [h o) STSuLiGirseey

Soi b G‘((T):

<FSuL|GReSul>
S)(e]

<o SulIGUESul> = <a-suL.;;4 ZU)””{ * Lh}m»/[mik_] lleSul

"

() v ' . st I L iy ' o
\Sou—‘ aFre..s c{&veldwmwk G( > Z&__,) +5 + SgL§M1ﬁ|g-s4uuLt><TS u"L“rwa%fJ”SuL>

‘3[:5‘]1_ L_] AR ugy

D’a,u\"ra, Pam% on

< YsLpweladuys> VL’sJQ]:% <gsLl LH'S‘L'>=@L:’V:VRu')ww)’?(fr’)sisr)a‘\u-')
5
<y suiW ey s> - () 1[-? SOV Lyacss)

On obtient au total pour G (¢-) 1'expression suivante :

G@*g&][m] L eeten + 2LAS GRS

+i[s]ZU) <euLiUilru S gaul Ui T Ul
fs W n
+ Z_Q yo <ow‘5'-liwwll<?“u ST > <eu S L W Firu s
\SuLh

+ Z,L O s W NS 1."><m"s‘c1;w“'na~u5L>]
IIS-ILH '
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On peut vérifier sur un cas simple que la formule obtenue, appliquée sur
les résultats donnés dans les tables (VITI), redonne bien les valeurs
propres G (o).

» % 2 - '
Pour les représentations 2> et 21> le trés grand nombre d'éléments de
matriced “Wl%l > et <'uw1ﬁ >oblige bien sfir a calculer le formule
sur ordinateur.
L'ensemble des résultats du calcul des coefficients de Clebsch-Gordan

SpldD SU2 %X 805 qui nous intéressent est donné dans les tables (VII) et

toutes les vérifications ont é&té faites.



TASLEAU VII
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Y

o
L=
T
T
v

L]

1

n.
=N
vi
v
LA
wi

£<11><11>] <O0>LD71(00)
(C1I>010(11) « <1201 7(11)y /
(¢l1>0033(20) + <11>L017(20) /
[<ii><11>] <11>0013(20)
(<11>01301) + <11>[13011) 7
(¢ii>0012(2u) + <11>[03(20) /
[Ci1><ii>] <AL 130Ly)
(C115013(11) + <11>C130(11) 7
(¢11>0130t1) + <1i>001(20) /
(¢li>003(25) + <Li>L1I(1L) 7
[<115<11>T <1 >L01(22)
(¢1i>013¢11) + <11>017(11)y 7
(<L1>007(20) + <11>003(20) 7/
[€31><1L>) €1 >L1121)
(¢11>013011) + <11>C13(11) 7/
(CL1>013011) + <1i>L013(20) 7/
(<li2003¢2ur % 312002081y 7
[CL15<11>T €22>[01(00)
(¢11>013(11) + <i1>L13(11) 7
(¢li1>003(29) + <LI>C03(29) 7
[<C11><i1>] <22>[03(10)

(<115013(14) + <11>Li3c11) 7
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OE  CLE3SCH~30IDAN

<0>L03(00)
<O>C03(00)

<1li>701(20)
<li>foiczy)

<115C013{(11)
Cil>C13t1L)
Cii>rlifll)

<1
<1

<1
<1
<l

>ro3iazy
>Ld3(22)

>r1l3i2l)
>[11i21)
>L1ai21)

<22>r03(03)
22> 04104}

<22>[ 0301

SPlO)SUE*SUS

REORISENTATIONS IRRZDJICTISLES DJ TyPE <11><11>

1(330) /22
1(154) /22

-1(10)/%
1(58)/4

1015175
~1{42)/12
-1(42)/12

LIS A A T

~1(2}/2
~1(2)/2

1{3}73
“1(3)/3
~1(3)/3

-1(134%) /22
1{330) /22

1(1)/71

i



[<CEL><1E>T <22>001(20)
(<lL>C13(tt) + <ii>l1a(1yy 7
(¢11>0033¢20) + <11>[013(20) 7

[<C11><11>3 <2250 013(22)
(¢11>013011) + <11>C13¢i1y 7/
(¢L1>003(20) + <11>0[03(20) 7/

C<C11>€11>T <22>003(40)

{c11>003(29) + <iidLo(20) 7~

CCLL><LL>T <2251ttt
(CLLI>0U3(1Ly + <Li>{11011y 7
(¢li>01It1L) + <11>Lu1(20) /
(<11>003(20) + <i1>[13(11) 7

[<11><i1>] <22>{11(20)
(CLI>013011) + <11>011(11) /
(<LI>0L(1L) + <11>0013(20) 7
(<li>000¢2d) + <1i>013(1Lyy /

LC1l><11>] <22>011(21)
(eli>f1 01y + <i1>lt31ty 7
(CLI>013(1L) + <11>0273(20) /
(CL1>023(20) + €11>L17(11) 7

[CLIp<iln>] <2201 (31

v <11>031(20) 7
+ <1I>013011) /

(Cri>f13(11)
(¢l1>0033¢22)
C<11><L>] <1 »l27t10)

(¢1i>010¢1L) + <1011y 7

[<Lip<i1>] <22>(21(00)

(CLE>013¢1L) + <11>[13(11) 7/
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(0J(20)

{22
2>{01{(20)

<2

VoW

<z25[013(22)
<g2>r01i22)

<225001(40)

22501001
<22>[1itld)
<22>L1J4(11)

<22>0113(23)
<22>0113(20)
<22>r11(20)

<22>C11{(21)
<22>rt1ia2ly)
<22>[13(21)

<22>011€31)
€22>[14(3L1)

<1 >[23(13)

£22>021000)

1" n [ R 1 toH N

ot

(3JIT= 1)

1(5)/74%
1(19) /74

-1(2)/2
1(2)72

10171

1(21)r5
1(33)/712
1301712

D il
1(2)/2
1(2}7/2

1(5)/3
1(5)/5
1(5)/5

1(2)/2
1(2)/2

1{(1)71

1{1)/1
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[<C11><11>] €22>023(20)

(CLI>D13011) + <11>010(11) 7 <22>021(20)

[<CLE><11>] <2250 23(22)

(CLI>010011) + <LI>013(11) / <22>024(22)

(SJITZ  2)

1(1)r71

1(1)71

i



COEFFICIENTS DE

o5 4

TABLEAU VII

CLEBSCH~-GORDAN SP1035U2xS05

CAS DES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLEIS DU TYPE <2 ><11>

(<2
(¢2
(<=
(<2

(2
(¢2
(2

(<2
(<2
(¢2
(g2

{¢2
(¢2
(2

[¢2 »<11>3 <11>02120)

>L23011) + <11>T03(20) /
>L13(20) + <11>013(11) /

[<2 ><11>1 <it>riin)

>IO(1LLly + <i1>f13(11) 7
>UL13(30) + <ri>CiI(11y /
>013(20) + <ii>Liiqlyy /
L1320 + LLL>L01120)y 7/

[<2 ><11>3 <2 >L071(11)
S>r03(11) + <11>L03(20) 7
STLI(00) + <i1>fiacity /
>013(20) + <1i>013(11) /

[<2 ><11>1 <2 >0113(00)
S>I0J(11) + <i1>li(1ty 7
>013(20) + <L1>003(20) 7

[<2 ><11>1 <2 >[113(20)

003011y + <1l>013(L1) 7/
>013(00) v <11>0013¢(29) 7
>01d¢zd)y + <112013(11) 7/
>013(23) + <11>£012¢(20) 7/

[<2 ><11>] <21L>531(11)

>3320
>I13(03)
>013(20)

+ <11>003(290) 7/
+ <L1>013(11) 7/
+ <11>0103(11) 7/

<11>£0310(290)
<11>001(23)

<i1>f13d(1l)
CLi>f1 il
Cilr>rili(iid
Cli>riddLly

CSr0diLLy

>C03(11)
>L0J(1L)

>LL14(00)
>0113009)

>011(20)
>{L1ezy)
>011(29)
>011¢20)

- ot et e

C2LL5L03(11))
C211>C01(11 )
<211>Cullil)y

Hon

o8It

ot

1(1)72
1(3)/2

1(15)/10
1(2)75
-1(42) /10
~1(33)/10

-1 (14%)/3
~1(2)/4
1(42)/8

~1{15)/5
1{21)/%

1(10)/8

1(5)/12
~5(3)/12

3(2)/8

1(30)/8
-1(210)720
1(10) /730



<2
(<2
(<2
(<2

(¢2
(¢2

(¢2
(<2

(<2
(g2
{¢2
(<2
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L2 ><115>1 <2ti>ra1(21)

>I23(1L) +
>L12(29)

<11>001(20) /
FoCLI>LIL) 7

[€2 »<11>d €211>033(31)
>003d011) + <11>003(20) /

>013(20) + <Li>0i3(11y 7/

(€2 »<11>7 €211>013(20)

>L00011) v <L1>[13(11) 7/
>013(230) + <112032(22) 7/
>013(23) + <11>013(11) /
>Ord(2dy + <11>001(20) /

(<2 ><L1>] <21150113{(22)

>003(11)
>013(20)

+ 1101211 /
+ <1120073(20}) 7/
[<2 »><11>3 <2115013(31)

+ <L1P013¢1y 7/
+ <11>003(29) /

>013(29)
>013(020)

[<€2 ><11»] <eli»r13010)

>E3011y + <1id0LI(1L)y 7/

[<€2 »<i1>] <2li>r1il(iy)

>D23011)y ¢ <1013y 7/
>U13ou) + <11>013(i1) 7/
>013(28) + C11>013(11) 7
201 3(20) + <11>033(20) /

€2115001(21)
<2115001(21)y

C211>{0d0351 )
2115003031

<211>811(23)
C2Lli»fr (20
2Li>{110200
<21i>{13(20)

<zti>dC1it22

1
<2111 1(22))

<2L1>011(31),
<21150113(31))

C2141>0113(19))

<211>01 30110,
<2110 1011y
¢2L15L1I(LL))
€2115L13(11))

tf

Hou

iy 1"

"o Flo1

AR A |

1)

-1(3)/2
1(1)/72

1(11/2
113172

1(19)/8
~1L(5)/+4
1(31/74
3(21/8

-1{1)/2
1(3)/2

-1(2)/2
1(2)/2

1(1)/1

1(35)/10
-1(42)/10
~1(2}/5

1(15)/10
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[<2 »<1i>]3 <211>{13(21)

>C0Jd01L)
>011(20)

+ <11>01301Ly /
+ <LI>010011) /

(<2 »><i1>) <211>027(11)

2L XU
>013e20)

+ <1i>Cia¢ity 7
L - W K I D R4

[<2 »<11>] <21i>r23(21)

>L1129)

<1201 3011y "/

€211>0113121)
<2115013(21)

<21l1>l21011))
<211>021(11)

<21L>021(21))

(sJIiT=  2)

(272
-1(2)/2

1(30)/13
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V. Classification des opérateurs biélectroniques et expression des

corrections

A) Opérateurs biélectroniques

1°) Etude des opérateurs couplés en {(x,k) = (0,2) intervenant dansllq_

Les considérations sur l'hermiticité ent montré qu'ils étaient

construits & partir de <12> @%2} et ¢ 2> @%2]
Les tables V et VII permettent de construitre explicitement les combinaisons
linéaires

[(<1‘“><4"">)<rocuth}0lh: Z (A>3 u + AT I Codx W)

Xy % Gy, _
- le‘< ack o+ a kb, (T h> {W'L‘h‘ W%‘h?‘}%h @‘D)
kohy ‘

Nous avons appelé O’;k les opérateurs construits & partir de<12><12>et

T};k " n " de 2> 2>
L'ensemble des résultats est donné par les tables VIII et IX.
Les nombres k sont notés (k) et on a posé

(R, 7R, 0L Lxky 1Lh.b)09a xRy 2kpce

W LW W T (W W)

ST )

Les C,C.G. calculés définissent une transformation unitaire exprimée par
la formule (20) ci-dessus. L'inverse de la matrice est égale & la trans-
posée et les tables VITI et IX permettent aussi bien d'exprimer les opé-

' Xy kl x, k2 xk ,
rateurs classés en fonction des produitsgw W que l'inverse,
L'expression (1) donnantAo2 montre qu'on doit avoir k + k' pair, t pair
et x, = 0;

i
L'examen de la table IX montre que les opérateurs <2>@{2] 'I'O2

1
ok WOt} 02

s'expriment en fonction de produits iw ot k' et t sont impairs,

Done, aucun opérateur T02 ne participe & la correctionﬂq; On aurait pu
1
le prévoir en remarquant que Aq s'exprime en fonction des {WOR wot 02

k' pair et t pair c'est-a-dire en fonction d'opérateurs du type (+ +) +

donc en fonction seulement des opérateurs classés construits sur le

pléthysme <12>®{ 23 de type (4 +) +,
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5 § ¥ I
l .
(<@ Ty ] o O NEVRNG € wn (D
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(V<o w42 4B @ e @)
40 5 s 15 qn 35 F
I .
O<useaT,] & 4 SO, 5 _ww @Y
. * 5 5 Ao | ¥ ¥ 14

Table IX.
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Le spin n'intervient pas et on peut prévoir qu'on doit pouvoir faire
apparaftre facilement dans 1l'expression des opérateurs classés
complétement dans Spldj SU2 X SOSD R3, la classification SOS:)R3.

La table VIII montre qu'il existe en effet des relations simples entre
les opérateurs Ol et O4 d'une part et O2 et OS dtautre part;

On peut écrire symboliquement en séparant les WW avec x, = 1 et ceux

avec xi =0

02

O1 = A' 4+ B! -
22 _ _ 3 1 2 '
O4 (5) At 4 (3) B
022 = ¢' + D
02 _ ' ' , . .
O5 = C' - D_ relations qui nous conduisent 3 poser :
102 3y 402 2y 02
o' (8)‘01 + @ o,
2 1 02 o2
019 = 2. - 0% + o
2 2 2 5
102 . 02
3 % Y%

1
Dans ces conditions les trois preduits (WOk WOk)OZ qui interviennent
danslﬁ{f et qui, dans la classification compléte Spfa SU2 x SOS’ s'expriment
en fonction de 5 opérateurs (G‘u)Ooz comme le montre la table IX, s'expriment

maintenant en fonction des 3 opérateurs ainsi définis

W(02,02)02 _ (1

15 02 9(2) _,02 2 ,02
=-31 O - T Oy - 5y (66) 0y
(02,04)02 _ 4(6) 02 6(5) .02 (165) 102
W g 21 0 1 - o1 0 9 —""i"i- O 3 Table X
(04,0402 _ (330) _,02 3(11) 02 , 2(3) ,02
W = Tar % 7 oo %2 o 0
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. . y 02 .
Pour comprendre ce que représente les opérateurs O°, écrivons
, i
o2 . ‘ , .
les opérateurs 0, en donnant le détail de leur expression en fonction

des coefficients de Clebsch-Gordan de SpldD SUé X SO5 et ceuxy de S0 _ OR

dee) e 20y
34 £ £

57
Wn,u _W“’ﬂ W’s”i? : m?”‘ Wc.}m CH, Th
l;«’“}(zc)JOil:_M‘fo)[ %_) “%_ _L_;:,_) : 0 0 0 ]
I
4+ © ( 0 0 o0 ' (@ we (330 ]
Y : 24 2 24
{
[<4“>(zz‘)]0? - ) [ Ay R 3 : 0 0 0 ]
2 5 b} 3 I .
@ [o o IR CICRN
< 4 B E S
|
L ! -
(<26 °>]O§ = 4 [ 2 @ @ 0 p 0 0O
5 5 5 t |
]
]
. ] 0l '
[coreold’a0 [@ o @ 0 o o ]
b 5 5 5
9 [0 0 0w (s ]
4 Y Z4 21 ,
[<~’5“> (%)] 0; --& ) O 3 0 " o |
3 *_2) 5 5 ? : B
(2) L3 4D @
A [ 0 0 0 LT o T ]
|
1
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On peut donc écrire :

0‘1’2= - (10 A+ (6) B
‘ 4 & Ot A et B sont respectivement les
02 _
0,7 = (6) A+ (1L0) B -
4 % i opérateurs classés dans le groupe
02 13 02 [T o2 505 [ (11)(11) ] (20) et [(20)(20)] (20)

On trouve en remplagant Oof et 022 par leur expression que O'i2= B

Soit O’iz = [ (20)(20)] (20)2 opérateur classé
compleétement en
SO&D R3
De méme 002 = (%)C + (g) D . _
ou C et D sdnt respectivement [(11)(11” (22)
0°2 = Doy Dy - [20)20)] (22)
102 ml_.[n 02 02] - .
Donec 0 2 ) 0 9 + 0 5 C soit
0'9% = [20y20)] (22)2

Enfin on a immédiatement

0'22 = [[(20)(20)] (40)2

02

. . k' . .
On trouve bien que les opérateurs {WO WOkJ qui ne font pas inter-
venir le spin s'expriment simplement en fonction d'opérateurs classés par

rapport aux propriétés orbitales, donec par rapport a 805:)R3 seulement,

2°) Etude des opérateurs couplés en (x,k) = (0,1) intervenant dans

ia correctionlﬁﬂ.

Les considérations sur l'hermiticité ont montré qu'ils étaient

construits a partir de<:2><1%> et nous les avons appelés B;l;

L'ensemble des résultats est donné par la table XTI
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. . 4 (64,0 LA 050;)94 53{.;,)04. 4-7,41)04l 42 44001 \Afu':‘”)w Mj:uf’{a)w
[<a> <f>e it B W yf W W

| o (W) 3) N € I 7 I I €2,
( )<b>6ﬁ)%‘ A QE' T4 b < ) 4

pu———

Al 2% o ALO 40 Ao

)<m'“>(44)8‘£ ey B35 (As) Gy (B o) (35)

(ets@) 8 | (£ 1) e 0 WD AQ9 429
Ao 140 44 3-0 hio &Y

( Kev@ @) LU Al o o 3 39 o

10 44 0 23 <o AY %
OlcsppnBy | 62 e (B @9 36) 339 (o)
42 b et A0 4o E® A4 0
(DGpeEoB)' |k Mew G o 4D 4Gy @)
. 30 hie - T 20 ¢ Aug 27

()(34)(31)%"1’ 35 Y e o s (o) (3
AQ

Ak o 9% AQ Ay o e o

On vérifie sans peine que les opérateurs <12><2> s'expriment en fonction

(x1ky x9k,) O1

2
des W avec les mémes coefficients que les opérateurs {231y

en fonction des (xsz’xlk ) 01

C'est bien compatible avec le fait que ZQ ol Qi' est symétrique est
L) 3
identique a 2 S_Q entre des états antisymétriques.
L(J !

ok' ok
Les opérateurs qui interviennent dans A\Q sont du type W W, on peut donc
les exprimer en fonction des copérateurs classés dans SOSZD R3 seulement.

Les tableaux de C,C.G. permettent immédiatement de trouver que :

(o1,02)01 _ (3),,01 (15) .0 (15) _,01
W et o+ By - R e
(03,02)0r _ -2(42) 11(210) ;01 (210),

W ! B'l T R T 3

-(02,04)01 _ (14) ,,01 (70) 5,01:, (70) 4,01
W 7 Byt o Bt i B

o
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pdt= [anee] au

c
cr

1 o=

3'21_:_ [aneo]

20t = [aneo] 6

3°) Etude des opérateurs couplés en (xk) = (1,2) intervenant dans

ey

Suivant le méme principe que pour (02) et (0l) nous avons appelé Ciz

les opérateurs construits 3 partir de 2 12 et pouvent intervenir dans

Les résultats sont rassemblés dans la table XIII;

Aol

(QX";»\TuC*L -Nc«,n ijis wcs,n Wbs’is ww,r‘a_ qu,,u an,ﬂ, hfmﬁs w"lzfcl. w«z,u» W 'wm“‘,

CkofaCr [0 9 @ @ @+ @ @9 39 ® @ @
WG 20 Lo WO 4% 4 K] 2% 56 416 14 7
(e e (0 (20) (29 _® .3 20 _30) 8od & (& (165
2 ER ) =0 &) (& (e
I R L L 2 3% i4c B5E A% 14 2%
(e« 2 > 0 0 0 0 3 6y 6o -
4o A0 1 A4S LS 4 A4
(et 0 0 © 0 @ .9 w0 -4 4 g
5 3o o 2 Y :
(Jespall ™ @ 49 0 o 6 0 © 0 0 0

On trouve 6 opérateurs C12 en fonction de 12 produits ( WW ). Les

6 autres viennent de <§I>>3 EKZO), (20)', (21), (22), (31), (AOil

10,02 12,02 12,04 14,02 L4 0%

W contribuent a la

Les 5 groupes W

correction Aﬁ Ils s'expriment en fonction des quatre opérateurs C1 234
A 3 > >

¢
On doit donc pouvoir obtenir une combinaison linéaire des (WW) considérés,

. . N o
qui soit nulle pour toute configuration d . C'est la combinaison orthogonale

aux quatre autres., On trouve que l'opérateur X :
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2

21

(66) ,(12,02)12 | (330),(14,02)12 , (330) ; (12,04)12 _ 2(3) (16,0612 _
iz 42 21

doit avoir des éléments de matrice nuls entre dsux états quelconques

d'une configuration dN

Les 6 autres opérateurs sont du type 31 sont donnés par

[(L)d”ﬂyhcﬂv\/mﬂ WHS w°3r“ N"“}’W ’*21“ wﬁ e n,w\/\[«a,v& A1 02 w«floce

(Yt s gy o 0 0 0 s oy X0
AD 3y 35 35 24y "%y Aut 443

[lodeley (9 0 [ 02 ko 0 0 oy (9 () (0 G2

10 wo b o AY 40 A49¢ 49  w§ 196 -

[Jedlrcs jo o 0 —Qg) L G2 g o o O

¥

e
&
=
he

‘[ké(zz)cfj“’w 3 & 3(_,52 O © O 0 -3 (,@ @oy U0
e

4y g Al

-
1]
Y
Y
al

[]Gﬂfwcfﬁn 0 0 0 @ wwe o -4 4 O

[kedooCs® 0 0 0 0 o 0 O L2689 - 69 K9

24

On voit que 1'opérateur <31> (40) Cii est 1'opérateur X trouvé plus haut.

De m@me, les 5 autres opérateurs 31> sont représentés par des combinaisons
koo X
lingaires 2oz (W " W 2

RATY
*'), qui ont des éléments de matrice nuls entre

, . n
deux états quelconques d'une configuration d .

B) Etude des correctioms A\

Les opérateurs classés ainsi déterminés permettent d'exprimer soit

po <470 XS4 S
<d" P wET Y >

A titre d'exemple cherchons l'expression de AQ en fonctlon des

. . . xk '
les corrections soit les opérateurs X eux-mémes.

opérateurs classés
. ok’ tve .
T ) T T
_th/ 2/ _(d(n,\P“Wc.‘i H dﬂq)/>

e
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1

et considérons le cas Vd'une gxcitation dn--? dn"
A <P XA YS
APV WO P

On trouve pour XOI 1'expression

XOJ - 3z \}:9. \LE%T Z(WZ“W:L) N g\?— Z(wig wdca,)cj 'F'?/E%EE%“Z(W:J ijoj

dl

ek en ﬁp:'}t—}‘ion des Pur‘qu\-h’es L e - A er csd_a on chhaent

xm: Tob i %_ZM?W:“ ¢ (F Z(W:s Nj:a)oi}

9

10 o, eRNCT = o3, ue\e ! r= S S
o {%%—DZ(WJWJ) - %EZ(WCSWJ )r* “*.\1’,-—"”-2(%3%)1}

I3
&
-
5
£
Y
il
-

k!
En remplagant les opérateurs (W’ WOk) par leur développement en

fonction des opérateurs B'01 classés par rapport 2a SOP R3, X01 s'éerit
1.0
x°l = 2VE2'b [_—15 (5780t - (10 +B'§‘-‘):l

2
+ ZWCW B|<1)1

XOI dépend donc des 2 groupes d'opérateurs a) B'(lj1= E(ll)(ZO)] (11) 1

‘2’1-;- B'O; = [(11)(20):] (2101 +[(11)(2o)] (31) 1

b) B!

On remarque que le coefficient de C ne dépen& que de E(ll)-(ZO)] (11) 1

< ax®h o> ol _
F)r Aﬂ—m et W~ = {111

.On montre ainsi que le coefficient du parameétre C est constant pour une
. . n
configuration d donnée, résultat en accord avec.l'étude de Cl. Bauche.

. . )
Cas particulier de l'excitation d= dd!

On montre facilement que les expressions Ae—ib‘%,él(: s'écrivent dans ce

cas
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mooZ el 533
VAN :(_0&4;@{ [{i'ie:j e L+L’§L 222 ig]

T B RN P

On remarque queA b, pour tout ensem;bleq) LP’_ de dz; Les
. ! 3= P !

termes diagonaux s'écrivent simplement

By Ty of T

et dans ce cas on a Ac‘: /léc =D}

On en déduit en partAiculier Q1‘1e [)Q - b,a(’} O.pour tous les termes de d2
De fagon évidente AQ - Bye=0 | pour le terme %) de d
Ainsi la valeur[AQ-—ﬁAc]est la méme pour les configuratioﬁs d et'dz.

La symérie par rapport & la 1/2 couche entraine qu'il en sera de méme
pour l'ensemble d8 - dg.

Pour les termes de spin maximal la symétrie par rapport aul/4 de couche
permet d'en déduire que[bg-b.x]a la méme valeur pour les termes de Hund
des configuré.tions d3 et d4 d'une part et d6,d7 d'autre part,

Cas général d'une excitation 1" 1n—1 1!

Les corrections AXk s'écrivent
) S ST T
S S (I ] B P AL WA L b
'th" Ltl ) <€ﬂg‘t)u W}_hg_@/h%ﬂ)

et pour le cas général considéré ici on ne connait pas la classification

. des opérateurs biélectroniques.

En développant 1'expression ci~dessus on peut montrer que AXk sg'éerit
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.2$+S+‘; +lf41-{~l?«

B rmz_\} VTr] [( » *U>H:¢ oo Z@HWXY iw>®
‘th’ gi;q?i

_ o AT g Rt T

T n R

V[x:)}_:h__]. {l:s]?:SDCL]ﬂL’.]}""‘ % ljﬁl; :; ;“3 <£ \P“w h I n i >
Y W

£
k
k

M e

}

—

_En exprimant les coefficients de parenté fractionnelle sous leur

forme factorisée en produit d'un' CCC SOZL 1= <u L pHu,l ‘ U L>et
d'un coefficient <u%|}wS> ot v est la séniorité on réussit A montrer que
les parties dépendat;t: du spin au numérateur et au dénominateur, c'est-
a-dire pour XXk et WXk, sont les mémes.‘-

On trouve que cette partie s'écrit, avec les notations usuelles—\'{j&cp
pour les termes parents et grand—par.ents :

55 *S+S+‘;’er[ :]1.,‘}) {%’/S lg

Z_<VS|’\}'S><G$""}'5>L 3 S‘lja,

U358 _
Z @spﬁé $8(55 >@JLs]) (4)5*3*“1{?&% by f

fO'-Sg

R . .
Dansg N cette expression s'en va donec et 1l ne reste que la dépendance

en partie d'orbite & savoir :

- ‘ }Q_J . - ,\-—. ) h.
o -z, ezl & § Vet St bzt ) i
LR . ~

RT @0

L) By e
DL R e VR >

et on arrive aux conclusions suivantes :

Si on utilise la description des effets de second ordre sur la structure
hyperfine & 1l'aide des corrections D (description qui n'a de sens, comme .
1'explique Cl., Bauche, que pour les configurations Qn , la classifica_tion
des opérateurs suivant les groupes S%E*-’--DRs est suffisante, /N ne dépend

que des propriétés orbitales.
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Si on utilise la description préférable a4 1'aide des opérateurs
effectifs XXk 1a classification suivanﬁ 1'ensemble de la chalne
ESP :)SU’XSEEA:szi est nécessaire et la dépendance en spin

alry, @ :
est la méme pour ka et XXk.

Les classifications des opérateurs biélectroniques déterminées
dane ce chapitre permettent d'exprimer et de calculer completement
les effets de second ordre sur la structure hyperfine des configu-

. T . . ’
rations d dans 1fune ou l'autre de ces descriptions,
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PLAN DU CHAPITRE IV.

CALCULS AUTCMATIQUES

lére partie : Description de CLEGAt, programme de calcul des formules

angulaires.

Introduction.

I) Notion sur la compilation algol des ordres arithmétiques.

A) Producticn de la notation post-fixde.
1°) Notation préfixée et postfixde.

2°) PassageAde la notation habituelle & 1a nctation post-
fixée. Pile de mémoires.
a) Expression complétement parenthésée.
b) Expression non complitement parenthésée.

B) Constitution du programme objet.

II) Adaptation au cas du calcul d'une suite d'ordres arithmétigues

sur des variables par un programme écrit en langage symbolique.

I1I) Programmation d'une formule littérale angulaire quelcongue.

10) Position du problime. DPrincipe du codage.
20) Détermination des séquences.
a) Construction des listes initiales.

b) Construction de la suite d'ordres exécutables.
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30) Décodage et rangement des renseignemenis concernant chagque

P, =¥ =un, .

&) Rangement des renseignements sur chaque § dans BAV(k)
b) Rangement des renseignements concernant chaque 1& dans
BAG(1) .

4°) Exécution de la formule — Simulation de la récursivité croisée.

IV) Organisation générale du programme CLEGAT .

19} Introduction.

2°) Forme des données.

BO)AOrgaﬁigramme général de 1'organisation des calculs.
4°) Décodage. |

50) Avancement des varisbles.

2eme partie : Résolution des systémes linédaires sous forme exacte :

CLEGAZ .

I) Introduction.

II) Principe général de le méthode de résolution choisie

10) Mise en évidence des équations proportionnelles par triangularisation.
20) Résolution des systdmes : Principe général.
30) Résolution sous forme exacte -~ Rationnalisation des systémes.

a) Rationnalisation par rapport & la dernidre colonne.

b) Résolution des cas non dégénérés.

c) Résclution des cas dégénérés.
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40} Calculs sous forme exacte ﬁar un bioce d'"algébre Rotenberg"
double précision entidre.
a) Représentation des nombres en machine.
b) Les nombres "Rotenberg"
Un exemple : L'extraction des racines carrées entiéres

par la méthode des nombres impairs.

III) Ecriture du programme CLEGA2 .

1°) Description générale.

29) Organigramme du programme principal et du sous-programme
MULPLE gqui traite la résolution des cas dégénérés.

30) Description du sous~programme COUPE qui sépare chague systéme

en sous-systémes indépendants.

IV) Conclusion de la 2&me Partie.

Annexe.

- Liste des sous-programmes du bloc de résolution.
A) S. P. principaux.

B) Petits sous—-programmes annexes.

- Liste des sous-programmes du bloc d'algébre Rotenberg D. P.

entigre.
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CHAPITRE IV : CALCULS AUTOMATIQUES

On sait que la méthode utilisée pour le calcul des CCG con-

cLoa . X N P k
duit & la résolution de systémes linéaires £.. a X. = 0 ol

ij i J
les inconnues xj sont les CCG cherchés et ol les coefficients aij
sont donnés par des formules angulaires trés générales. La premiére
étape est la construction des systémes, clest & dire le calcul de la
. k . . .
formule angulaire donnant les aij pour les jeux de variables utiles
et le rangement sous une forme matricielle facilitant la deuxiéme

étape de la détermination des CCG, c'est & dire la résolution des

systémes.

1ére partie : Descrivtion de CLEGA1, programme de calcul des formules

angulaires,

Notre ancien programme AGENAC écrit en collahboration avec Y. Bor-
danier et J. Bauche et avec l'aide du professeur Racah et de son
équipe de Jerusalem vers les années 1965, n'est pas assez général pour
traiter les différents types de formules angulaires pouvant apparaftre
dans les calculs des coefficients de Clebsch Gordan (C.C.G.). En effet,
il est congu et adapté_au calcul des matrices des coefficients angu-
laires des opérateurs standard sous forme exacte et admet deux types
de formules (couvrant déja un grand nombre de cas)

XO = n0(21n

+22n 4oy P ) (1)

[ 2 55

H

et X, Z1n1[22112[251[3[241;4[25115]]]] (2)



314

ou les sommes I ont lieu sur une & quatre listes de variables et
ou les T sont des produits de fonctions angulaires du genre

8.+ 5.+ 8 ‘ . SLJ
= (=1 e (5] [L]([s,i][sa})/a {L'S"l

la forme (1) signifie gu'on peut faire calculer par Agenac une
somme de 5 quantités 2w, au maximum et la forme (2) signifie
quton peut faire calculer % sommes imbriguées au maximum
Exn1(x) 5 n2(x,y)... .
En réalité, lorsqu'un formule n'est ni du type (1) ni du type (2),
mais est assez proche de l'un d'eux, elle est souvent calculable
sans trop de difficultés par Aéenac gui est un programme assez souple
d'utilisation, grice & la possibilité d'influer sur le déroulement
standard de 1fexécution par l'intermédiaire du sous-programme SPCObE
et par le jeu de tabulations successives de résultats partiels.

Cependant, pour notre probléme, les types de formules a traiter
étaient trop éloignés des deux types standard et il était nécessaire
de revoir complétement la programmation des formules angulaires.
Notre but était donc de réaliser un programme qui permette le calcul
des CCG d'un groupe senmi-simple quelcongue et plus généralement le
calcunl de toute matrice angulaire, Plusieurs difficultés étaient &
résoudre 3

1) Ne pas &tre 1limité dans le type de formule. Nous verrons

comment CIEGA1 construit lui-m8me & la lecture de la formule donnée

sur carte, la suite d'ordres exécutables.

TABLE | ..
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2) Le nombre limité & 5 de quantités Z,m, dans Agenac est
imposé par le mode de rangement des données de chaque m en mémoire.
Nous verrons qu'un mode de rangement séquentiel‘associé 4 des tables
d'adresses, permet de n'utiliser que la place nécessaire.

%) Les différentes listes de variables comprises par Agenac
sont insuffisantes pour les systémes de CCG et nous avons défini un
certain nombre de types de l%stes supplémentaires, telles que

- des listes alphanumériques de représentations

- des listes de réductions de représentations

- des listes de produits de Kronecker
et de m8me que dans Agenac (et dans CLEGAT) on peut demander au pro-
gramme la construction de certaines listes résultantes (Exs f6 +d =
f6d) permettant, & 1'exécution, la recherche des différents parents
d'un terme donné, on a ajouté un autre mode de construction déter-
minant une liste de représentations gqui prépare l'avancement des
variables & Ll'exécution.

Nous ne pouvons pas décrire en détail le programme CLEGA1
dans son ensemble gui comprend plus de 4500 ordres Fortraﬁ. Nous
nous sommes surtout attachés & décrire la partie dont la conception
différe totalement d'Agenac et qui en augmente la puissance et la
généralité, c'est a dire celle qui permet de dommer & calculer une
formule d'un type gquelcongue. La description du programme Agenac
est donnée dans notré thése de 3éme cycle (A, CARLIER 1967);
rappelons seulement qu'il calcule les formules sous forme exacte

" grice & un bloc dlalgdbre Rotenberg comprenant, d'une part, les
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opérations élémentaires d'addition, multiplication, division
puissance, de nombres Rotenberg, c'est & dire de nombres représen-
tés par leur décomposition en puissahces sur les 11 premiers nombres
premiers et d'une partie entiére non décomposable; d'autre part,

les fonctions angulaires du type Bj, 63, 9j, eeesj grice au bloc
d'avancement des variables les calculs et les résultats s'orga-
nisent sous forme de matrices adaptées au traitement ultérieur
(diagonalisation).

Le bloc d'algébre Rotenberg de CLEGAT est le méme que celuil
d'Agenac et le bloc d'avancement des variables n'est pas d'une con-
ception trés différente. Nous renvoyons donc a leur description
donnée dans la chése de %éme cycle.

Dans le prochain paragraphe, nous rappelons certains principes
utilisés par les compileurs algol pour construire les séquences
d'ordres exécutables correspondant & une suite d'ordres symboliques
arithmétriques; le deuxiéme paragraphe montre comment nous avons
adapté la méthode au calcul, notamment des valeurs propres des
opérateurs de Casimir et le troisiéme paragraphe décrit la programma-
tion d'une formule littérale guelcongue, programmation qui fait appel
dtune part & la méthode précédente de la compilation algol et gqui
comprend, d'autre part, un sous-programme d'exécuiion simulant une
récursivité croisée entre deux procédures pouvant s'appeler mutuelle-
ment, Enfin, dans le dernier paragraphe, nous donnons un apergu de

l'organisation générale du programme.,
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I) Notion sur la compilation algol des ordres arithmétiques

Dans leur manuel d'Algol, Bolliet, Gastinel et Laurent (1964)
consacrent une annexe aux techniques utilisées par les compileurs
Algol pour fabriquer, & partir d'un programme écrit en langage symbo~
lique, le programme objet en langage exécutable par la machine. Le
principe de la compilation Algol nous a donné 1l'idée dtessayer 4d!
imiter ce procédé pour faire construire par le programme Fortran
lui-méme, d'aprés la lecture de la formule littérale, la suite
d'ordres représentant le calcul de la formule puis de les faire
exécuter pour tous.les Jeux de variables utiles.

Rappelons d'abord la méthode de la compilation Algol d'une

suite d'opérations sur des variables.

A i = M T T i R 58 ks ok ik ey b ke . T S e . - o v v

1°) Notation préfixée et postfixée (ou notation polonaise)

Cl'est la notation fonctionnelle utilisée couramment en mathé-
matique formelle., Une opération sur deux variables A et B peut s'écrire
F{A,B) ou FAB; par exemple (A+B) s'écrit +(A,B) ou +AB, L'intérét de
cette notation pour l'analyse des formules parenthésées a été mis
en évidence par un logicien polonais. Aussi on llappelle parfois
"notation polonaise'. La lecture des ordres d'un programme se fait
de gauche & droite et Algol utilise en fait la notation post-fixée, ou
notation polonaise inverse, qui place le signe dl'opération & droite
des deux opérandes correspondants; par exemple

(A + B) stécrit{a, B) + soit AB+

A+ (B x {(C-D)) stécrit (A, (B, (C, D) «) x) + soit ABCD - x +
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Ainsi, la notation post-fixée permet d'écrire des expressions
sans parenthése en faisant apparaitre les opérations dans l'ordre
normal d'exécution et on comprend 1'intér&t gqu'elle présente pour

fabriquer le programme résultant, L'exemple précédent donne:

opération 1 -~ C-D=R1
2 ¥ BXRI=R2

3 + A 4+ R2

2°) Passage de la notation habituelle & la notation post-

fixée, Notion de piles de mémoires

a) Expressions complétement parenthésées

o T " > e P o oy o e . s e Sk A S AL i e s sk

Tl s'agit d'expressions ol il existe une paire de parenthéses
pour chaque opération.

Exemple: (((A+B) - C) / (((D x (B+¥)) / G) - H) + J)) (1)
En notation post-fixée, cette espression devient

AB + C -~ DEF + xG/H - J + / (2) et la suite des opérations est,
sans ambiguité,
1 A+B

(A+B) = C

M

(E+F)

D x (E+F)

(D x (E+F))/G

(D x (B+F))/G) - H

(((D x (B+F))/G) « H) + J

({((a+B) - ¢/C((D x (B+F))/G) - H) + J))

[ <IN o\ LN
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Ainsi, la notation post-fixée supprime les parenthéses,
change l'ordre de succession des opérateurs,

conserve llordre des opérandes.

Avant de montrer comment on passe facilement de la notation

(1) & 1a notation (2), définissons ce qu'on appelle une pile de mémoires.

On appelle pile un ensemble de k mémoires consécutives
Myy Moy eue M dont la derniére seulement est accessible gréice a
un index k, qui définit la hauteur de la pile. Le dernier é&lément
de la pile stappelle le sommet. On utilise cette technique de piles
de mémoires chague fois que l'on doit mettre temporairement en réserve
des éléments d'information que l'on trouve dans un certain ordre et

qui seront utilisés par la suite dans l'ordre inverse.

Alporithme de passage & la notation post-fixée

Il est représenté par 1l'organigramme 1.
S(i) est la chaine de départ en notation ordinaire, c'est 4 dire la
succession d'opérandes d'opérateurs et de parenthéses correspondant
a lt'expression (1).
P(k) est la chatne post-fixée cherchée correspondant & l'expression (2).
On balaie l'expression (1) de gauche a droite, soit S(i) de i =1 & n.
Une parenthése qui slouvre est ignorée.

Une opérande est recopiée dans la liste résultante P(k).

Une opérateur est ajouté dans une pile E de hauteur j et de sommet Ej’
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Une parenthése qui se ferme provoque le transfert du sommet, donc
du dernier opérateur trouvé, i la suite des éléments P(k).
La 1ére étape de la compilation d'une suite d'opérations parenthésée

est terminée.

ke ey B oy ol ol ke B SR R T S 48 o T P o T o e o el ok fdd AR R Tt S S

Ltexpression A + B x C a deux significations possibles :
- (A+B) x C
- (& + (BxC))
Ltambiguité est levée si on affecte un poids aux opérateurs qui
joue le r8le de pareﬁthéses impiicites. Ainsi, si on décide

"poids (x) » poids (+)", l'expression signifie (A + (BxC)).

-

On définit ltordre de priorité suivant, en nous limitant aux signes

qui nous intéressent:

puissance K poids 4
multiplication, division‘ *, / . 3
addition, soustraction dy - 2
parenthdse qui se ferme } 1
parenthése gui s'ouvre ( 0

On peut donc, dans ltécriture symbolique, omettre un grand nombre de

parenthéses.
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Un autre intérét de la notation post-fixée réside dans l'opti-
mation automatique du nombre de mémoires nécessaires au rangement des
résultats intermédiaires apparaissant pendant 1'évaluation d'une ex-
bression. |

Considérons 1'expression A ¥ B + (C4D) x (B-F) / (G+H) + K
gui devient en notation post;fixée IB% CD + EF - ¥GH + / + K +
et supposons qu'une opération s'écrive a 1l'aide de trois adresses
sous la forme

Code opération - Adresse 1 - Adr. 2 - Adr. 3 signifiant "faire
agir l'opérateur sur le contenu des adresses 1 et 2 et mettre le
résultat 4 l'adresse 3 Y.

L'expression ci-dessus peut s'éerire alors @

X A, B, M1 - % mémoires de manoeuvre seulement sont nécessaires

+ C, D, M2 en plus des mémoires réservées aux variables.

- E, ¥, M3

* Mz, M3, M2 - Tn effet, si on rencontre .une opération sur 2 varia-
+ G, 5, M3 bles, on crée une mémoire pour le résultat.

/ M2, M3, M2
+ M1, M2, M1 - 8i on rencontre une opération sur une variable et une
+ M1, K, M1 mémoire de manoeuvre, on met le résultat dans la mémoire
déja créée.
- Si on rencontre une opération sur 2 mémoires de ma-

noeuvre, on met le résultat dans la premiére et on libére la seconde.
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g:gggggiggggggnggl réalise a ia fois le passage de la notation
habituelle & la notation post-fixée et la construction des ordres
arithmétiques trouvés.

Soit B1 & la suite de mots initiale de type (1) non complétement
parenthésée et E1(I) la prochaine unité syntaxique 2 analyser.

Soit E2 la pile d'opérateurs, £2(J) représentant la derniére mémoire
occupée (sommet de la pile).

Soit E3 la pile d'opérandes, E3(X) représentant la premiére mémoire libre.

p(A) est le poids de l'opérateur A.

On balaie B1(I) de gauche & droite, c'est & dire de 1 & n

- 8i on rencontre un opérateur, on l'inscrit dans la pile E2. On
passe & 1'unité suivante.

- Si on rencontre un opérande, on le range dans L3, -

- On regarde si la priorité, clest a dire le polds de 1topéra-
teur placé au sommet de la pile E2, est plus grande que cellé de ltopé-
rateur qui suit l'opérande dans E1.

81 clest non, on passe & ltunité suivante.

$i clest oul, on construit ltopération correspondant a 1!
opérateur situé au sommet de B2 et portant sur les deux derniers
&léments de B3 {qui est une pile), Pour lladresse du résultat, trois
cas sont & distinguer.

a) 8i les opérandes sont des variables, on crée une nouvelle
mémoire de manosuvre.

b) 8i ltun des deux opérandes est contenu dans une mémoire de

manoeuvre, le résultat est placé dans cette mémoire.
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¢) 8i les deux opérandes sont contenus dans des mémoires de

manoceuvre, le résultat utilise une mémoire et efface la derniére.

On efface un élément dans E2 et E3 et on recommence le test
des priorités

~ 51 on rencontre " ) " on vérifie que l'opérateur situé au
sommet de E2 est " ( ", on efface un élément de E2 et on fait le test
des priorités.
On continue ainsi jusqu'd ce quton rencontre le signe gpécial de fin

de liste 1zt W g 1,
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T=4 T=4 K=¢
1€3(4)= 0 IMs 0

Ginorakon de Ladnc
AR TWYIR -1
€L(7), €3(k1), €3(cd), M (xn) |

E3(K-2)= M(T™)
Kz K-4

ORGAMICRAMME -2~ e T-4

SN |
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II) Adaptation au cas du calcul d'une suite d'ordres arithmétigue

sur des variables par un programme écrit en langage symboligue

Dans les formules angulaires peuvent apparaltre des fonctions
arithmétiques simples. C'est le cas, par exemple, des valeurs propres
des opérateurs de Casimir, Ainsi, dans le chapitre III, les coeffi-
cients des systémes linéaires donnant les C.C.G. Sp1CF>SUé X 805,
stexpriment par une formule assez compliquée comprenant en particu~-
lier une fonction, gque nous avons notée F, simple mais longue et qui
stécrit

P = [8a(0)-86(r)-8a(ry)- Za(w) + 2 6y,) + 2 Gluy) - £ S(s+1) +

2 2 .
5 Sy (SA+1) + 3 SB(SB+1ﬂ

oy

ol les G(¢)

it

; R
G(7.ns G“S) = =z [T 00+ 10) + 05005 + 8)+‘... +o~5(u5+ 2)]

et les G(u) = G(u,lua) = %— I:u,I (u1 + 3) 4 uZ(u2 + 1%

C'est une suite dlordres arithmétiques ordinaire sur des varia-
bles entidres ou ¥ entiéres, mais gui dépend du problime traité et
dont on ne peut pas prévoir une forme générale,

Avant d'entreprendre la programmation de la formule angulaire compléte
et générale, nous avons voulu éprouver la méthode sur ce probléme
beaucoup plus simple et voir comment on peut adapter le principe de
1la méthode du compileur Algol au cas d'un programme écrit en langage
symbolique (Fortran), capable de définir lui-méme la suite d'ordres
“représentant le calcul d'une fonction telle que F et a la faire

exécuter ensuite pour les différents jeux de variables utiles.
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Considérons l'expression (qui forme la carte '"donnée')

CASIMIR NOM F(X,Y,Z2) = X% (X+2) + Y X (Y=3) 4 eeave. £

Au décodage, trois sortes d'éléments sont a reconunaltre:
« Les arguments qui sont de deux sortes
1) des variables X, Y, sea

2) des nombres 2, 5y eeee

. Les signes opératoires

3)  (+ = /) etCe eeuse B

On va supposer ici
a) que les nombres sont &£ 50
b} que les opérations peuvent se faire en nombres entiers (pas

de nombres Rotenberg)

Une premiére exigence est d'une part que les nombres et les variables
soient traités de la méme fagon en tant gu'arguments, mais cependant
différenciés,

Pour distinguer les variables X, Y, Z, des nombres 1, 2 .... 50 on leur

associe un numéro supérieur & 50 & l'aide d'une fonction "NUMVAR"

J

NUMVAR ('X')

I

51

1}

K = NUMVAR ('Y')

52
Ce numéro est l'adresse dans un tableau JV ol sera rangée la valeur

de cette variable JV(51) = valeur de X
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Et dans les 50 premiéres mémoires du tableau JV, on range les nombres
de 1 & 50, soit:

Jv(z) = 2

On associe de méme aux mémoires intermédiaires qui seront créées un
numéro & la suite des numéros des variables et leur contenu sera rangé

dans JV ¢

JVC ) 123 weue 50 51 52 53 54 55 56 wevesee

L L ¥ Vv
1 2 3 ...0.50 X % Z ‘“’I M2 1\43 L3R I IR O N ]

Diautre part, on range les signes opératoires dans un tableau

OPER1(1),I = 1,9 et leur poids dans POID1(I),I = 1,9

OPERT(1)(2) wve (9) Tt et 1/1 fat totmynox(nvr g

POIDI(1)(2) +ue (9} i 3 3 2 2 1 0 0 0

Te type d'une opération, par exemple l'addition, est repéré au décodage
par son nom alphanumérique '+! puis ensuite par son numéro i = 4 qui

est son adresse dans le tableau OPER1.

Dans ces conditions, une opération & réaliser est complétement carac-
térisée var la donnée de 4 nombres:
Le n® de l'opération, l'adresse dans le tableau JV du ter
opérande, l'adresse dans JV du 2éme opérande, l'adresse dans

JV ol 1'on doit ranger le résultat.
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Par exemple, l'ensemble 4, 51, 2, 5S4 est la forme codée repré-

sentant 1'expression

JV{sh) = Jv(51) + Jv(2)

Liorganigramme (3) 1it la carte donnée CASIMIR .... et range la

suite de mots trouvés en les codant; cette suite est équivalente &

la liste 1 initiale du paragraphe précédent.

Dans JE1(i) on repére le type de la idme unité syntaxique rencontrée

- 8i c'est un argument numérigue (nombre)‘} JE1(L) = 1
ou alphanumérique (variable X, eess)

- Si c'est la marque de fin d'expression g JE1{(i) = 4

- Si c'est une parenthédse qui se ferme ) JE1(i) = 3

- Pour les autres signes JE1(1) = 2

Dans IE1(i) on range la iéme unité syntaxique sous forme codée

- Si ctest un nombre IE1(i) = le nombre lui-méme = adresse du
nombre dans le tableaun JV.

- Si c'est un nom de variable TE1{i) = NUMVAR ('NOM') c'est
4 dire qu'on range l'adresse dans JV ol sera rangée la valeur de la
variable,

-~ 5i ctest un signe opératoire, on le range tel quel dans IE1 (1)

sous forme alphanumérique.
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Llorganigramme (4) est 1'analogue de l'organigramme {2) du compileur Algol

- T T Y o s

A partir des listes initiales IE1 et JBE1 représentant la suite
dtordres arithmétigues sous leur forme normale, le programme réalise
A4 la fois le passage de la notaiion habituelle & la notation post-fixée
et la construction des ordres arithmétiques trouvés sous une forme codée
selon les conventions gque nous venons de définir.

Dans 1ltorganigramme (4), nous avons utilisé autant que possible
les mémes noms pour représenter les concepts équivalents & ceux de 1!
organigramme (2), Ainsi:

1téquivalent de la liste B1 de l'organigramme (2) sont les listes IB1(i) et

JE1 (L)
1 " 1 B3 1" " gst la liste IE2(i)
I n n Ep n 1 n " n IEB(IL)

COVAR est un compiteur de variables qui permet de comnnaltre la

prochaine adresse libre du tableau JV.

Ta nidme opération irouvée est repérée par son code opératoire,
cltest & dire le numéro dans OPER1 du signe opératoire, rangé dans
CODE(n) et par les irois adresses du tableau JV sur lesguelles 1'opé-

ration aura lieu JK1(n), JK2(n), J¥3{n).

Or peut considérer que 1'organigramme (&) joue le rdle d'un
petit compileur qui & partir d'un programme symboligue source (ici la
carte donnée F(X,¥,2) = ....) construit la suite d'ordres exécutables

formant le programme résultant,
Prog
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La phase d'exécution est représentée par l'organigramme (5)
qui exécute la suite d'ordres construite par l'organigramme (4) pour
les jeux de variables indiqués dans les cartes données et range les

résultats sous forme de table utilisable pour la suite du programme.

Dans 1l'exemple présenté, la situation est la suivante:
On suppose qu'on a décodé une carte donnée sous la forme

CASIMIR NOH F(X,Y,% ,...) = (X +2) + Y (Y +4) + veveea
Au décodage par le prog. CASINM1, les renseignements suivants ont &té
rangés:

- NARG = Nombre d'arguments Y, ¥, +v.. de la fonction F

- N@ARG(I),I = 1,NARG : N° 3 50 attribué & chaque argument X, Y ....

NOM est le nom alphanumérigue d'une table d'éléments déja lue et
enregistrée, I est son numéro, ADLIST(I) + 1 est l'adresse de son
premier &élément dans la zone réservée aux tables, ADLIST(I+1) est
1'adresse de son dernier éiément (et L'adresse de la table suivante);
la carte donnée précise ainsi que ce sont les éléments de la table
WOM gui vont déterminer les différents jeux de valeurs des variables

X, Y, Zoo-ooo

Les éléments de la table NOM sont des noms alphanumériques de repré-
sentations tels que [2211@] (<40, %> = ¢o> par exemple) représentés

sur deux mots machine.

Supposons gqu'on fraite un élément de la table E22110].
Le sous programme SEGM extrait des deux mots alphanumériques [2211§LAA.....

les valeurs numériques 2, é, 1, 1, 0 des NARG arguments et les range



332

dans INU(1) +... (5).

On a déterminé un jeu de valeurs pour les variables X, Y, 2 e.e.
On les range & leur adresse dans JV
X = NOARG(J) n° attribué au Jéme argument (Y par exemple)

JV{xX) = INU(J) valeur de Y rangée dans JV[Tn°(Y8

On peut maintenant faire exécuter la suite d'ordres déterminée par
CASTM1 représentant le calcul de la fonction I pour le jeu de valeurs
dtarguments trouvé, On range le résultat et on traite un autre élément

de 1a table NOM,

On a ainsi réalisé une application simple et directe de la
compilation Algol des ordres arithmétiques montrant gu'on peut programmer
en Fortran une formule dont la forme n'est pas connue a l'avance. Nous
allons voir maintenant comment on peut généraliser la méthode au pro-
bléme beaucoup plus complexe de la programmation d'une formule angulaire

trés générale.



533

CAATE Dow HEE :
CASIMIA Wom  F(Xy 7, .u)e (xea)v Y(Yop) /-

CASINA: Poats & : Conslaudine b AauC 4 ddede TEV
ledBae NOM —s nom &Qo&b&& M«mh‘"
lodine F — Ao nivie & Ll
Leckiae &M%OASQMM\H
CXYyEarees)
Poue chaernn athailubuin
M w5 $9
- '&Ey B—
l@&w ¢ 9@ A Mlﬂiw
MG AT da ey

AW ‘:.&4 Lm) & TE€4(79) J

% inof Aivest | DECODE (MeT, AT, TVAL ME L)l

3’%23‘%4@

§2€4(54) = hofs

AT LS 17 \aat
r T%éhl)al mewam o

' oY [

| { TE4(392 symvaaln o

ORWG.WM 3=

- W A - e — - S———




. CAKNY - Paulbie b Cémtnalia da & auis d'@des veantall,

334

TRz CoNAR +$0
Ted, Ted, k:l, Med
L€)' 1, TEI(Ne O

JE—
[ KK = TE4 (2)]

l“ ‘i

: KK;% 7

-

C;‘ED CTTERARDE

T

TEy(R)s 1€4(1)

b
T+4 ojgjb
TEL(T): 184D E—; K=

N g

T=14
N

A

o 11:4,93
&

Ciei(zloreani(ze

NN

(3ga(z FEYITIEDD)

T
L
<€

NoH

——(_¢eiz1.(12)

-
7(:-04.(:@

- T T s e W e W - -

ovi

{
TAs 4

Mas TEB (K1)

Hiz II'Q (-2

Cmvwwwm

Ne W

Naw

G’\l > 'IH‘D H:“I4+£l
¥

HOP:oloPed

‘/ -
<

CoOPE(NeN: TL,
Txi{noe) = 1€y (K-2)
SRy (Not) = Te3 (K-)
T UJO!’) c TMP4M

h 4

TEI(K-1): THO¢M

K= K-di
Je 3-4

A

Y

—



335

CASIMY 1 Exention. dae Obiralvone “Taoudein

Constaumeln da

ol £

T s n°de La biske ' Hom’
Tie ADLisT(2)4!
T AT (1)

4
THzo0

¢

ng*m ¢ s gk
Cod ot dons latabde
¥

NTAS (COET4TK 9= T3
NTAS ( si: N(TH
4= 4

§)° 1

N

Fin

> (20 & T3:34,7L ) Bovcte soa LES
Y. ELEMENTS PE LA LisTE
NoM
THoT (s) = X(731) MR ALIHANUN. IuNE
1Mot (1) 2 ¥ (131) AePeE SEU YA NN
¥ Ex: [A-AAtooe]
AffElL DE SEem '
Ty btaanlk Qmﬁux-am«-t: £x: ""‘“Uz""
hﬂlnuh«dpmnm“. — t;:_;
Resitaks dans Tiv (7Y '
N (P so
> Do s Ti4,Naac )
Y
A % e Noake(7)
TY(xYe IH O (T
\ %
< p
> 3 ¥_Tz 4,M0r ) Bouck au s nombes
' J &' ows ot
Th- COBE(T) £l F(0x,¥2)
Ty Tea(7T)
T6- IKL g))
A I3: JK3
S Iy OAGANIGARANME . §-
' e o e e o o e e
x4 BTV [73) e FY(IE) ++ TV T6) I
< - N
el ppd V(T3 s IV{T5) ¥ Iy (35)_}-—-)-,
N
23 fp{Tv(I7) s 3y 39) / IV (36} ]—-D—v
b LISV{TY IV (TN & :rv(:rg)t—";/
=5 LLIVEY 2 3V (37) - IV (3O}



336

III) PROGRAMMATION D'UNE FORMULE LITTERALE ANGULATIRE QUELCONGUE

1°) Position du probléme - Notations utilisées - Principe du codage

Considérons une formule quelcongue, par exemple
KL A T AT AT T T | )

- Un signe 2~ signifie somme sur une (ou plusieurs) liste de variables.
i

- La notation-TT; signifie produit d'un ensemble de fonctions angulaires
dépendant d'un certain nombre de variables, telles que des nJ, des

tables, etc. .... par exemple

8,81
171
S+L+d J S L J : n n
H:,L = (1) {L'S"l} L,L',2( Table 1 (£ ASL,¢ &'S'LT).§(L1L'1) [s] [s']...
Sqlq 1 | |

-

- Les jeux de variables nécessaires au calcul de la formule sont défi-
nis d'une part par les listes des signes z% et d'autre part par des
données supplémentaires permettant de préparer le mécanisme général
de 1'avancement des variables non sommées. Ce n'est pas le probléme

qui nous intéresse ici et nous ne le considérons pas pour l'instant.

~ Le signe [ est réservé sux sommes imbriquées les unes dans les

autres, donc du type zix_f(x)ziy g(x,y) alors que la notation

éii‘rrili:}{TT‘k est le produit de deux sommes indépendantes du

type[zx f(x)J X[Zy g(y)].
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Remarquons deux choses:t
a) S'il n'y avait pas de crochets, on pourrait dire qu'on a
& construire une suite d'opérations sur des quantitéé CETHBX.
Clest vral, par exemple, pour Zb.ﬂ;/-i-)_;_ ﬂ; ¥ (%W‘t‘ 1—25:“5.).
Le probléme par rapport aux ordres arithmétigques vient done
des sommes imbriguées qui se répartissent en plusieurs groupes pouvant
contenir un nombre variable de Zi .
b) Des sommes imbriquées sont équivalentes du point de vue
structure & des bouches "Do" Fortran imbriquées, mais leur noﬁbre

ici est variable,

On définit les notations suivantes:
X, = une suite d'opérations sur des quantités T, définissant une

séquence 1 3

YkzXTrX y X
k k k
non a l'ouverture d'un crochet [_ aprés Tfk.

K pouvant exister ou non et correspondant ou

Nous notons symboliguement 2; TE@ : Ph .
k
Donc Yk s'écrit Yk = Pk Xk

Dans l'exemple donné Xy les notations permettent d'écrire
X, = P [Pa + P3 % (P4 + P5) + P6 [P’?] + P8 LP9 {_P 10]] g (@

et de définir les séquences?
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Séquences 1 X, = P1 X1 +P8 X8 =11 + Y8
21 X1 =P2 + P3 ¥ (P4 + P5) + P6 X 6 = ¥2 + Y3 s (Y4 + ¥Y5) + ¥6
3| X6 = P7 = Y7
bl X8 =P9 X9 =19
5{ X9 =P 10 = Y 10

Les P, ont été numérotés dans 1'ordre, mais ce n'est pas nécessaire.

On voit qu'une fois les séquences déterminées, on se trouve
ramené pour chague séquence au probléme du codage d'un ensemble d!
ordres arithmétiiques sur des quantités Y, . Mais a l'exécution, con-
trairement au cas précédent des fonctions arithmétiques simples, les

Y, ne sont pas des variables dont on connait facilement la valeur,

k

mais sont elles-mémes des fonctions a calculerzk TI'ka définies

-

par d'autres séquences.

On se trouve donc en face de trois problémes principaux:

1) Trouver les séquences en lisant la forme symboligue (2) et
les coder.

2) Pour chague séqueqce trouvée, utiliser la méthodé de compila-
tion Algol pour coder la suite d'opérations sur les Yk'

3) A 1l'exécution: Supposons qu'on ait écrit un sous-programme
MGaloul dtun X(i)" et un sous-programme "Calcul d'un Y(k)".
11 faudrait que X(i) puisse appeler Y(k)

et que Y(k) ® " X({k)

Clest impossible en utilisant les procédures "sous-programmes” du
langage Fortran, qui n'est pas un langage récurrent. Dans ﬁn tel

' langage, une procédure A ne peut pas s'appeler elle-néme et si une
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procédure A appelle une procédure B, B ne peut appeler A, Or, c'est
justement ce qui nous est nécessaire, c'est & dire qu'on devra
simuler une récursivité croisée entre deux parties d'un m&me
50US-progranne.,

A ces problémes principéux stajoute celul de trouver un mode
de rangement en mémoire des données de chaque P, et des résultats

du codage & la fois économigue et pratique pour l'exécution.

2°) Détermination des séauences (sous-programme FORMU1 Partie 1)

a) Construction des listes initiales

Principe : On balaie l'expression X donnée sous la forme (2).

A un certain moment, on est dans une séquence i1 et on vient
de lire un Pk'

- 81 on 1it le signe"[" on sort provisoirement de la séquence
i et on entre dans la séquence k. |

- 8i on 1it une opération, on ajoute cette opération a la liste
de la séquence en cours.

- 8i on lit le signe "] ", on sori définitivement de la séquence
en cours, on retourne & la séquence précédente,

de la premiére partie du sous-programme FORMU1.
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Le résultat est l'ensemble suivant:

- Le nombre de séquences S.

- Pour chaque séguence 5 le nombre NA(S) de mots de la liste
initiale de 1a séguence et NZA(S,J) la liste elle-méme (équivalente
4 la liste initiale E1 du paragraphe précédent).

Dans cet organigramme K repére e rang des crochets; chague
ouverture d'un crochet provogue 1l'augmentation de K d'une unité. Une
séquence est repérable a la fois par son rang K et son numéro NUS(X)

gqui est le n° du X, correspondant.

K

De méme un crochet qui se ferme provogue K = K-~1 on retourne

& la séquence NUS(X).

LOGX(PI) sert & indiquer si on a la forme Y, =P ou

Yk = Pk Xk.
Lorsqu'on rencontre un P, LEGYX(PI) est initialisé & FALSE.
La rencontre d¢'un crochet [ provoque LOGX(PI) =,TRUE.

La valeur spéciale 159 est réservée pour repérer la fin d'une séquence;

156 " " " "  une parenthése qui se ferme.
NOS(PI) repére pour chaque Pi le n°® de la séguence a laquelle il

appartient. Exemple: Supposons que l'organigramme (6) balaie 1'ex-

pression (2).



341

Signes rencontrés successivement Constitution des

et avancement de la valeur de K séquences
On 1it : =0 $=1 séquences ..« X X1 X6
P1 On met Y1 dans la séquence X, ¥1
[ K= K+1 =1
P2 On met Y2 dans la séquence Xa Y2
+ 1t + l; o +
1
1 ' " "
P3 ' ' Y3
* : : X
( t ' (
! 1 !
1 ' 1
b . 1
I
P6 Y6 X ¥6

¥ = K+1 On entre dans X6
P7? On met Y7 dans X6 Y7

i

K = ¥K=1 On sort de X6

On retourne dans X1

1

K = K~1 On sort de X1
On retourne dans Xo
P8 On met Y8 dans Xo 78

[: K
]
]
i
i

K+1

i

etCe wn ~ »

Liste NOA(1,J)

On voit se constituer progressivement les cing séquences gue nous
avions définies plus haut. L'organigramme (6] a donc le méme r8le

que Ll'organigramme (3) de la fonction CASIMIR.
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b) Construction de la suite d'ordres exécutables

ot o i Al B A AL S S e L e g T 10 At e Mk Mt ot S P Y AR U e A P P

réalise la construction des suites d'ordres exécutables a partir de
la liste initiale N@A(S,J) de chague séquence, L'ensemble des résul-
tats est rangé dans le mdme tableau SEQ(J).

Exemple: On considére la séquence I. AD(I) repére l'adresse
de départ dans SEQ(J) des informations concernant la séquence I.

8i, au cours de la construction, on trouve un YK’ le code
100 est utilisé pour repérer l'opération '"ealcul de YK"' Les autres
codes opérations sont ceux définis précédemment dans le cas de 1'opé-
rateur de Casimir.

Exemple: Considérons la séquence I, L'adresse de départ dans
SEQ(K) de la suite d'opérations codées est J = AD(I); alors a la fin
de la construction par FORMUZ @

dans SEQ(J+2) est rangé le nombre d'opérations de la séquence X

Supposons SEQ(J+3)

1!

100 On saii quion doit calculer un YK

K Numéro du Y a calculer

Alors SEQ(J+4)

A Indique l'adresse dans un tableau pour le

SEQ(JI+5)

résultat (qui est un nombre Rotenberg)

Lloptimisation des mémoires intermédiaires se fait pour chaque séquence
mais pas indépendamment : Si pour une séquence I l'adresse maximale
des mémoires intermédiaires est MAX, la séquence suivante utilise comme

premiére adresse intermédiaire MAX + 1 .

Soit SEQ(L) M1 SEQ(T+1) M5
' M2 _ M6
M -p MAX _ MAX

M1 | M5
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On verra pourquoi un peu plus loin. Notons que toutes les adresses

sont des adresses de nombres Rotenberg qui utilisent en fait 12

mémoires.

Enfin, si pour une séquence I d'adresse J = AD(I) l'adresse

du résultat de la derniére opération de la séquence est {3 , On range

cette adresse dans SEQ(J+1) avant de traiter la séquence suivante,

Reprenons l'exemple X, = P1 [PE + P34 (P4 + P5) + P6 [P?] + P& [P9 LP1¢J]

A la fin de la construction des séquences exécuiables, on trouve

dans les mémoires du tableau SEQ:

X, = AD(1)=0

NFS{0}=1 Ne du PI 1ére séquence: Y1 + Y8

se(1) =@

(2)
opération ee—wwe=d (3)
i

b
i
|
!

t

— Gt

h 4

SEQ{11)

2

Rappel de lladresse du résultat de la derniére opé-
ration de Xo

Nombre d'opérations

Calcul d'un Y
N° du ¥ —» Y(1)

fdresse du résultat du calcul de Y(1)

Calcul d'un Y

N° du Y

Adresse du résultat du calcul de Y(8)

Code-addition

Adresses des 2 opérandes sont des mémoires intermédiaires.

On met le résultat dans celle de plus petit numéro,
solt dci 1.

2
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X'l =» AD(2)=11 NOos{1}=2 2éme séquence: Y2 + Y3 4 (Y4 + ¥5) + Y6

sEQ12) =(3) Adresse de la dernidre opération de X(1)
: g Nombre dfopérations
-% 100 Calcul d'un‘Y
: L N° du Y
: 3 Adresse du résultaﬁ dans MAX(1)+1 = 3
——3 100
5
y
—y  k
3 Xc =pAD(3)=k0  N@S(6)=3  3éme séquence: Y7
I
ooy 100 seQt1) =(5)
3 (4‘2) = 1 Nombre d'opérations
I o
|
R S eeererargmerep 100
3 7 -
b SEQ(45) ={5) Résultat de Y7 dens MAX(2)+1=5
—ee3, 100
6 Xg => AD(4)=45  Ngs(8)=h  Léme séquence: Y9
L,
SR ! sEQ(46) =(6)
3 (u7) =1
._._‘_.9100 ___..E_ 100

‘ .
9
@ résultat de Y9 dans 6

2
L
L
@ ')(9 =% AD(5)=50 N@S(9)=5  5Séme séqguence Y10
I

—_—
SEQ(40) = sEqQ(51) =(7)
. y
----- =100
10
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A la fin de 1'exécution du sous-programme FORMU1 on dispose des
données suivantes:

1) Le codage des séquences dans SEQ(i)

2) Les numéros des séquences associés aux n°® des P(I): NOS(PI)

3) Les variables LgaxX{1) ... (10) sont ,True. ou .False. suivant

que pour un PI, XI existe ou pas (81 ouverture d'un crochet => nouvelle
séquence). )
Les organigrammes (6) et (7) du sous-programme FORMU1 jouent le r8le
des organigrammes (3) et (4) du paragraphe précédent (Casimir), mais
ici on sait qu'il subsiste plusieurs problémes pour la phase d'exé-
cution,

a) Le calcul d'un Y(I)EEZP(I)EEZ& P(I) est en fait le calcul
d'une somme,‘sur une variable ou une liste de variables, d'un produit
de fonctions 6J( ) etCeceess

b) Le calcul dtun Y(I)=(P(I) X(I) exige des possibilités de

recursivité croisde ou X(I) = suite d'opérations sur des Y(K) .

3°) Décodage et rangement des renseignements concernant chaque

P, =L, T,

- P A Ry A By T o A o b ey b Ry ks Gk bk et ke Al A Al Bl el e A A L A8 S8 S LS L S L i A 0 AR S TH U T Y B e

On a vu qu'une des cartes "données" du programme est la formule
donnée sous la forme symbolique (2), X= P1l:P2 + P3 tenee

La lecture de cette carte déclenche le vrocessus de décodage et de
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codage décrit par les organigrammes (6) et (7). Cette carte doit
8tre suivie de plusieurs autres du type

P1 = SOMME (LISTE 1 (S,L,N)) ¥ 2%67(53,1,1,7,1,5,J) ceves

P3 = SOMME (X = 3,742) eeecacscsencnacces

P10 = 9J(81, 11, J1, 82, L2, J2, J) TABLE (N, NP) seceesea

La lecture de la premiére carte P, déclenche le décodage des ren-

- 1 T o ot b e Sl Bl P B

de la premiére partie du sous-programme FORMUZ.
Trois cas peuvent se produires

- Une somme sur une liste, On Jul associe le code 3.

- Une somme sur une variable, © " " 1.

- Pas de somme, mais uﬂTTi seulement. On lui associe le code O.
J = AD2(I) est l'adresse dans le tableau BAV(k) des renseignements

concernant les sommes de P{I).

contient la liste BAG(k) constituée de tous les renseignements, sous

forme codée, des fonctions du 1.

J = ADM(I) est 1l'adresse dans le tableau BAG(k) des renseignements con-

" cernant les fonctions du 11(I). Le codage est explicité sur l'organigramue.

On passe ensuite au décodage du P(I) suivant.
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Exemple: Supposons la carte 'donnée'': P1 = SOMME(X=1,3,1)

# O0T(S,LyT1,L,S X0 %2 ¥ weveeees

AD2(1) =0
BAV(1) = 1 Code 1 indique type de la 2. ; ici somme une variable (X)
(2) = 51 n° associé & la variable X par la fonction NUMVAR
. . _ P .
cre partie (3) 2 2 [Minimum Les variables pouvant &tre entiéres
= Haximum ou ¥ entieres sont toutes doublées
2.(1) (&) 2 Vaxi % entid t toutes doublé
(5) = > pas pour ne manipuler que des entiers.
AD2(2) = 5 )
AD1{1) = 0

BAG(1) = 2  Nombre de fonctions dans 1)

{2) = 8 Code associé au calcul d'un &J
. (3) = 52 N° de variable 18!
2eme partie
T ) = 53 v )

(5) = 2 2 % 1 |

(6) = 53 't > 6 arguments du 6J
(7) = 52 rge

(8) = 51 U

{9) =12 Code associé au calcul d'un nombre a Vb/c
(10) = 2

(11) = 1 % arguments a, b, ¢ = g%ﬁz
(12) = 1
(13) = £

AD1(2) = 13

L'intérét d'un rangement séquentiel dans 2 tableaux & 1 seul indice
BAV et BAG contrairement au mode de rangement d'Agenac & 1l'aide de

tableaux a plusieurs indices comme, par exemple
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V6J(1, J, X) = 51
L
| L= 3

n° dull n° du 6J dans e 1] ¢ de 1l'argument dans le 6J

est de ne perdre aucune place en mémoire.

Le) Txbeution de la formule - Simulation de la récursivité croisée

- Conditions pour gqu'un programme soit récurrent

e A ey e e o ok A A e m b e e e e At o S P o o e e ek ok S At B

Supposons qu'a un instant de la phase d'exécution on se trouve

(1) (2)

donné, La séquence en cours appelle X . Avant

(2)

dtexécuter la suite d'ordres représentant le calcul de X il faut

(1}

dans un état X

. g - @)
d'abord ranger ltétat X en cours. Lorsque le calcul X sera

- . 2 12 1) . . oA
Tini on revient a 1'état X précédent et on doit &tre en mesure
de reprendre le calcul dans les mémes conditions exactement que
lorsqu'on est sorti de la séquence,

Ainsi, si on considére les sommes.imbriquées, on comprend que,
(i) {(x)
0

u Y ont été empilés dans un certain ordre au

si les états X

cours de 1'exécution, ils seront rappelés obligatoirement dans

1'ordre inverse. Clest donc encore une technigue de piles qui résoud.

le probléme et c'est ce principe qui a été utilisé pour écrire le

v 4 4 ft ' (i)ﬂ

sous~-programme EXBECU, constitué de deux parties "Calcul d'un X
1 1 (k) ’ ' . . ' 1

et "Calcul d'un ¥ " récurrentes, c'est & dire pouvant s'appeler

1'une 1llautre, et qui & partir des données de SEQ et BAV reconstitue

et exécute la formule.
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(i)

Normalement, toutes les variables définissant un é&tat X

u Y(k) devraient &tre stockées dans un état de la pile correspon-

o)
dante., Mais ici les nombres sont des nombres Rotenberg complétement
repérés par leur adresse dans un tableau spécial. Or, on se rappelle
que, pour chaque séguence construite, on a utilisé des adresses
différentes pour les mémoires intermédiaires. Donc pour sauvegarder
les variables Rotenberg des séquences imbriguées, il suffit de

ranger les adresses de ces nombres, ils ne seront pas détruits au

cours de l'exécution des différentes séquences plus internes.

i —— - 5 bk e

les piles d'états X et d'états Y se constituent et comment le sommet
de chacune est rappelé..
Six variables seulement définissent un état X

Onze " 1" " un état Y.

- Ltorganigramme (11) montre le calcul d'un 11 (I), clest & dire

e - vrw e e T Y Y o e -

d'un produit d'un certain nombre de fonctions angulaires, une fois

que toutes les variables ont pris une wvaleur.
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IV) ORGANISATION GENERALE DU PROGRAMME CLEGA1

1°) Introduction

Le probléme est de calculer les coefficients aijk donnés par
la formule qui doit donc &tre exécutée pour tous les jeux de varia-
bles possibles. Ceux-ci doivent &tre déterminés & partir des listes
initiales, mais dans un ordre précis facilitant le rangement des
aijk sous forme de systémes & résoudre, c'est & dire sous forme
matricielle; des listes doivent 8tre construites qui préparent ce

mode de rangement. -

2°) Torme des données

L'organigramme A montre les f&rmes des données

a) Données des listes de représentations, réductions, produits
de Kronecker. Données des tables utiles.

b) Données des opérateurs de Casimir et de la liste de repré-
sentations sur laquelle chacun agit.

c)Eventuellement données de formules & calculer préalablement
pour construire des tables nécessaires., Ces formules peuvent 8tre
trés générales comme dans le paragraphe précédent, mais les varia-
bles doivent &tre compidtement déterminées,

d) Demande de construction de liste pour l'étape k (si C.C.G.

factorisables).
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e) Demande de calcul des C.C.G. de 1'étape k avec les renseigne-
ments suivants:
- Nom des variables
- Formules F1 et FE’ ou F, est la formule donnant les

1

eléments diagonaux et F2 la formule donnant les aijk

non diagonaux.

39) Organisation des calculs

L'organigramme B montre 1l'organisation générale des calculs.

b e ey A s A e ot o  —

ko) Décodage

Une partie importante du programme est consacrée au décodage
des différentes fonctions gue peut remplir le programme. Il se fait
au fur et A mesure qu'on rencontre une nouvelle fonction a remplir,
Les cartes données sont analysées caractére par caractére & l'aide
d'un sous-programme "DECODE" qui s'inspire du programme WDREAD écrit
par TAUPIN pour le centre de calcul UNIVAC,

Si le programme rencontre les cartes du type

C REPRESENTATION

C REDUCTION

C LISTE ... etc.

il range les renseignements en mémoire sous forme appropriée.
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Si le programme rencontre une carte CASIMIR save LISTE seew
i1l fait les opérations gue nous avons décrites précédemment, c'est
a dire 3

- Codage de la séquence dlordres exécutables

- Exécution de la séquence trouvée pour chaque représentation
de la liste et constitution d'une table.

3i le programme rencontre une carte FORMULE - P4 [Pa [...

(P3 + Ph) ....é}] suivie de la définition des différents P(I)

P1 = SOMME ( ve.) 6J (u..) TABLE .vue

P2 oevesesesese

il suppose que les seules variables inconnues sont celles sommées.
T1 réalise les opérations décrites dans le paragraphe précédents
- Codage de la formule

~ Exécution

8i le programme rencontre CONSTRUCTION ETAFPE K ... G ... H

L'organigramme C montre la construction de la liste résultante
préparant 1l'avancement des variables pour le calcul des C.C.G., GDH
de l'étape k.

La forme de la liste résultante est la suivante ¢
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a
adresse 41 NCOM MOT1 et MOT2 sont des mots découpés
+2 x {x x MOT1) en trois contenant les adresses des
+3  MO™ trois groupes de variables utiles.
: y (y x MOT2) Exemple:
YooMor2
' MOT3
' MOT MOT2
o PR TN <N
t Mop2 N1 N2 N3 M1 M2 M3
| Lo U T
y  MOT3 W,NW WA, NWA WB ,NWB U,NT UA UB
boMOM™M
Ly
U more
. mors )
Liste K

O¢ = MOT3 = adresse de MOT2 = adresse de MOT1' de la liste K1

Yy, / .
Ce procédé permet une recherche recurrente dans les listes
successives construites pour les différentes étapes. Clest une géné-

ralisation du procédé utilisé dans AGENAC.

- 8i le programme rencontre le mot "MATRICE" cf. AGENAC

-~ Si le programme rencontre le mot "CLEBSCH!
~ Le programme donne des numéros aux ensembles de variables W,NW
~ Attribue un type aux variables

~ Relie les variables et les listes qui définissent leur valeur.



e Type 1 :

o« Type 2 3

e Type &

« LType 5 :
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Variables externes. Chaque jeu définit un nouveau systeme.

Exemple W(WA ,WB)U

Variables internes définissant les vecteurs lignes et
les vecteurs colonnes.
Txemple: ligne UA,UB

colonne UAP,UBP

Variables fixées de type externe.

Exemple: L

Variables fixées de type interne.

Exemple: LA,LB

Variables indépendantes.

5¢) Avancement des variables et exécution

Ltorganigramme D représente schématiquement le r8le de chaque

T G R . a0

type de variables.

A 1l'aide des renseignements précédents et en particulier de la

liste de 1'étape k, le programme détermine dans l'ordre souhaité les

différents jeux de variables pour lesguelles on va exécuter la formule.

Les fonctions remplies sont successivement
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Codage de la formule T

Codage de la formule F2

Exécution: Czlcul des aijk’ clest & dire exécution de la
formule pour chague jeu trouvé et écriture des systémes sur

fichier de sortie.

CONCLUSION DE LA 1ére PARTIE

La description précédente montre que le programme CLEGAT est
congu comme un petit compileur capable de construire et d'exécuter
la suite d'ordre représentant le calcul de n'importe quel type de
formule angulaire . Un programme important a la fois par son grand
nombre de sous-programmes et par sa structure logique complexe, pose
de grands problémes de mise au point, méme lorsque des commentaires
en facilitent la lecture et qu'une programmation modulaire permet
de délimiter chaque fonction remplie., On peut dire qu'un tel pro-
gramme n'est jamais terminé et demande périodiquement une révision
compléte. Ainsi, dans la version actuelle, plusieurs problémes n'ont
pas été abordés:

1) La prévision de nombreuses options différentes d'édition
des résultats. ‘

2) L'écriture d'un mode de recherche rapide dans les grosses

tables, probléme qui souvent est une limitation importante dans les
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calculs angulaires standards.

Le langage Fortran est réputé pour sa trés grande facilité
d'utilisation, mais aussi pour sa grande rigidité. Nous espérons
avolr montré que méme un langage symboligue simple offre des possi-
bilités presgu'éguivalentes & celles d'un langage machine, Néanmoins
clest an prix d'une écriture complexe. Bientdt les nouveavx langages
tels que PL1 ou Algol 68 seront utilisables dans les centres de
calcul et faciliterons la conception, l'écriture et la mise au

point d'un programme tel que CLEGAT.
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Z2eme PARTIE

b e e e

L o T L L

1)} Introduction

La méthode de calcul des coefficients de Clebsch-Gordan décrite
au chapitre I définit k systémes lindaires homogénes de n équations & n
) Zk . )
inconnues £. aij Xj =0 oi les Xj sont les C.C.G. cherchés. Les

if '

coefficients a?. s, donnés par une formule angulaire générale, sont cal-
culés sous forme exacte par CLEGA 1 et rangés sous forme de systémes 3
résoudre,

On sait que les xj sont les coefficients d'une transformation linéaire

du type

(D

et que la méthode consiste & faire agir l'opérateur G sur les 2 membles

de cette équation :

r

W
G est diagonal dans la base Kx%ui)utP> avec la valeur propre G(u).La

transformation (2) est équivalente 2 une diagonalisation de la matrice

de 1'opérateur G construite sur la base lul\Pl’ uz\?z,ﬁ>> dont on connait
a priori les valeurs propres ; elle conduit donc & un systéme d'équations
linéaires pour chaque ensemﬁle de valeurs (uluz) u ‘P donmées. La meme
valeur de G(u)IPQur‘différents U correspond & une racine multiple d'ordre
et les systémes homogénes n x n correspondants sont d'ordre n -X , c'est-

a-dire que ol équations sont dépendantes des autres, Dane ce cas, on doit

déterminer of solutions orthonormées arbitraires,
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II) Principe général de la méthode de résolution choisie

1°) Mise en évidence des équations proportionnelles par

triangularisation

11 es t indispensable de connaltre, avant d'entrer dans le bloc
"résolution" du programme la dégénerescence exacte du systéme en cours
de traitement et le probléme est résolu par une triangularisation
préalable;

Considérons le systéme suivant :

411 ¥ T Ay Xy teeeedax =0 211 2120 21| [¥1
IR _ ‘ l _
a5y ¥ + 2y, X, “f"'+32nxn 0 ou egcore X . 0
.. ' f
! !
............... R
anlxl-ln..............+:=1Im:’:n = 0 anl........ann xn

et appelons a(gg la valeur de 1'élément aij aprés k étapes de substitution,
La triangularisation consiste & utiliser l'algorithme de Gauss corres-

pondant aux transformations :

{ln -1}

successives c§k0‘= Qihi__ _ ; a(kq = a(kull. ask-4)C£F) (3)
R) o(g““) 1] ik <R I
k

et 4 n'appliquer ces transformations qu'aux lignes situées au-dessous de

la ligne k traitée,

-1)

: ) (k ) . , o
51 un pivot a Kk est nul on échange la ligne traitée avec une autre située
en~dessous, De facon explicite la suite des opérations (3) correspond aux
transformations suivantes

a) Ligne 2 : On cherche la combinaison des lignes 1 et 2 qui annule le

coefficient a21 de xl.

On a alors un systéme du type

11--.010'10‘4a1n

-0 it eaee
%b 42n

aai."'...
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b) Ligne 3 : On cherche - la combinaison des lignes 1 et 3 qui annule

le coefficient a de xl

31
~ la combinaison de la ligne 2 avec la combinai-
son précédente (1 et 3) qui annule a,, de o,

Le systéme est alors 1.......a1n

0 1l....a

2n
0 O....a33
?’41.".‘!!.

C'est-i-dire qu'on a déterminé une combinaison « des 2 premidres

%2
lignes qui annule les 2 premiers coefficients a?;,l et Az,

c) Ligne k : On cherche de méme une combinaison Kyens dk—l des k - 1
premiéres lignes gui annule les (k-1) premiers coefficients de 1'équation
k.

On comprend alors que si p équations sont des combinaisons linéaires

des (n-p) autres les p derniéres lignes seront des lignes complétement

nulles;

2°) Résolution des syst2mes

Les systémes sont homogénes, donc un systéme normal (n x n) corres-
pondant i une valeur propre ¢ (u) non dégénérée est d'ordre (n-1) et la
dernigére ligne est toujours nulle, On résoud le systéme par rapport a4

x, eten normalise la solution obtenue,

Si le systéme admet k lignes nulles on sait donc ainsi qu'il correspond
3 une valeur propre G(u) d'ordre k et que k solutions arbitraires ortho-

normées peuvent &tre trouvées. On utilise alors le procédé suivant :
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On impose (k - 1) inconnues X, S0 solt x =X o ToooX g1y gp0

La résolution du systéme par rapport a X (k1) détermine une premiére
solution. l

La solution suivante est d'une part solution du systéme, d'autre part
orthogonale a la premiére solution. Cette dernidre condition fournit
une équation supplémentaire qu'on ajoute au systéme;'OH impose (k-2)

. = 0. La résolution

inconnues xi = (0 goit xn = x e X

n-1 ne(k~2)+1

par rapport 2 X (km2) détermine une deuxigme solution et une deuxiéme
équation supplémentaire;

L'avant dernier systéme & résoudre correspond 2a x = 0et le dernier
systéme est compl&tement défini. On a déterminé ainsi k solutions

arbitraires orthonormées.

3°) Résolution sous forme exacte - Rationnalisation des systémes

Du fait que les calculs angulaires & 1'aide de base d'états
standard ne mélangent pas les irrvationnalités les systémes de départ

construits par CLEGA! ont des coefficients de la forme

Aylen aelbn L anth,
Ca4 Ciu Can

Cay - -

qu - g . o C(\n

et le rapport des irrationnalités des 2 composantes X, et xj est le méme
dans toutes les opérations, On peut donc rationnaliser le systéme, par
rapport par exemple & la dernidre colonne et mettre en mémoire l'irra-

tionnalité de chaque g
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a2) Rationnalisation par rapport & la dernigre colonne

T(1) =1 (x) =1 Ly =Pl =Py =71 Py
1
: X b b b
' n In n nn
’ . b b
(1) = 1 o) =1 G =11 = Poi= 10 Py
% bln b2n nn
Posons b
11 e owl =
. b1 x, =% 1 (1) %
n
b, .
N -—1-1-}:. =x1- =I (i)x
\ bl i i i -
n
On obtient le systéme suivant :
a a
11 ....... 1n
== T (%) %Xy, Feeveres F T (x)x =0
c11 1 i i n n
3;1 """ 4nn
- I (Xl) Xy Feeesin b I (Xn) x =0
nl nn
Soit le systéme rationnel :
a ...... a
.....].:_1'. X' +..'.......:.I:.I.1.. ) =0
c11 1 c1n n .
ou x' =1 (1) X,
ay a *
e g e = x' =0 et T (n) =1
cn 1 c n
1 nn

Les calculs peuvent donc 8tre faits sous forme exacte, & l'aide d'un bloc

d'algébre Rotenberg,

b) Supposons le systdme non dégénéré (1 ligne nulle aprés triangularisation)

La résolution du systéme se fait par rapport & la derniére colonne
ou ce qui est éguivalent se fait en posant x'n =-1. On obtient successive-~

ment les solutions non normées
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t = " = i
x' 0(1 X" o= l/I (1)
et
¥, o= x' /T (1)
i i
x' = _1 x“ = -1
n n
La norme de la solution obtenue est donnée par
x! x'2 ! -
R SR SR
I2 1.2 I2
1 2 n-1

D'oll 1la solution définitive :

X, = x'1
1
S
-
oLk
L
% T TR

c) Supposons le systéme dégénéré

D'aprés ce qui précéde le seul probléme pour pouvoir mener les
calculs sous forme exacte est de s'assurer que la recherche des p

solutions ne mélange pas les irrationnalités.

%! o
1 1
Supposons qu'on ait déterminé la lére solutions X, = - = -
| : 1L {K LK
N 1,
x 4 X dekrl Yok
n-2:4

(e3¢ es VT e
LT

ek T @

o0 -

L'équation exprimant 1'orthogonalité de la solution trouvée avec les autres
s'écrit :

o1 o +% 4kl 0, .. .=0

AR —
Iy LK Lkt IR
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ou encore en remplagant les x, par leur expression en fonction des x'i

3 x'y oLy x!
- -
Il‘ K Ill k 12 VK 12 i Kk

soit X1, _ ¥2 Vo o, ¥n-kitl r e
T t e 1 +“f§r‘ﬁ X 2+.-.¢--0+ c 2 ? xn“k'i'}- +0.' 0
1 k n~k+l

Sachant que Mi est rationnel et de la forme ii » que I? (VPE)Z est

Hi

c,
rationnel, 1l'équation ajoutée conserve le sys%éme rationnel,

a R - | .
..(..:_1'. .xll +...+_c:£_l(il'.x|
1 n-k+1

nek+l 0

Comme on 1'a signalé dans le chapitre ITI la méthode des déterminations

arbitraires des solutions dégénérées ne mélange pas les irrationnalités,
Cependant, 1'expérience prouve que le gros défaut de ce procédé est que
les intermédiares de calcul peuvent devenir trés grands, de mé@me que les

solutions, et rendent le systéme insoluble.

4°) Calculs sous forme exacte par un bloc d'"alg@bre Rotenberg!" double

précision entidre

a) Représentation des nombres en machine

~ les mots machine UNIVAC sont composés de 36 bits dont un bit de
signe et le plus grand entier représenté en machine est done 235 - 1 soit
10-

environ 107,

- les nombres réels (virgule flottante) sont caractérisés par leur
mantisse et leur exposant,

Les 36 bits sont répartis en un bit de signe
8 bits pour la puissance

27 bits pour la mantisse
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Les 27bits de la mantisse entrainent que la précision maximale d'un nombre
flottant décimal est de 8 chiffres significatifs. Si les opérations sur
de tels nombres ne font intervenir que des résultats intermédiaires

. R < ot
inférieurs a2 10 on n'a perdu auvcune précision.

- les nombres réels double précision sont représentés par 2 mots machine,
Le nombre de bits réservé 2 la mantisse correspond a 17 chiffres signifi-
catifs., Les calculs D,P. sont donc équivalents 2 des calculs avec des mombres

. , . . e . 1
entiers si les résultats sont inférieurs a 10 /

b) Les nombres "Rotenberg!

Les nombres manipulés par le bloc d'algebre Rotenberg sont re-

présentés par leur décomposition en puissances des 19 premiérs nombres

Un nombre "Rotenberg"” est donc défini par 21 variables o (1)...... g(21)

ou « et « représentent la partie non décomposable. En général,

20 21
%20 )
les parties non décomposées d'un nombre -~  sont des entiers simples
%21
1
(donc <10 0) sauf dans certaines parties du programme ou @gq O a5y

sont des "entiers D.P." (donc <1017);

La différence essentielle.entre le gloc d'algébre Rotenberg de CLEGA 1 et
le bloc d'alg@bre Rotenberg D.P. de CLEGA 2 est que d'une part les nombres
peuvent avoir une partie non décomposée au dénominateur et que d'autre part
des tests continuels de dépassement de capacité doivent 2tre faits, Le
meilleur exemple est peut &tre 1'organigramme de l'addition "Rotenberg"

donné un peu plus loin, sous une forme d'ailleurs trés schématigque,



La présence du dénominateur a21 a nécessité également un programme

spécial d'extraction des racines carrées,

Considérons par exemple le calcul de la norme K = 1 + Z (fi)z et de

ile
‘ . i
VK explicitée précédemment. K est rationnel et VK

d'irrationnalité maximale en racine carrée,
al ..... PR alg
Supposons que le résultat de K soit K = 2 veraesens 07

........ 44 -
on a alors K =2 a% N ¥ 1972 YP/Q

P/Q

2 cas peuvent se présenter :

~ P/Q n'est pas un carré parfait; On conserve en mémoire la forme VE?Q
et on s'en rappelle au moment du calcul des racines.

- P/Q est un carré parfait = ﬁ; et 11 faut savoir extraire p et q

c'est-&-dire trouver une méthode d'extraction des racines carrées entidres

programmable_;

La méthode utilisée est celle dite des'"nombres impairs", Elle est décrite

dans le livre de Durand (1961).

2

n .
On sait que ¥ (2q~-1)=1+3+5,,,,+ @ ~-1) =n (1)

=1
De la on extrgit une mé thode pratique pour la programmation;
Supposons qu'on veuille extraire la racine carrée d'un nombre écrit en base 10,
On sépare le nombre en tranches de deux chiffres a partir de la droite. Dans
la premiére zone & droite on retranche autant de fois gqu'on le peut les
termes successifs de la suite (1),
On place le reste a gauche de la deuxidéme zone, Pour cette zone et les
suivantes on retranche les termes de la suite 10 (m + 1) + (1,3,5,7,....),
le nombre m étant le dernie; nombre retranché dans la colenne précédente.
S1 le carré est parfait le reste final est zéro, Le résultat est pour
chaque zone le nombre de retranchements qu'on a pu faire. L'ensemble de ces

-~

nombres écrits de gauche & droite donne la racine cherchée.
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Quand on ne peut rien retrancher d'une zone

on 1'inscrit & gauche de la

colonne précédente et on retranche alors les termes de la suite

100 (n + 1) + (1,3,5,7,...) et d'une fagon générale si pour q zones

consécutives on ne peut rien retrancher, on

retranche IOQ+1 {(m+1) + (1,3,5,;;;

T
Exemple : Y G'0 1'2 0'0 4 9 01 20 04
-1 - 60 01
8 60 03
.3 = 6003
5 0
3,
0 soit V9012004 = 3002

Nombre de retranch®® 3 o0
Cette méthode est particulizrement pratique

binaire pulsqu'on ne peut retrancher qu'une

pour des nombres édcrits cn

fois au maximum,

Ex s - 1T o0 POl V11l P CO Y 1L 00 01 = 18225 en binaire
o (10)
O 00 oL ' 11 ' o0 ' 11 -
-1 00 00 O )
0 11 20 10 00
- 10 00 01 01
1 00 c0 11 01
- 1 00 a0 11 01
O

Soit

V18225 = 135

en binaire

En conséquence, nous avons programmé directement er. langage machine la

fonction NSQRT (N) afin de profiter pleinement du calcul binaire.
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III; Ecriture du programme CLEGA 2

1°) Description générale

-

Le programme CLEGA 2 est écrit en Fortran V UNIVAC, a I'exception
de la fonction NSQRT qui est écrite en langage machine, et il compte
environ 2500 ordres, Il n'y a pas ici de problémes de décodage des données,
de codage des opérations ou de difficultés d'avancement des variables et
1'organisation générale des calculs est relativement simple;

On peut voir sur 1l'organigramme du programme principal les principales
phases du traitement des systémes; On commance par une tabulation des
puissances des nombres premiers qui permet d'accélérer les calculs du bloc
d'algébre Rotenberg;”COUPE" est le principal sous-programme interne. Il

lit sur le fichier d'entrée les différents systémes a résoudre et les
décompose, s'il y a lieu, en sous-systémes indépendants; I1 constitue alors
un nouveau fichier directement exploitable pour la suite du programme;

en particulier les sous-systémes sont triangularisables et solubles sans
probléme dans la plupart des cas, c'est-a-dire qu'ils ne sont pas singuliers
dans le cas général; L'organigramme de CQOUPE est donné et commenté un peu
plus loin. Le contrdle est rendu au programme principal qui 1lit le tampon

de tate du nouveau fichier, Une grande boucle commence sur le nombre total
de systemes, Pour un systéme donné le programme lit le nombre de pléthysmes
symétriques et antisymétriques c'est-a-dire le nombre de relations

X, = F Xj que 1'on veut imposer aux inconnues du systéme, Ces relations di-
minuent l'ordre du systéme & résoudre et permettent de séparer en deux
systémes distincts les cas des représentations symétriques et antisymétriques.

Le programme range les données nécessaires concernant les pléthysmes.
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Une deuxiéme boucle, interne & la précédente, commence sur le nombre de
sous-systémes. Pour un soug-systime donné, le programme lit sur le fichier
les éléments du sous-systéme traité,‘puis il examine si parmi les relations
Xi =t %  certaines concernent des numéros de vecteurs du sous-systéme. Si
clest oui, il prépare les transformations nécessaires. Une troisiéme boucle
interne aux deux précédentes commence sur le nombre d'éléments du sous-sys-
téme. Les éléments sont rangés sous forme a Yb/c dans le tableau 2 une
dimension SYS (K) et si § est 1l'ordre du sous-systéme, l'adresse d'un élément
correspondant & la ligne I et la colonne J est donnée par la fonction
K=3p(I-1)+3 (-1 +1
c'est-a-dire qu'on trouve dans sys (¥), (®+1), (K+2) les valeurs a, b, c.
En effet, dans tout le programme nous avons utilisé exclusivement pour ranger
les éléments des systémes des tableaux 2 1 dimension dont le caicul d'adresses
est plus rapide et qui permettent de perdre moins de place en mémoire dans
le cas des éléments nuls. Ainsi on utilise dans la suite le tableau COEROT (X)
oll sont rangés tous les coefficients sous forme Rotenberg, Un tableau d‘adfesses
associé & COEROT permet de connaltre & tout moment 1'adresse dans COBROT d'un
élément a.. . Si on veul permuter les éléments d'une ligne ou d'une colonﬁe,

1J
seul le tableaun d'adresses change, les §1éments eux-mémes ne bougent pas.

Lorsque la boucle sur les éléments est terminée, le sous-systéme initial est
rangé dans SYS. Il est alors édité sur papier. Le programme appelle ensuite
le sous—programmé externe RATION qui rationnalise le sous-systéme obtenu

et range les irrationnalités des différentes inconnues par rapport & la
derniére. Puls, 11 appelle COLPLE qui réalise les opérations nécessaires

entrainées par les relations % = + Xj' Ensuite, le sous-programme RANGE

transforme les éléments sous forme Rotenberg, les range dans le tableau
COEROT et détermine les tableaux d'adresses des lignes et des colonnes asso-
cigés & COEROT. En méme temps, il prépare la- triangularisation en rangeant les

numéros des lignes par ordre croissant du nombre de zéros situés en début de

ligne et traite le cas particulier des sous-systémes d'ordre 1.
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Le programme principal appelle le sous-programme externe TRIANG. Celui-ci

triangularise le sous-systéme qui, & la fin de cette transformation, est

toujours rangé dans COERCT. Enfin, le programme principal appelle le

P

sous-programme EXTRAC gui analyse le sous-~systéme triangularisé., Il dé-
termine d'aprés le nombre de lignes nulles si le sous-systéme est directe-
ment soluble (1 ligne nulle). Si c'est le cas, il appelle le sous-programme
SOLVE qui détermine les solutions x‘i du systéme rationalisé ; 1l appelle

ensuite le sous-programme RACINE qui calcule -les X“i = x'i/I(i), la norme -

K=2 x"iz et les x, = x'i . Le sous-systéme est alors édité.
Ii2 Ii k

Si la boucle sur les sous-systémes n'est pas terminée on passe au sous-systéme
suivant. De m@me, 10rs§ue la boucle des sous-systémes est terminé on passe
au systéme suivant,
Si k lignes sont nulles EXTRAC appelle le sous-programme MULPLE dont
1'organigramme montre comment il traite le cas d'un sous-systeme correspondant
a une dégénérescence (k - 1).
Dans le cas précédent, une fois que le sous-systéme est résolu, le sous-systéme
initial triangularisé rangé dans COEROT est détruit, C'est sans importance
puisqu'on traite le systéme suivant.

Le cas d'un sous-systéme dégénéré est différent. On a besoin de le
résoudre plusieurs fois pour déterminer les‘k solutions orthogonales. Comme
la résolution détruit le systéme initial il faut le sauvegarder. Ceci est
réalisé de la fagon suivante. Le tableau COEROT est divisé en deux zones
contenant chacune le systéme triangularisé. Aprés chaque résolution on ajoute
1'équation supplémentaire déterminée au systéme de la zone qui n'a pas servi

et aprés sauvegarde du nouveau systéme on traite la solution suivante,
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3°) Description du sous-programme "COUPE"

L'organigramme suivant est celui du sous-programme "COUPEY, interne
au programme principal., Le role de "COUPE" est de constituer, & partir du
fichier initial de systemes construits par CLEGA 1, un nouveau fichier dans
lequel les systémes sont séparés en leurs sous-systeéemes indépendants, Les
comnentaires sont dcrits & droite des ordres ou des groupes d'ordres.

Un mot machine est constitué de 36 bits, numérotés de gauche & droite de

0 a 35, contenant chacun 1'information O ou 1. En général, les ordres
FORTRAN définissent des opérations sur des mots machine complets. Cependant,
il existe une fonction trés commode FID (I,J,K) en FORTRAN V UNIVAC qui
permet toute manipulation sur les Bits d'un mot, et un ensemble de fonctions
logiques telles que AND (I,J) et OR (I,J) qui effectuent un certain nombre
d'opérations binaires.

Ainsi dans 1'organigramme de "COUPE" 1'ordre FID (NC - 1, 1, NOM (WL)) = 1
éme

a pour effet de mettre 2 1 le (NC - 1) bit du mot NOM (NL) ; considérons

il

AND (MOT, NOM (K))
OR (MOT, NOM (X))

les ordres U

et V

1]

La fonction AND met des 1 dans les bits du mot U si les 2 bits correspondants
de m@me rang de MOT et NOM (K) sont égaux a 1,
La fonction OR met des 1 dans les bits du mot V si 1'un ou l'autre des bits de

méme rang de MOT ou NOM (K) sont égaux a 1,

Supposons : MOT = 0OL1Ol0L......
NOM{K) = 1100111......

= AND ( ) = 0100101......

= OR ( Y = 1110111......

.

Le principe général de 1l'extraction des sous-systémes est le suivant :
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Le fichier de départ est constitué par les systémes & traiter dont les

éléments non nuls sont donnés & la suite, par numéro de ligne et de
colonne crolssant, sous la forme
n° de ligne, n° de colonne, élément NI Y N2/N3
NL, NC, N1, N2, N3
On associe a chaque n° de ligne NL un mot NOM (NL) dont initialement
tous les bits sont nuls,
Le sous-programme 1lit un systéme d'ordre m du fichier de départ. Lorsqu'il

rencontre un &lément non nul NL, NC, N1, N2, N3 il met 2 1 le (NC - 1)éme

bit du mot NOM (NL).

Une fois tout le systeme lu on dispose de K mots NOM (NL) non nuls, corres-
pondant & toutes les lignes dont les numéros sont apparus au meins une fois
et possédant un 1 dans les bits repérant les numéros de colonnes des

éléments non nuls.

Les systémes sont symétriques donc les lignes j qui n'apparaissent pas doivent

N

etre considérées comme autant de sous-systémes & 1 ligne et 1 colonne,
L'étape suivante consiste & chercher & quel sous-systéme chaque
vecteur appartient. Initialement la liste de vecteurs non classés est la
liste de tous les vecteurs du systeéme. On met dans MOT le nom associé au
premier vecteur de la liste et on cherche les numéros des vecteurs qui
forment avec lui un sous-systéme indépendant, La fonction AND (MOT, NOM (K))
détermine les numéros de vecteurs qui ont au moins un numéro de colonne en
commun avec MOT et la fonction OR (MOT, NOM (X)) permet de trouver tous les
numéros des colomnnes qui interviennent, donc tous les numéros des vecteurs

qui appartiennent au m@me sous-systéme que le premier vecteur de la liste

des non-classés.
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Au cours de cette étape on détermine les vecteurs non classds restant
qui forment alors la prochaine liste & étudier, A la fin du traitement
de chaque liste intermédiaire obtenue, un sous-systeéme est détermind
par la liste des numéros des vecteurs qui le constitue.
Dans 1l'étape finale le fichier des éléments et les renseignements
précédents sur les sous-systeémes permettent d'assigner & chaque é&lément
son numéro de ligne et de colonne dmns le sous-systéme auquel il appartient

et de stocker dans l'ordre les éléments de chaque sous-systéme qui est alors

prét & &tre résolu. -

IV, Conclusion

La description du programme CLEGA 2 n'est bien sQir pas complate,
Cependant, elle donne un apergu sur la fagon dont le programme est congu.
Nous n'avons pas parlé par exemple de 1a possibilité de permuter les
colonnes par l'infermédiaire de cartes données, Cependant, c'est un point
essentiel pour deux raisons :

a) on a vu que le sous-systéme traité est résolu par rapport & la derniére
colonne n (ou n - p pour un systéme dégénéré). Or, si le systéme est tel
qu'on a x, = 0, le systeme devient insoluble. Il faut le résoudre par
rapport & une autre colonne,

b) on a signalé que les intermédiaires de calculs et les solutions peuvent
devenir trés complexes dans le cas des systémes dégénérés. I1 faut done
pouvoir permuter les colonnes de fagon & essayer les différents cas

d'annulation des Ko
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C'est d'autant plus indispensable qu'on peut facilement avec la méthode

xn?%n 1x...zO forcer des annulations incompatibles avec le systéme qui

devient alors singulier, Remarquons qu'au lieu d'annuler des X, on peut

aussi égaler s'il en a des x. = %, de méme irrationnalité,
Y 1. k

Les systémes traités par CLEGA 2 pour les besoins de notre travail ont
montré que le programme peut résoudre des systémes non déginédré d'ordre
supérieur & 20, Les seuls cas insolubles sont des systémes d'ordre 220

plusieurs fois dégénérés (SO ZDR3) et des améliorations seraient nécess=

5

saires au niveau du bloc calcul pour étendre les performances.
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CONCLUSION GENERALE,

I) Résumé des travaux présentds,

L'ensemble du travail présenté est consacré 4 3 points principaux:

~ le premier est la détermination explicite, dans le schéma SU d'un

3 7
ensemble complet d'opérateurs effectifs & 3 particules, scalaires, her-
mitiques, symétriques et indépendants du spin, représentant, au second
ordre de perturbaticn, les effets électrostatigues des lnteractions de
configurations lointaines sur les configurations (d+s)n . Ce travail
a pour but de rendre possible 1tétude compléte, dans le schéma le mieux

adapté, des configurations (d+s)n et (d+s)np dans l'approximation

du second ordre de la théorig du champ central,

- ILe deuxieéme point est la mise en évidence, & propos de la détermina-
tion des coefficients de Clebsch~Gordan (ou 0.C.G.) SU313R3 néces-
saires & la classification des opérateurs précédents, de la possibilité
de réduire la dégénérescence interne gréce au choix d'opérateurs tenso-
riels coupiés possédant des propriétés d'hermiticité détermindes. Ce
choix définit une base d'états que nous comparons avec celles proposées
par Judd, Miller, Paters et Winternits (1974), bases qui correspondent

“~

4 la caractérisation compléte des états de SU :DRB a l'aide des va-

3
3

leurs propres d'un des deux invariants X~ ou X4 explicités dans

l'article.
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~ le troisieme point est la réalisation d'un ensemble de deux program-

mes permettant le calcul automatigue, sous forme exacte NVN/P ol

N,M,P sont entiers, des C.C.G. des groupes de Lie semi-simples compacts,

aux indéterminations dues aux dégénérescences.prés, Dans ce cas P
solutions arbitraires orthonormées sont détermindes, dont la combinai-~

gon éventuelle dépend du probléme traité.

~ Cette réalisation, indispensable pour déterminer les C.C.G. SU323R3

nécessaires i notre éiude, nous a permis en outre de participer & un
travail paralieéle faisant appel aux mémes méthodes : la classification

dans le schéma Sp1OZJSU x (S0

P :)R3) des opérateurs effectifs & 2

>

particules dépendant du spin et venant du terme de second ordre croisé

de 1l'énergie coulombienne et de la structure hyperfine.

Chapitre I,

Ie premier chapitre présente les méthodes générales utilisdes.
On rappelle notamment comment on peut tenir compite des effets du second

ordre de periurbation sur les structures fines et les structures hyper-

N

fines par l'introduction d'opérateurs effectifs & plusieurs particules
agissant enire les états de la configuration considérée. 'Puis, apres
un bref exposé sur l'utilisation en spectroscopie de la théorie des
groupes de Lie, on Traite plus particulidrement le principe de la clas-

sification dans le schéma Sp, = 5U,x (SO5DR ) des opérateurs h 2

3

particules dépendant du spin agissant dans les configurations dn et

le principe de la classification dans le schéma SU

127 SUéf(l;?UﬁffS«UéD%)

.
::.--2%&-3 R
R Lo e -
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des opérateurs scalaires & 3 particules indépendant du spin agissant
dans les configurations (d+s)n . On exprime ainsi la nécessité de
classer états et opérateurs dans un méme schéma de réductions pour
pouvoir utiliser le théordne de Wigner-BEckart aux calculs d'éléments
.de matrice des opérateurs et la nécessité de déterminer les coefficients
de Clebsch-Gordan (C.C.G.) des réductions considérées pour construire
explicitement les opérateurs & plusieurs particules. Ceux—ci déivent
8tre symétriqués par rapport & tout échange des électrons et on déerit
alors ltopération de pléthysme @ qui permet d'extraire des produits
de Kronecker les représentations qui correspondent & un type déterminé
de symétrie de permutation., Te premier chapitre se termine sur l'ex-
posé du principe général de la méthode, proche de celle de Nubter et
Wielson, utilisée pour calculer les {.C.G. des groupes de ILie semi-

gimples compacts,

Chapitre I,

le deuxieme chapitre, consacré i la détermination des opérateurs

effectifs électrostatiques de (d+s)n se diviee en deux parties :

~ La tére partie traite de la détermination des C.C.G. SU3:>R3 inter-

venant dans notre étude. Les opérateurs monoélectroniques se trans-

forment comme les représentations (11)+(22) de 3 en notation

3

d'Ellictt ; les C.C.G. calculés sont, d'une part, ceux qui permettent
d'exprimer les opérateurs classés & 2 particules de rang quelconque, du

ty pe <A1T1k ATk Je'ATT'k> ol l1 et A, = (11) ou (22) et ol les

17222 2
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At sont les représentations apparaissant dans les preoduits de Kronecker
h]xh2 et, d'autre part, ceux gui interviennent dans Il'expression des
opérateurs scalaires classés a4 3 particules. <a'A'sz ‘k‘4h T. kalaKTO> y
ol A3 = (11) ou (22) et ol les A' sont les représentations précé-

dentes, Ces calculs ont entrainé la détermination des éléments de ma-
trice du geénérateur (1?)V+2 de SUB(d+s) entre les éiats AMaatk!'>

gul apparaissent,

(n montre ensuite comment, & partir des solutions arbitraires
fournies par le programme CILEGAC dans les cas dégénérés, on peut choi-

sir les C.C.G. tels que les opdrateurs classés & 2 particules

t
law-c']frk = B ATk ATk lathT 'k'>{7\'s’.)v (h'z)V 2}

11122
T,k,T.%

11272

possédent des propriétés dthermiticité définies. On montre comment ce
choix entraine pour les états la levée des dégénérescences doublés in-,
ternes du type (Kp)k,k‘ et entraine la levée partielle des dégénéres-
cences supérieures. Aprés avoeir explicité les relations entre les opée
rateurs infinitésimaux de SU. wutilisés dans 1'article cité plus haut

3

et les nbtres, nous avons obtenu une forme tensorielle pour les inva-

4

riants X3 et X' qui ncus a permis de montrer que la base corres-
pondsnt & la diagonalisation de X4 conduit aux mémes états gus les
ndtres dans le cas d'une représentation autoconjuguée doublement dégé-

nérée en k et gue les liens sont plus complexes dans le cas des re-

présentations non autoconjugudes.

- Dans la deuxiéme partie, nous montrons comment les opérateurs classés

4 % particules d'hermiticité définie permettent de construire plus
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N

facilement un ensemblile complet Q‘opérateurs effectifs & % particules
scalaires, hermitigues et symétriqués. les représentations gqui clas-—
sent les opérateurs symétriques sont celles apparaissant dans le déve-
loppement du pléthysme [(11)+(22)1@{3} = [(11)®{2}]x(22)+[ (22)®{2}]
x(11)+(?1)®{3}+(22)®{3} . les résultats prdécédents permettent de cons-
truire facilement les 17 opérateurs wvenant des 2 premiers termes de
l'expression ci-dessus. La construction des 2 opérateurs du type
(11)®{3} permet de mettre en évidence le principe de la symétrisation
compléte des opérateurs, néthode gue nous avons appliquée au cas plus
difficile de la construction des 15 opérateurs symétriques appartenant
au développement du terme (22)®{3} . Cette deuxidme partie s'achéve
sur le tableau récapitulatif de l1'ensemble cherché des %4 copérateurs
¢lectrostatiques & 3 particules classés par rapport i SU’BDR3 et

représentant la partie effective des interactions de configurations

leintaines sur le groupe de configurations considérées (d+s) .

Chapitre III,

le troisiéme chapitre traite de la classification des interactions
: . . n
de second ordre de structure hyperfine dans les configurations 47 .
Aprés avoir situé le probléme étudié et rappelé llexpression des opé-
rateurs effectifs dans le cas du terme croisé énergie coulombienne—
structure hyperfine, nous explicitons la classification formelle des
interactions biélectroniques intervenant dans notre étude. Iles opéra-

. . uk , .
teurs monoélectroniques w se transforment comme les représentations
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[<O>+<12>+<2>] de Sp1o ; les représentations classant les copérateurs
biélectroniques symétriques sont celles.apparaissant dans le pléthysme

[<O>+<12>+<2>]®{2} dont les seuls termes du développement intéressants

2

sont <2><12>,<1 @2}, <>e{2} . les corrections A ,Aq,ASC 3 appor-

£

ter aux % termes correspondants du fer ordre de structure hyperfine,
.k, Ok, uk

s'expriment en fonction d'opérateurs (wi1 1Wj 2) avec respective-

ment {(uk) = (01),(02),(12) et les propriétés d'hermiticité permettent
dtaffirmer que seuls les opérateurs apparternant au produit <2><12>

interviennent dans Ag et Asc et que ceux appartenant & <2>@{2}

et <12>®{2} intervieanent dans Aq . Aprés avoir calculé les C.C.G.

utiles SOSDR3 , les tables des dléments de matrices du généraisur
U3 de 805 , les C.C.G, Spm:?SszSO5 nécessaires, les élémentis
14

de matrice des générateurs w?2 et w de Sp1o , nous déterminons
explicitement les opérateurs biélectroniques symétrigues cherchés per-

mettant d'exprimer les 3 corrections A, , A , A .
£ q scC

Chapitre 1V.

Dans le gquatriéme chapitre nous décrivons les 2 programmes permet—
tant de déterminer automatiquement les C.C.CG. des groupes de Lie semi-

simples compacts dans leurs réductions successives i R3 .

4

La méthode décrite au chapitre I consiste 3 évaluer de 2 fagons
différentes les éléments de matrice de l'opérateur de Casimir du groupe

considéré. On obtient alors k systdmes d'équations linéaires
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z ag.xi = 0 dont les coelficients aij sont doanés, & l'aide de llal~

gdbre tensorielle de Racah, par des formules angulaires trés générales

et dont les inconnues sont les C.C.G. cherchés.

-~ le premier programme CLEGA1 calcule les aij scus forme exacte
NVM/P en exécutant la formule littérale pour la liste de jeux de va-
riables possibles et les range sous forme de matrices ou de systémes

& résoudre, La formule littérale ypeut prendre des formes tres diver-
ses suivant le probléme traité et une caractéristique intiressante de
CLEGA1 est de former un petit compileur qui construit & la lecture de
la formule littérale la suite d'ordres & faire exdécuter, Les procédés
utilisés pour coder lad suite d'opdrations & effectuer sont imités des
.principes de la compilation Algol des ordres arithmétiques et fait ap-
pel aux technigues des piles de mémoires et de la notaticn polonaise
l'exéeution dﬁ programme ainsi construit a exigé 1l'écriture de 2 sous—
programmes récurrents pouvant s’appelef'l'un 1tautre, écriture qui fait

appel & une technique de ”piies" dtétats du systeme en cours de calcul.

les calculs angulaires se font & l'aide de 1l'algébre Rotenberg,

~ Les systémes linéaires homogenes obtenus sont tels que tout intermé-
diaire de calcul s'exprime comme un nombre d'irrationnalité maximale
en racine carrée ; 1l est donc possible de les résoudre exactement,

la triangularisation des systémes permet de mettre directement en évi-
dence les équations proportionnellies correspondant aux racines multi-
ples, La résolution est faite & 2'aide d'une méthode d'élimination et
on recherche dans les cas dégénérés k solutions orthonormales en

annulant un ceriain nombre d'inconnues, Les calculs se font & 1ltaide
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d'un ensemble de sous-programmes d'algébre Rotenberg "double précision
entiére" ol les opérations manipulent des nombres représentés par leur

décomposition en puissance de nombres Premiers.

Appendices.

Dans 1'Appendice I nous reproduisons notamment le calcul détailléd
du pléthysme [(11)+(22)]®{3} rencontré dans la classification des
opérateurs de SU3 . A ce propos nous donnons 1'organigramme d'un
petit programme qui nous a éité nécessaire pour calculer et vérifier

les trés nombreux produits de Kronecker (Kp)x(h'p‘) gui interviennent

dans le développement du pléthysme détudié,

Enfin, d'Appendice II est consacré & 1'étude théorique détaillée

des configurations (d+s)” dans le schéma SU, P 8U,x [SU6ZDSU323R3] ;

I1) Commentaires et perspectives d'avenir,

Dans le courant de cet exposé nous avons signald les proongenments
possibles ou nécessaires des travaux présentés. Ainsi, la détermina—
tion des opérateurs & 3 particules permet d'envisager 1'étude, dans le
couplage SU3 , des configurations (d+s)" de la série du fer, étape
préalable nécessaire & 1'étude compldte des configurations (d+s)np

dans l'approximation du second ordre de perturbation.
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’

~ le programme CLEGA! qui construit les systémes lindaires & résoudre
pour obienir les coefficients de Clebasch~Gordan des groupes de Lie est
en réalité un programme trés géndral capable, en principe, de calculer
sous forme exacte n'importe quelle formule angulaire. Il représente
wne généralisation du programme AGENAC écrit au laboratoire A, Cotton
en collaboration avec Y. Bordarier et le Professeur Racah et son équipe

de Jerusalem, programme déja décrit ailleurs (Carlier (1967)).

~ le programme (LEGA2 résoud scus forme exacte les systeémes d'égquations
iinéaires homogenes, Aucun probldme n'est apparu dans le cas des sys-
témes pas ou peu dégéndrés méme 4'ordre élevé et nous ne nous sommes

pas heurtés aux limites du programme, Par contre le traitement de cer-
tains systeémes dégénérés entraine assez rapidement, des que 1'ordre aug-
mente, des impossibilités de calcul et une étude est nécessaire pour dé-
terminer si 1'extension du bloc calcul "Rotenberg" peut améliorer sen-
siblement le probldme ou si la méthodé de recherche des solutions arbi-
traires doit &tre modifiée.. Kéanmoins, fel gqu'il est congu, CLEGAZ a

pu résoudre tous les cas nécessaires au travail présenté ici, Il a
moniré qu'il était capable de traiter des cas relativement complexes

tel que le systéme 5 fois dégénéré d'ordre 11 rencontré dans la symé-
trisation des opérateurs & 3 particules.

L'ensemble de ces deux programmes a permis la détermination des C.C.G.

nécessaires SU,™R_ , 30.-R > 8U.x 80. et le calcul des éié-

5 85 0 TPy BUX g

3 5
ments de matrice des opérateurs monoélectroniques’ V+2 de SU3 , U5
12 14‘ . A i . s
de 805 , W et W de Sp10 . I1 peut &tre utilisé dans de nom-

breuses autres études faisant intervenir les groupes de Lie semi-simples.
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-~ On a vu gue l'exploitation des propriétés d'hermiticité des opéra-
teurs couplés, permet de diminuer 1'arbitraire de détermination des
C.C.G, et de résoudre complétement, sans mélange d'irrationmalité, les
cas de dégénérescence interne double. Ceci est 1ié en partie au fait
gque chacune des representations (?1) et (22) classe des opérateurs
monoélectroniques des 2 types -hervmitique et antihermitique- et qu'on
peut alers imposer aux opérateurs & 2 particules construits & partir
d'eux d'étre de 1'un ou 1'autre type d'hermiticité,

Des considérations approchées permettent de penser que toute représen-
tation de SU3 , autoconjuguée ou non, peut &tre regardée comme Taisant
partie du développement de produits de Kronecker du type (11)....(11)
et que l'hermiticité doit toujours permettre de séparer les états en

2 catégories + et - sans mélange d'irrationnalité.

I'étude de cas plus complexes de dégénérescences permeitrait de véri-
Tier cette hypothése et d'essayer de comprendre alors &i c'est une pro-

. Une voie possible serait d'étudier

priété intrinséque du groupe SU3

Par exemple comment s'exprime la séparation hermitique lersqu'on uti-
lise les états définis par la réduction canonique ST, :>SU2X U, et

3

d'étudier si les états SU,D R, "d'hermiticité donnde" sont développés

5 03

d 2tat SU_D
sur des etals SUB SU2x U1

possédant des propridtés particulidres,

— En conclusion, nous espérons que le travail présenté ici forme un
intermédiaire utile entre les thdoriciens qui proposent de nouvelles
méthodes théoriques et les classificateurs gui désirent pouvoir les
éprouver rapidement dans leurs prochaines interprétations des spectres

atomiques,
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APPENDICE T

Dans cet appendice sont définies d'abord quelques notions utili-

sées dans le courant de cet exposé et notamment au chapitre I.

Ainsi, la premigére partie est consacrée & des rappels sur le
groupe des permutations et les fonctions symétriques et la deuxiéme
partie & des rappels sur les liens entre le groupe linéaire complet ou
_ le groupe unitaire et les fonctions de Schur. Ces 2 parties sont lar-
gement inspirées de l'exposé de B, G, Wybourne dans son livre "Symmetry

principles and atomic spectroscopy" (1970).

Nous avons décrit brievement dans la Zéme partie un programme de
calcul et de rangement de fonctions de produits de Xronecker gquil nous

a été nécessaire pour l'évaluation de certains phéthysmes.

les régles de calcul des pléthysmes sont rappeldes dans la gua-
trieme partie et dane la derniére partie nous avons explicité en détail
le calcul du pléthysme [{42}+{21}] ® {3} nécessaire & la classifica-
tion des opérateurs i 3 particules dans (d+s)N étudiés au chapitre II,
pléthysme qui ne figure pas dans les tables publiées par les différents

auteurs.



Ie plan est donc le suivant ;

I) Rappels sur le groupe symétrigue et les fonctions symétrigues.

10) le groupe Sn .

2°) Graphe de Hook des diagrammes d'Youné.

%0) Immanent - Déterminant - Permanent d'une matrice.

4°) Fonctions syméiriques,

59) Les fonctions de Schur ou fonctions "SY

6°) Produits extérieurs des représentations de S et produit
extérieur de fonctions S .

7°) Produits intérieurs des représentations de Sn et prodult

intérieur de fonctions S .

II) le groupe lindaire complet GL(n) , le groupe unitaire et les

fonctions de Schur.

10) Matrices composées d'ordre r d'une matrice A .
2¢) Matrices induites d'ordre r d'une matrice A .

30) Invariants matriciels - Produit de Kronecker de 2 R.I. de

¢i{n) ou U(n) .

III} Programme de calcul de fonctions de produits extérieurs de

fonctions S .

IV) Regles de calcul des pléthysmes.




V) Evaluation du phéthysme [{42}+{211] ® {3} .

19) Calcul de {21} ® {2} dans S_ et réduction & SU

n 5 "
20) Caleul de {42} ® {2} dans S, et réduction a SUz .
3°) Caleul de {21} ® {3} dans S et réduction a SU, -
4°) Calcul de {42} ® {3} dans S5, et réduction a SU3 .

50)  [{42}+{21}] ® {3]
| -~ Dimension des ?eprésentations de 8 et tables deé
pléthysmes {2} ® {3} , {4} @ {2?} , {4} ® {1
~ Dimension des représentations de 3 et table des
piéthysmes {5} ® {3} , {5} ® {21} , {5} @ {13}
— Dimensiocn des représentations de S18 et table du
plétnysme {42} ® {3}

~ Pléthysme [ {42}+{21}] ® {3} - {42} ® {3} .



1) Rappels sur le groupe syméirique et les fonctions symétriques.

19) Ie groupe Sn .

12 ....n

Ies n! permutations de n guantités forment un

1 om0 Pp

groupe appelé le groupe syméirigque., Toute permutation peut s'écrire

sous forme d'un produit de %k cycles n'ayant pas d'éléments en commun,

127345

Par exemple = (134)(25) . L'ensemble des permutaticns
35412

conjuguées d'une permutation a , soit yoy = B , forment une classe

et ont méme structure de cycles. Une structure de cycles caractérise

donc une classe,

5i Y, est le nombre de cycles d'un élément,

%k est le nombre de cycles de k éléments,

on a  Ixv,t2xXv_ +..4nv. =n ., o
1 2 n

Ainsi chaque solution d'entiers positifs v,...v donne une classe de
4 1 n

Sn et le nombre de classes est le nombre de solutions. En posant

v1+v2+..+vn = A1
v2+..+\-:;n = ?2 on a :
: !
Vo= A
n n
A€+?\2+..+Anxn avec ?\1>/7\2>,..>,7\n>,0 .

Chagque solution correspond & une partition de n . On peut repré-
n

senter la partition I Ki =n correspondant & une classe de Sn par
i=1

un diagrazmme d'Young avec A, > A ..z'kn . Il lui correspond une re-

présentation irréductibie (R.I.) complidtement déterminée par le



L

diagramme |_| . le diasgramme obtenu en changeant les lignes

et les colonnes est appelé diagramme associé, On appelle tableaux

~

standards ceux qui correspondent & une répartition des chiffres

1...n en ordre lexicologique dans chaque ligne et chaque colonne,
Alors la dimension fk de la R.I. caractérisée par la partition A

de n est égale au nombre de tableaux standards associés au diagramme
X

i <k) (£5-2,) £y o= Ayt

! 1 ! -
z?t 32. e ﬂr. £r' }r .

A et on a fk = n!

20) Graphe de Hook des diagrammes d4d'Young.

La longueur "hook" d'une case d'un diagramme d'Young est égale &
a+f+1 ol B est le nombre de cases situées sous la case considérée
(méme colonne) et a le nombre de cases b droite de la case considérce

(méme 1igne);

Si £0£1"£p sont les longueurs des cases de la 1ére colonne,

1
RIS
M. .y (£e=i.
(1) W N

alors le produlti H[k] est défini comme H[K] =

et on

1
peut écrire fK = bl avee = (f

] [A]

K)E =nt .

3“) Trmanent — Déterminant — Permanent d'une matrice d'ordre n

[ast] '

Soit & une permutation ey .er & des nombres 1...n et

x(k)(S) le caractére du groupe Sn correspondant & la partition (n) .



L'immanent est défini pat Iastl(k) =5 X(K)(S)PS ou la somme est

faite sur les n! permutations et ol PS =8,  ...8
»
1

n,e
](n) est le permanent de |[a ] noté +Ia
P st st

. . o+
2 cas particuliers last ]

n
Iast](1 ) est le déterminant de [ast] noté ‘astl

4°) Fonctions symétriques,

On définit 4 sortes de fonctions syméirigues de k arguments

(Z1 PR Q'.k

— a) Mondme symétrigue Mp =L a ...arr ou p = pq..Pr est

une partition et ol la somme se fait sur toutes les permutaticns des
« (1)

- b) Sommes de produits homogdnes h = LM (2)

- ¢) Fonctions symétriques élémentaires : a_ =9 LIRRRL

C'est le monOme correspondsnt 3 la partition (1r) (3)

- d) Somme de puissances : Sr = a? (4)

59) Les fonctions de Schur ou fonctions "S"

si (A) est une partition de r la fonction S notdée {A} est

le déterminant défini par {A} = |n avec |h, = 1

Ks—s+t
» = O Si <

(5)

Ainsi {r} =n (6)

On a aussi {h} = lau —s+t, ol p  est la partition conjugude de (h)
a. =1 s
avee =0 si r<0

T



Enfin si on représente par [Zr] la matrice [Zr] = :2 L
Sr ..... . 81
rta_ = |2_]|
T T - :
on a les relations st h o= +l I+ et la fonection de Schur: {K}
e T T

correspondant & la partition (A) est définie par 1'immanent :

1 {A} = [zr](” (8) .

Scit p la classe (1a2ﬁ..) d'ordre hp de Sn et soit

Kp = S? Sg vha.  OU les Si sont les sommes de pulssances définies

- ¢ci-dessus ; alors on peut exprimer la fonction de Schur {h} comme

(a)

une combinaison linéaire des caracteres Xp de Sn associés avec

les représentaticns caractérisées par les partitions (n)

(:\)h

L (A} =2
nt (M I

6°) Produits extérieurs pour Sn et produits extérieurs de

fonetions S .

le produit de Kronecker de 2 représentations p et o de 2
groupes différents Sm et Sn forme une représentation pxo du pro-
duit direct S x§  sous-groupe de 3 ., ILa décomposition de ce

m n m4n
prodult en fonetion des représentations de Sm+n définit le produit

extérieur des 2 représentations,.



le produit extérieur de 2 fonctions S {p} et {o} de degré m
et n s'exprime comme une somue de fonctions S {v} de degré m+n
solt {p}{o} = % Ppgviv} et on montre gqu'il existe une correspondance
biuwnivoque entre les partitions (p) (c) {v) @u produit extérieur de
2 fonctions S {p}lo} et celles caractérisant les représentations
irréductibles du groupe Sm+n apparaissant dans la décomposition du

produit extérieur des 2 représentations p et o .

On peut calculer le produit extérieur de 2 fonctions 8 en les
explicitant sous forme de fonctions symétriques définies plus haut.
Ainsi les éguations (2), (3), (6), (7) permetient d'écrire

{1}{1} = (Za1)(2a1) = Ea? + X, , {2} = Ea2 + e o, et

172 1 172 _
{12} = Ea1a2 done  {1}{1} = {2 +{12] ou encore ]:].[:] = | ]+ "w.
les régles de multiplication des diagrammes se généralisent ainsi: -

les fonctions S qui apparaissent dans le produit

{p}{c} = {p1..pm}{d1..0n} sont celles correspondant aux graphes gu'on
peut construire en ajoutant au graphe (p) 01 symboles « , 62 Sy m—
boles B , ...etc... avec les restrictions suivantes :

1) Aprés 1l'addition de chaque symbole il n'y a pas 2 symboles

identiques dans la méme colonne,

2) si aprés 1'addition de chague symbole on compte les a« , B ,
¥ ... de droite i gauche, ligne aprés ligne, alors & chaque instant
le nombre des o« doit &tre  au nombre des B , 2 au nombre des

Y 2 ... etc.



cedlol _ ()t (o) e) _ o v

les dimensions vérifient
m! nl pov

les mémes régles donnent donc la décomposition du produit extérieur de

2 représentations p et o des groupes Sm et Sn .

79) Produit intérieur de 2 fonctions § et produit intérieur de

2 représentations de Sn .

Ltanalyse du produit de Kronecker de 2 représentations p et o
d'un méme groupe Sn , appelé produit intérisur et noté pooc revient

4 considérer la décomposition des caracteres xpxc =% gpcv xv (9) .
v
Si p et ¢ sont des partitions d'un méme entier n et si

p.c v . : _ o
XA = 3 &0y X alors le produit {plofo} = 5 & oy fv} aéfinit le

produit intérieur des fonctions S {p} et {e} et les dimensions

vérifient gPo0 _ fpr0 =g £¥ .
pov

Un théordme de Littlewood permet de calculer {p}ojo} sans con-

naitre les tables de caraciéres des groupes syméirigques

(Hubotvh =z n ) o (IMole})({ufofal) o feble) =z T dv}. .

pov pov

En fait nous verrons un peu plus loin dans 1'évaluation du pléthysme
[{42}+{21}] ® {3} que les calculs ntont introduit que des produits
intérieurs simples et nous avons utilisé directement la décomposition

des caracteres des groupes symétriques correspondants (9) .
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II) Ie groupe linéaire complet, le groupe unitaire et les fonctions

_de Schurlr

Ies matrices A non singulidres d'ordre n2 forment le groupe
lindaire complet GL{r) et forment elles-mémés une représentation
matricielle de GL(n) dont le caracteére est donné par les traces des
matrices A et est équivalent & la fonction élémentaire symétriqge
a, des racines caractéristiques de A . D'aprés la relation (7) le

caractére est simplement la fonction § {1} . De méme, le caractire

de la représentation identité est la fonction § {0} .

(. montre que tous les caractares de GL(n) peuvent s'exprimer
en terme de fonctions S des racines des matrices A . DPour cela on
définit 3 notions, les matrices compeosdes dlordre r les mairices
induites d'ordre r d'une matrice A et les invariants matriciels

de 4 .

19) Matrice composde d'ordre r d'une matrice A ,

a) Matrice composée d'ordre 2. Soit X (X1"°Xn) et Y (y1...yn)

deux vecteurs colonnes, A une mairice [ast] non singuliére d'ordre

n2 et X' et Y' les transformés de X , ¥ par A : X' = AX ,

Y' = AY . On peut formet les EL%:ll fonctions lindaires alterndes

de X et Y et chercher les fonctions correspondantes de X' et Y' .

. ij v1]
51 x =X.¥.,-x.¥. alors x =La.x I a, -Xa, x Ia,
1yJ Jyl Y ig q J v

ip P Jq 4 op

a. a,.
et le coefficient de qu =Xy XY est 1P 3q . Done la
Pa a® ®iv %iq



de A et notée

11

. . i . P
matrice de transformaticn des x d est une matrice dont les eléments

sont des mineurs d'ordre 2 de A , appelée matrice éomposée d'ordre 2

R

-

b) Matrice composée d'ordre r . De la méme fagon les fonctions

alterndes de r vecteurs X1"'Xr transformés par une méme matrice

. . 1 .
A seront transformées par une matrice & Cr lignes et colonnes dont

les éléments sont des mineurs d'ordre r de A , appelée matrice com-

T
posée dlordre r de A et notée A{1 } .

r
Les matrices composées A{1 ! forment une représentation de

r r T T
GL(n} [AB]{1 } = A{1 }B{? } et les traces des A{1 } sont des
caractdres du groupe.
Or les fonctions symétrigues élémentaires ay = b Oy Oy sont

directement connectées avec l'équation dont les racines sont les

“ n N1 n .
LPRPRL z(x) = (x-a1)(x-a2)...(x—an) =X -a.x et 1) a . Ici,

si on appelle A 1les racines de A on a g(n) = IA—AII =

Kn-—a1ln"1...4-(-1)nan =0 et on a le résultat général suivant :

les fonctions § {1¥} des racines des matrices A de GL{n) sont

des caractéres simples du groupe.

20) Matrices induites d'une matrice A .

On considere n variables x1...xn transformées par une matrice

A=

[ast] soit X' = AX et on forme cette fois les n{n+1)/2 pro-

2 2
X X,X

duits ou puissances de degré deux, soit x1 » Xy eees XyXo o Xn—1xn .
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les éléments de la matrice de transformation de ces produits sont les
polyndmes de degré 2 des éléments de A , C{ette matrice est appelée
matrice induite d'ordre 2 de A et notée A{2} . De méme, les pro-

. : . . N n+r-1 .
duits de degre r sont transformés par une matrice a Cr lignes
et colomnes dont les éléments sont des polyndmes de degré r des élé-

ments de A ., C(Cette matrice est appelée induite d'ordre r de A et

on a le résultat suivant : les fonctions S {r] des racines des ma-

trices A de GL(n) sont des caractéres simples du groups,

30) Invariants matriciels — Produit de Kronecker de 2 représenta~

tions de GL(n) ou U(n) .

Ie concept d'invariant mafriciel est nécessaire pour cbtenir 1'en-
semble des caractéres de ¢L{n) , comme 1'immanent était nécessaire
pour obitenir 1l'ensemble des caractéres de Sn et on a utilisé la no-
tion d'invariant au chapitre I pour expliciter l'opération de plethysme.
Soit A une matrice d'ordre n2 et T(A) une matrice dont les é1é-
ments sont des polyndmes des dléments de A ., Si on a T(a)7T(B) = T(AR)
alors T{(A) est dit un invariant matriciel de A et donne une repré-

. . {17} {r}

sentation matricielle de GL(n) . A et A sont des cas par-

. . . . . {ul . . §17
ticuliers d'invariants matriciels A comme de determinant [ast]
et le permanent [aﬂt]{n} étaient des cas particuliers de 1'immanent

2

[ast]{h} . Ie produit direct de 2 invariants est un invariant et tout
invariant de degré =r des éiéments de A peut &tre obtenu par réduc-

tion du produit direct de r matrices identiques A . Enfin Schur a

démontré gqu'il existe autant d'invariants matriciels de A(n,n) de
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degré r ,qu'il existe de partitions de r en pas plus de n parties

et leurs traces sont les fonctions S de poids r des racines de A .

le predult direct A{u}A{K} de 2 invariants de degré m et n

)

peut &tre résclu en une somme d'invariants de degré mn soit

S,

UAV et comme les traces sont des fonctions S des

"
racines de A c'est équivalent au produit extérieur des fonctions S

iu}.{h} = 5T {v} . Donc le produit de Kronecker de 2 représenta-

v MAV
tions irréductibles de GL(n) est donné par les mémes régles que le

produit extérieur des 2 fonctions S assocides,

les mémes résultats sont valables pour le groupe unitaire U(n)
c'est-é—diﬁe que les représentations irréductibles de U(n) sont les
invariants matriéiels des matrices A , les cearactéres simples de U(n)
sont les fonctions § des racines des A et le produit de Xronecker
de 2 représentations irréductibles de U{n) peut &tre évalué & 1ltaide

du produit extérieur des fonctions 8 assocides.

Enfin, les dimensions des représentations.irréductibles de GL(n)

(A}

oude Uln) sont domndes yar | Dpyy = Grp) /Hyy o oh My est

A
le "hook" du diagramme d'Young (A) et ol Géng = I {n+i-j) .
i,
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IIE) Programme FNKRON de calcul et de rangement de fonctions de

produits extérieurs de fonctions dé Schur (produits de Kronecker ),

les pléthysmes s'expriment comme de trés longs développements de
produits de Kronecker des représentations des groupes considérés et on
sait que les produits de Kronecker de 2 représentations {A} et {u}
pour GL(n) R U(n) ou &u(n) sont donnés par les mémes régles que la
multiplication extérieure {A}.{u} des fonctions de Schur assocides
ou encore que le produit extérieur {A}.{p} des 2 représentations des
groupes S et Sq si (A) et (p) sont respectivement des parii-

1%
tions de p et de q .

Nous avons éecrit, pour nous aider dans 1'évaluation du pléthysme
({42}+{21}) ® {3} qui nous était nécessaire, un programme qui calcule

des séries d'expressions du type

N RSN

E, =t [{x1}+.,.+{;\l .

%

X {{p1}+...+{uj}+...+{pn}] =+ £ ¥ {rHe) .

le développement de chaque produit {h.}{p.} = L a {vl est
SRR N XTAY
déterminé, ordonné, édité et stocké provisoirement dans une des deux
listes d'attente suivant que le produit fait partie d'une expression
précédée d'un signe + ou d'un signe -~ et une vérification est faite
a l'aide des formules donnant les dimensions des représentations de

S et la dimension du produit extérieur des fonctions S . Il a été

nécessaire pour le calcul des dimensions d'utiliser un ensemble de
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programmes d'"alggbre Rotenberg" [cf. chapitre V] et de tabuler les

factorielles sous forme Rotenberg,

Iorsque toutes les expressions E données ont été détermindes,

H

chacune des deux listes résultantes est ordonnde et éditée. L'édition
des produits et des listes se fait dans 1'ordre des partitions crois-
santes [{4?2},{42},{53}....] b vy €V oy €V ... et les parti-
tions identiques sont regroupées & l'aide d'un facteur numérique.
L'extrait de listing donné & la fin du calcul du piéthysme § V donne

un apergu sur l'édition d'une liste finale,

Nous donnons dans ce gqul suit une description succincte de 1'or-
ganisation générale du programme et un organigramme détaillé du sous-

programme de calcul d'un produit de Kronecker {h}{p} .



1°) Organisation générale - Programme principal FNKRON .
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29) Sous-programme KROFNEC de détermination du produit

il =2 a, ) .

Nous avons programmé les régles de multiplication des tableaux

d'Young données en (I 6°) de cet appendice

|

1
121 = graphe 1 x graphe 2 .

ofrof~ |

. Pour des raisons de facilité de recherche systématique des diagram-
mes {v} répondant au probléme, le principe général de placement des

symboles X est le suivant :

- On part du graphe 1 et on traite le premier groupe de symboles,
soit ¥=1 ., On blace les symboles (1) en commencant non pas par la
premiére ligne mais par la dernizre possible, c'est-i-dire, ici,

NL1+1 , si NI1 est le nombre de lignes du graphe 1. On place le
maximum permis de symboles 1 et on coniinue ainsi, en remontant, jus-—
qu'a épuisement des symboles 1, le dernier 1 placé se trouvant paf
exemple sur ligne I . On obtient un graphe provisoire R1(K,1) .

Pour le 1er groupe (K:1) de symboles, les cases permises sont celles
conservant-le diagramme régulier (Nombre de cases ligne I > Nombre de

cases ligne I+1) .

~ On part ensuite du graphe R1(1,I) et on place le 2éme groupe
de symboles (K=2) en partant encore de la dernidre ligne permise
dtapres les reégles du produit. Jes cases permises cette fois doivent,
d*une part, conserver le disgramme régulier, mais aussi véfifier

INbre 1 » INbre 2 & chaque ligne.
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- On continue jusqu'a épuisement des groupes de variables du gra-

phe 2. On a alors trouvé un graphe répondant au probléme,

. On reprend ensuite le dernier groupe K de variables et on regarde
pour le dernier symbole K placé sur la ligne I(X) si on a le droit
de le faire remonter sur une ligne supérieure.

31 oul, on a trouvé un graphe et on essaie a nouveau de faire remonter
un symbole ¥ ,

51 non, on repart du groupe de symboles (K—?) et on cherche & faire
remonter un symbole ¥-1 .

Supposons que le premier symbole gu'on pulsse falre remonter soit un

symbole X-a , on reprend alors le remplissage des cases des groupes

(Kea+1) jusqu'a (X) suivant le méme principe que précédemment.
q

La recherche starréte si on ne peut plus faire remonter de sym-
boles X=1 : tous les graphes {v} sont trouvés et stockés. Ils sont

alers ordennés, édités et stockés dans une des 2 listes provisoires.
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IV) Regles de caleul des pléthysmes.

L'copération de pléthysme est distributive & drcite pour 1'addi-

tion, la soustraction, la multiplication
1 A@(8c) =(A®E)(ARC) =A®BA®C
2 A®(BX) =A®B £A®C

A® (3@ )

AN
—
=
&
td
Rl
@
(]
il

4 {a+B) ® A} =2 T (o ® {u])(s® {v})
ou T est le ccefficient de {A} dans le
TR

produit extérieur {u}{v}

5 (2-B) ® A} = ¢ (-1)F T (4 ® {ph)(B ® {V})

~

ol {V} est la partition de r conjuguée de {v}

6 (aB).® A} =z g . (A ® {u})(B® {v})
MYA
ol guvk est le coefficient de {A} dans le pro-

duit intérieur {p} o {v}

les symboles apparaissant & gauche du signe @& ne sont pas nécessai-~

rement des fonctions 8 .,

Pléthysme des fonctions § .

Plusieurs théorémes simplifient 1'évaluation des pléthysmes et

nous ne donnons ici que ceux gqui nous ont été necessaires :
si (A ® {n} =1 fv} alors
v

1oErg e =lor e )]

L,V H T
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et s1i ® est une partition en 1 part, on a

8 cE,vT“" {e} = (7} ® {n1] [5 i U]

81 A est aussi une partition en 1 part

9 b3 P1
Y

oy el = (0 @ fn-1]) ({-1})

si (A) est une partition de r»r et si
iAo fp) =1 {vi alors
10 ix @ {ul = ¢ {V} si r est pair

11 A @ {pl =2 8} si r est impair

D'autre part, si n est un entier on a les relations

12 {n} ® {2} = {en}+ {on-2,2}+ {on-4,4} + ...

ngil ou nggl termes

avec

13 {n} ® {12} = {on-1,1} + {20-3,3} + ... (n+3)/é ou n/2 termes.

D'aprés les relations 10 et 11 on a aussi

si n est impailr

ey,

1w {1"} e {2} = (2, n=by

23,1
(n+1)/2 termes
15§17 ® (1% = (1% 125, 1 L 2420 g L
si n est pair

16 {1n} & {2} = {12H}+-{22,?2n_4}+-{24,12n_8}+-.. (n+2)/2 termes

17 {1} e {12} = {21,12n“2}+ {23,1%"6“ {25,12n“1oi+ ..n/2 termes
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Enfin, on a les résultats généraux suivants en noiant {A} wune fonc-
tion S quelconque et {n} une fonction S correspondant & 1 par-

tition er 1 partie n

18 (A} ® {1} = {A}

il
@
>

= {0}

5
®
3
[

E
®
=

19

20 {0} ® A} =0 si (A) est une partition en plus d'une partie

21 {2} ® {n} = ¢ {u} Qe toutes les partitions {u) de 2n en

parties paires -

22 {1°} ® {n} = = {§]

Degré d'un pléthysme.

le développement du pléthysme {A} ® {u} = 2 {v} peut &tre vérifié

f({h}®{u§ _ o fmn)t (fgh})n f{u} du pléthysme

en ccerparant le degre .
: (m!) n!
. : .- {n}
ou m et n sont les poids des partitions (A) et (p) et f
et f{u} les degrés des représentations {A} et {u} des groupes

symétriques dtordre m! et n!

avec f(ih}®{M}> -7 f{v}
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v) Evaluation du pléthysme [{42}+ {21}] @ {3} .

la relation (4) permet d'écrire :
P =[{az}+{21}] ® {3} = = ({a2}e fp])({erje v T .
pv3 . w

Dans le produit extérieur {p}{v} == vahih} si {A} = {3} 1les

seules possibilités pour {u} et {v} telles que (p+v) = 3 sont

w3 = 1 et on obtient, en tenant compte des

relations {(18) et (19)

P = {42]® {3} + [l42}® {2}] {21} + [{21}e@ {2}] {42} + {21} ®{3}] (&)

1°) Calcul de {21} ® {2} .

On exprime {21} en fonction de partitions & 1 partie et on uti-

lise la relation (5)

{2t}e {2} = [{2l(1}-3}1@ {2} =2 v (-1)" (a® {u])({3}8 {3}

A

- (as{2D(3}® {0}) - (a® {1})({3}@ {1]) + (a® {o})({3}® {17])

(b)
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(2l etel =ze . ({2} ® ({1} © {v})

Pov =2

[2} reut venir du produit intérieur 2¢2 ou 12012 avec gu v 2:1
GV,

i

(f2}e f2))({1}® f2}) + (f2}® {12 ({1}® {1%})

(a}te) + (P12} + (311018

(b) s'exprime maintenant en fonction d'une somme de produits extérieurs

de fonctions S et on obtient finalement

{21} ® {2} = {2°} + {521} + {42} + (31"} (c)
5 16 9 10

Vérification des dimensions dans Sn~

les dimensions des représentations des groupes Sn sent tabulés

 dans le livre de Wybourne et Butler (1970) pour n £ 14

ferjela} 6t 2 o .55V
(31)°

21 v

D'autre part f

Réduction & SU

3...:

On ne conserve gue les représentations correspondant & des parti-

tions d'au plus 3 parties et on peut, pour les. représentations

{X1h2h3} , enlever une constante soit AB , ce qui denne {X1~K3, K2-h3}
[21)® {2} = [42] +[21] +[00] ou en notation d'Elliott '
(11)® {2} = {(22) + (11} + (00) (4)

Vérification des dimensions dans SU3 .

£ £ =0[42] + p[21] + D[00] =27 + 8 + 1 = 36

D'autre part [21] ayani la dimension 8 dans U peut étre consi-

3

dérée comme la représentation {1} de US . Dans U8 le pléthysme

stécrit {1}® {2} = {2} et {2} a bien la dimension 36 dans U8 .
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209) Calcul de {42} ® {2} .

On peut écrire {42} = {4}{2}- {5}{1} = A-B

(a-B)® {2}

£ (-1)" T2 ({al®{u}) ({B}®{S})

pve

(1812} (B2{0}) - (a@{1})(8{1]) + (4@]0} ) (B®{1°})

i

1012} +38{1%) - 48 = ({4}{2})®l2} + ({5} {1})®]1%}

- {a}{a}is}ind

tatalefe} =z g, o, (lalelul)({e]elv])

= ({al®f2])({2jel2))+({a}ef13)({2lef 1))

et} =z e, 0 Uslel])({1}elv)
= (fsdel2h) (11jefD+(5lef1*)({1]e(2))

{4} ® {2} = (8] + {62} + {4°] relation (12)

{2} ® {2} = {4} + {2°)

fa} @ {1°) = {71} + 53] relation (13)
{2} @ {1°} = {31}

{5} ® {2} = {10} + {82} + {64]

{s} ® {1°} = {91} + {13} + (57}

{42} ® {2} = [{8} + {62} + {4°}1[{a} + {2°}] + ({71} + {5311 (31})
+ [110} + {82} + {aa}IL(15)] + [{ot} + {73} + {59}00{2))
- [{42} + (51} + {8}1[ {6} + {51}]

le pléthysme est maintenant sous forme d'une somme de produits exté-
rieurs de fonctions S mais déjd on voif que les calculs sont trés

longs et les risques d'erreur, en regroupant les résultats, scnt
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non négligeables., HNous avons donc utilisé le programme de calcul et
de rangement des fonctions de produits de Kronecker et obitenu fina-
lement :

{42} ® {2] = {ad22}+{aaa}+{5331}+{5421} +{543} +{5511}+{6222} +{€321]

s2{ea2}+{651} +{66} +{73 11} +{732) +{74 1} + {822} + {84} (e)

b fv = 2640446244 158+5T775+2112+1485+1925456324+2 % 2673+1155+132+2376
+1925+1408+6 16+275 = 37422 et on a bien

({azi®{2}) 121 9°x1

f =
61 61 21

= 37422

Réduction & SU

3...:
[421®{2} = [444]+[543])+2[642])+[651]+[66}+[732]+[T41]+]822]+{84]

= [oo)+[21]+2[42]+[54])+[66]+[51]+]63]+[60]+[84]

ou en notation Elliott

(22)8{2} = (00)+(11)+2(22)+(14)+(06)+(33)+(44) (£)
(41) (60)

1T+ 8+ 54 4+ 70 + 56 + 64 4+ 125 = 378

or (22), dé diménsion 27 dans U3 , est donc dquivalente & {1} de U

. 27
27x 28

et on a {1}®{2} = {2} de U27 dimension

= 378

30) Calcul de {21}®{3} .

{2118{3] = [{2} {1}-{3}1813] = [a-{3]]0{3} = & (-1)" T s (s@f{u})({318{5})

1 v v (-)¥] v3
{3} peut venir de uvy.
0 3 - 1 et on obtient
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{21}ef3] = (18{3]) ({3}e{0})-(a8{2}) ({3}e{1})+(s0{1})({z}@{+?})
~(a@fo}) ({3}8{1°})
= ({2} {1he3)-({e} f1ihel2h (13h+{2} (1) [ {51)+137}]
{11%} 4463}
({2} {11)®{2} a été calculé mrécédemment = {4}{2}+{2 }{ be{31} {1 }

(el lihels) =z &, | o (t2lel)((1]ely)

0{21} donne {3} wune fois

—[i3 J+{531}+
}

w(felef P ({1)e11”}])
{2lefzr] = {2je(({2}{1})-{31) = {2j@({2}{1})-{2}e{3}
= ({aief2})({2}®{1})-{2}®{3}
= ({a}+]2°}) {2)-{6)-142)- {27} = {51} +{a2)+{321]
(12} 11813} = [{51}+{a2}+i321} ] (21} +] {6} +142)+ 127} 1{3)
[ {ar®}+ {5731 {1°)

1l vient maintenant pour {21}®{%}

51)+{42)+{321] {21} e[ {6} + (424127} ] (3} {a12) 4157} ] {17}
(51)+{6} 4127 Felz21) w42+ (317} {321} + {415} {42} ] {53
{5110 151)+13%)

- [37h+i531 {71+ {63) ] . (g)

{21}®{3} =

+

+
—
no
—

Y v
+

Cette expression est calculable par le programme et on obtient fina-
lement :
{ 2 2
2118{3} = {63}+{521}+{52"}+{521°}
2
+ 141} {a32) + {4317} 4214271} 4 {4207 4 {417}

¢ {3} +13%21) 4135 4327 )+ {32247
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Vérification des dimensions dans 5 -
g1
()3

(2)3 = 2240 = 48+?62+120+189+84+168+216+2(216)+189+42+120
+56+84+162+168 ,

Réduction & SU

3_.:

[21]0{3] = [63]+[531]+[522]+[441]+[432]+[333]
= [63]+[42]4[30]4[33]4[ 21]+[00] ou en notation d'Blliott

(11)8{3} = (33)+(22)+(30)+(11)+(00) (n)
(03)

L dimensions = 64+2742x10+8+41 = 120

(11) est de dimension 8 donc dquivalente & 1 de U. .
4 8

{11@{3} = {3] dimension 120 dans Ug -

49) Calcul de {42}®{3} .

{42}.3 {4} {2}-{5}{1} = A-B

(a-B)®{3} =5 ()" T (m®iu})(B®i3I5

uv3

= [{ajeps}]L{Blefo} )-[ {ajelz} ) {Blo{1} ][ {a)ota} ][ Bl 17}
-[{s}jefot ][ {Ble{3}]

= {ale{z}-[ {ale{2}]{B}+{a} [ {Ble{ 1%} ]- {Bje{+’}

= ({a}{2h)e{s}-({a} (2Def2}) {5} {1} +{a} {2} [ {5} {1}8(1°})

~({s}{1])8{ 1)

On a vu que

[{4}{2}]082} = [{8)+lo2}+{a}I[{a}+{2%) el fm1}+i53} ) (1)

et que

[{5}{1}1811%) = [{10}+]82}+{64} 1 11%)+[ {91) {73} +{5°} 1 (2]
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D'autre part
(tahtehels) = 2 g, . (laelu))({2jelv) (1)
(sHDe(r’} = 2 &), .55 (Slelul)(ljeiv)) . (3)

D'apres la table des caractéres de S3

ki ma  {3}el3} = (3}
F{;—}——: 1o {3}of21} = {21
{21}y 2 0 -t {31017} = (17}
(21 1 -1 [21}of21} = {3}+{21)+]*°)
{21} 0417} = {21)
(}o 147} = (3]
On a donc )
3} 2 {21}0 {21}
{17} 0{1"]
- {3}0f1")
(e | (7)o t3)
REIITS LY

Ies expressions (i) et (j) s'écrivent donc respectivement

{al{2lefs} = (falefs})({2)el3})+({alef21})({2}ef21])
| H{{aje{”}) ({2

(sHale{r} = ({slefs})({lef D+({5le{’}) ({1}8f3})
+({s}efa1})({1}®f{21})

lo{17})
®
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On & d'aprés (18) {1}0{a} = {n}
Soit : (11817} = {1}
{21} = {21}
{3} = {3}
On a déjh trouvé {21® {3} = {6}+42)+{2")
' {21} = {51}+{42}+{321}
(17} = {412)4(3%)

les mémes procédés permettent de déterminer les pléthysmes

{418{3}] et {5]®{3} qui sont donnés un peu plus loin

®{21} ®{21} ' sous forme de tables,
®{17} ®{17)

le pléthysme {42]®{3] s'écrit maintenant :

lazlels) = «(taels)) ({2lels))+(talelz1h) (2)efa1 )+ (falet P ({2817
-[(fad+le2)+{a}) (1a}+ 2%+ {71} {53} ) (313 {5} L 1)

({10} +{g2l+{64}) {12} 4( (o1} 4173} 41571 ) (2} 1 fa} £2)
LUslelsh (%) (s 181°]) (31 (5 18(21]) {21]]

En remplagant les pléthysmes par leur développement on obtient une

trés longue somme de produits de Kronecker = (T A )(X ro(s hk) qui
it 3 4ok

peuvent alors €tre calculés et ordonnés par le programme FNKRON .

le développement final de {42}@{3} s'exprime en fonction des re-

présentations du groupe S18 et est donné sous forme de table.

Dans 818 la vérification des dimensions donne

| 3
f(i‘42}®{3}) - 18 IX 5 can 106 024 = T £

6! 6! 6! 3! v
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Réduction & SU3 de {42i®{3} .

On ne conserve que les représentations d'au plus 3 parties, il vient:

{12,6)+{12,4,2}+{11,6,1}+2{11,5,2}+{11,4,3} +] 10,8} +2{ 10,7, 1} +4{10,6,2}
+3{?0,5,3}+3{10,42}+§981}+3{972}+6{963}43{954}+3{822}+3{873}
+718,6,4)+2{85°} +2{7°4} 12765} +2{6° }

Apres soustraction d'une constante on obtient finalement :

[42)®{3} = [12,6]+[10,2]+{ 10,5]+[10,8]+2[9,3]+2[9,6]+[8, 1]+4[8,4]

+ [8,7)43[72)43[ 15 43[ 61 46[ 631 +3[ 61 43[51]43[54]+7[ 42) 2[ 3]
+ 2[32]+2[21]+2[O]
soit en notation d'Elliott

(22)®{3} = 2(00)+2(11)+7(22)+2(30)+6(33)+3(41)+4(44)+3(52)+(55)
2(03) 5(14) 5(25)

+ 3(6o)+2(63)+(66)+(71)+(82)
3{06) 2{36) (17) (28)

Vérifications I f\‘I = 3654
v

{42} dimension 27 dans SU, = [1] de U

3 27
A -
[1]8{3} = [3] de Uye D[h] = GE ] / H[K] avec G = ﬂi’j(n+1—3)
D =27X28X29=3654
7

56) Ie pléthysme [{42}+{21}}®{3} s'exprime maintenant en

fonction de pléthysmes connus

{a2}@{3} + [{42]@{2}]{21} + [{21}®{2}]{42] + {21}®{3}

d
il

P = {42}®{3} + (a) + (b) +  {e)
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2) Llazlole)}{21) = (8222 414%) 5% s (521} 53} 15712 41627} o)

s2{642) +{651}+{66} +{731°} + {732} + {741} +{82°} +{84} ) {21}

b)) [{21)8{2}1{42} = [{42)+{321}={31"}+{2°} {42}

(n a domné a calculer, ordomner et vérifier 1'exypression

A = (a)+(v)+(c) = [{a2}+{21]1®{3}-{42]®{3}

les résultats sont donnés un peu plus loin sous forme de listing machine.

Réduction b SU, de [{a2}+{21)]®{3}-{42]®|3}

En ne gardant que les partifions en 3 parties au plus on cobtient

°]

[5°)+[432)+[4°1)+[ 47145271 4[53 1] 435431 42[ 5721 +[ 57 ]+ [ 63 ] +2[ 637
+6[ 642143 651145 6541 +[ 671 +4[ 673143 732] 43 74 1) +4[ 7221 4] 75] +8[ 753]
+6[762]+2[721]+[822]+[831]+[84}+6[843]+7[852]+4[861]+{87]+2[932]+4[942]

+3[951}+[96]+[16,3,2]+[1o,4,1]+[?o,5]
soit
3[0]+9f 213+7[3]+7[33]+15[ 42]+9[51]+9]54]43[6]+11[ 63 ]43[ 66 ]+5[ 72]

5[75]+[81]+{ 87} +4[ 84 +[96]+[93]+[ 10,5]

soit en notation 4'Eliliott

A = 3(00)+9(11)+7(30)+15(22)+9(41) +3(60)+11(33 )45 (52 +{T1 ) +4 (44) +(%6)+{55)
7(03) 9(14) 3(06) 5(25) (17) (63)

Finalement en regrcoupant les résuliats de A::[{42}+{21}]®{3}-{42}®{3}
et ceux de [{42}@{3}]] on trouve
pour le pléthysme [{42}+{21}]®{3} , ou en notation d'Elliot{

[(22)+(11)]®[3} , les résultats suivants :

[(22)+(11)1®{3} = 5(00)+11(11)+22(22)+9(30)+17(33)+12(41)+8(44)
. 9(03) 12(14)

+8(52)+2(55)+6(60)+3(63)+(66)+2({71)+(82)
8(25) 6(06) 3(36) 2(17) (28)
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Vérification des dimensions 5 fv = 7770 dans SU3
(22) ® {3} = 3654
(1) @ {3} =~ 120
P=(22}) @ {2} -~ -378 Px (11) >3718 x 8 = 3024
Q=(11)®{2] - 36 Qx (22) » 36x27 = 972
7770

Notons qu'un certain nombre des résultats intermédiaires ont été pu~
blids par divers suteurs, Ibrahim (1958), King (1971, 1974), Plunkett
(1971, 1972), Butler_(1970,1971) mais les tables de pléthysmes

ful®{Al , oi p et A sont des partitions des entiers m et n ,
sont incomplétes & partir de mn=18 et ne traitent gque les cas

(A) = (2) ou {11} . On ne trouve donc pas, notammert, le pléthysme
{42} ® {3] ni les dimensions des représentations de S nécessaires

18

aux vérifications.
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_D&W Ao nafusandakione de S oF Tl due rﬂ:ﬂ«rm { Yo rY, wyed{u}, “:@{"3

- o 49 1\4}3 {u}@ {5} {}® (Y { Vo 1;43}
f42Y " A " o .
{a, 0y = 2 o A o
a0, 2y s4 3 L 4 .
{4e, 1,1} cs L o o .
ﬂﬁ, 5} ASY 4 A A L
{34} ato L o N .
{34} s s A. 2 o
{3,5,1.} a4 3 o " . .
S EES o i 4 o .

sy b owy ’3 o 4 N

{344] AuoR * 4 "

{q,s,t} ANYS g o L .

\6, 8} AL 4 A o o

J\G.Sni} AgS L o L o

deur} % a " N .

46,33} ABS0 4 o o .

{s,5.4] Ao 4 ° ° L
RN [N v o . o
4% s, 4 A o .

On vérifie que {A}® = I £, {M@{v} ob {v} sont les partitions
v

de n et f le degré de la représentation {v} dans 8,

Clest-t-dire {4}° = {4}@{3}+2x{4}®{21}+{4}®{13} .
D'autre part on vérifie les dimensions de chaque pléthysme par

f, o f
s(fnelel) = B 5 (mp) =x2) .
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APPENDICE II

Etude de (d+s)N a2 1l'aide de la chaine de réductions

u :DSU,j

- 28U, % [SU6:DSU3 DRj]

2

L'utilisation du groupe SU. n'étant pas standard en physique

3
atomigue, nous donnons ici un apercu sur la facon dont ont été obtenus
les différents résultats utiles, en particulier le tenseur métrique?
1l'opérateur de Casimir, les éléments de matrice réduits des génératéurs.
Qes résuliats ne sont pas originaux et ont déji été obtenus par

S. Feneuille ét A. Crubellier, la méthode d4d'étude d'une_chaine de ré-
éuctions a déjh été décrite par B. R. judd pour les configurations £N
et 5. Feneuille pour les configurations (£+£‘)N , mais 11 nous & sem~

blé nécessaire, pour la compréhensicn de la thése, de rassembler dans

cet appendice les résultats utilisés au Chapitre II et de donner un

-épergu sur la fagon de les obtenir afin de bien préciser leur cohérence

et permettre éventuellement toute vérification.

Enfin, je remercie vivement A, Crubellier d'avoir mis ses résul-

tats .2 ma disposition, ..



le plan général est le suivant :

I) Etude des configurations (d+s)N dans le schéma

U12

58U OSU U DOsUoRT .
2><[s6 SUg 3]

12

1)

U et SU1

12 2

20) Réduction SU._ DSU_xSU

12 2 6 "

30) ‘Réduction SU = SU33R3

6

1I) Etude de SU3(d+s)ZDR3

10)

20)

30)

4°)

Tenseur métrique et opérateur de Casimir Ggy

Notation d'Elliott des représentations de SU3 . Valeur

propre de GSU3

Classification des générateurs de SU, et des opérateurs .

3

monoélectroniques.

Calcul des éléments de matrice réduits des générateurs,



I) Etude des configurations (d+s)N dans le schéma

0 o ) e -
U,, 28U, 25U, x [SU6 sU 33] .

3

On a dit au Chapitre I que les [4(£+£'+1)]2 opérateurs mono-
. : uk wk, o wke oy . .
électronigues wnq(ﬂﬁ) , wﬂq(z £ ) , wnq(ﬁﬂ ) s Wﬂq(ﬁ-z) , agissant

sur les 4(£+£'+1) états monoélectroniques lsﬂm mS> d'une configu—

£

. n ” sy e s ‘ . A
ration (£+£') peuvent &tre considérés comme les operateurs infinie

, soit de U dans le cas (d+s)" .

tési d
esimaux du groupe U4 12

(2+2'+1)
En effet : T

1°) Btude de Uy, et SU,, .

a) Eerivons le commutateur des opérateurs .

les wuk sont définis par leurs éléments de matrice réduits
oKk ‘ \ ¥ |
<sg" | (et Mst> = 8(e_e)6(e ) ([w][x])* . (1)

L'action de w*(4 2 ) sur un état donne
nmg a b

wk
wnq(ﬂaﬂb)lsﬂmgms> =
1 ﬁws—mﬂ—ms| 8 ® o8 2k o/
£ 8(2_£1)602) ([k][K))E (=1) ( )( |zmy m >
trnt !t ! - !
£ mn, _ m, ®Am JA\-m, qm,
"On.a done :
oK "o
—_ ' n H
L (ab)(wn . (cd)]szmjms>) = T b&(ek Jo(t2)6(e_e)8(s, 2")
1°1 272 £'m'm'
. £s
£ m'm g

£‘+s—mk,-mé:+£"+s-m"q—m“

ot S (0 D d [, 1)

s M, S S %, s FARNER' SN / FAR' SN A
. 2 1 ) 2 1 IS,E”II}".,IB" >
~m' n_m fl-m" w,om' fi-m' gq.m, /f\-m" g, m' £s

s 2 s s 1 s £ 2 R £ 18

(2)



On utilise 2 fois la formule (2»19) du livre Rotenberg afin d'exprimer

d'une part la somme sur les parties de spin L , d'autre part la
]'Il'
. =
somme z , soit :

m"g
;8 WU, S\ ,H. S 8 S4H_~Tn'"" 41
z( L \( 2 ): = (-»1) s 2[n3]

m'V-m" x, m'/\n,. m -m!

s s
{s n1 s}<n2u1 n3><s s nz)
H, 5 % 2 ™ T msm 37

g Bgl\Ty Mg ~H Rl

,8" k /et k }e £1 £ +k -m”+q

2( f )(2 3= £ (-1) ° 2[k3]
] _ " ] !

Mp\~Ty Qq M, [\, Ty ~mp) Kyay

£k 8 gk, K Ky /2 2k
{ 31 . ( )( ” 3

Gy 9y G ATy Ty 5
On repo.jcte dans (2) et on obtiént en changeant =

et q3 en -n_, et —-q

3 3 3

M gem —m " .
LE el Gon T TR e pE -
mzmg ————————

1 k
{u1 KZ 7{.3}(%3 n2 Rj}( KB S}{k kg k"j}(k 1‘:2 k3)(£ 3 ¢ )[sﬂ"m"m”>
s s S oo g q1 qz“q _mM m £ s

3 VT, Ay Ty

_ ¥ el e _mh it

avec ¢, = FARS: 4y =, o VS m -k +J,’ +k3 m'y+d,

. = "

l;o‘2 n1+n 3+k +k +1%+2s+u3+£ +£+k3
{n sori :
"31‘3 £'+s-my —ml

(2,2 )fsﬁm no> = S O D |sgmm® mt >

3(-],3 a £ 2% £ s

£ s



I1 vient aprés simplifications des Phases 3

-

K, +m_+1

+q
; "2 t) w ZZ(HM 5 ()25
ST T2 kya

s
LR ¥, k "
(D el ) T 0 0F 172 9) (7172 . S z"s}

L —n3 1, 9, ~dz 8 8 s

£ +2 4, _+k k k. k
8(2,2)(~1) U Ml kB} u3k3(z

) .
q., a d
d "a “b “3 5

L. £ 2

k . )
De méme wnzqz(ﬂ L) w ! 1(3 £, ) = mBme expression en changeant

52, C d T,q, e b

(1) 2(2) et (ab) 2 (c'd) .

le commutateur s%écrit finalement

14 U, +g, +TT
[ %gﬂ>w2%zzﬂ= 2(4)33%q33
T4y T4, ks

T3z

1 fn K k k Y]
([ I, 0 e, 1 [, (1,102 " ) [t {1 ng}

%, “Tal \4y -q3 8§ s .s

+£ 4, +k +k k, k
82, £ )(-1)£ e {1 2]%} uzkg

gd ﬁa gb 3 3

£ 4;)
L+ £ +k, + k k k
(2 )(~1) ° ST [': S L)

lﬁc ﬂb ﬁa} 3 3

Cette expression est bien de la forme [X ,X ] =c¢' X
p’ o po T nq

sont les opérateurs infinitésimaux d'un groupe. En prenant

(3)

3 zb,z Ed £ ou £' on trouve bien n2 = 16 (£+£'+1)2 opérateurs



kY

dont les éiéments de matrice s'éerivent i 1'aide de (1)

nk
1 1] t 1" 1 " —_
<{sk msmﬂlwnq(ﬁazb)[sz msm£> =

£V ps-m"—m 8 8 £ k&

= 6(2 )60 21 ¢ F {[kl[x]}®

TR Y m"
s g & Ty

les relations d'orthogonalité des 3 assurant que les n2 matrices
ae degré n sont linéairement indépendantes, les wzi sont bien les
opérateurs infinitésimaux du groupe linéaire Uﬁ (unitaire}., On
pourrait aussi vérifier que l'on peut former des combinaisons linéaires
Xi3 des wzz satisfaisant 1'équation caractéristique des groupes Un
4 savoir :

[Xik,xmn] =6 X. -8, X .

b)-Pour obtenir SU’12 il faut enlever l'opérateur qui commute

avec tous les autres. Il sera une combinaison lindaire de wgg(dd)

00
et WOO(SS) .

Ies relations de commutation (3) donnent

[ng(dd) ,W::l;(dd)] = 0
[ng(dd),wggtss)] = 0 -
[ng(dd),wzi(ds)] ='T%E'W;z(ds)

[ ——(sa)] ()

Il

2l

00 ne
[WOO(SS)’wnq(

[
e23
p—
| N
Il
!

w2
wﬁq(ds)

Nl

uuuu(sd)

[ = (28)]

il



(n en tire que [awgg(dd)+ﬁwgg(ss),wzigdsg] = t{f%g - #%} =
_ ‘ sd

00

Donc 1'opérateur {V§ dd)+ 00

(ss)} commute avec tous les

autres, on l'enléve et on ne conserve que la combinaiscn orthogonale.

~les w"k(z £
nq

les générateurs de SU12 sont donc{ a")

sauf les w”k(ﬁ.ﬂ.)
mgTi%i

L (00

e OO(dd) V5 woo(ss)}

9 il i o
29) Réduction 5U,, = 85U, x SU, .

a) SU2 .

(n examine les opérateurs de rang O par rapport & 1'orbite

’%z) = {u0g(ad)- V5 wig(se)}

et on cherche si on peut en extraire qui se transforment les uns dans
les autres de fagon & former un sous-groupe. Si, en plus, ils commu-
tent avec tous les autres opérateurs du groupe ils forment un sous—

groupe invariant.

On trouve & llaide de (3) gue

[W;OO(Zazb),wlOO(ﬁczd)] = a(zazb,ec,gd) Kg 1) 2 ]

1 2



Si u3=0 le commutateur est nul. Il reste u3:1 soit

10 10
[Wn10(£a£b)’wn20(£c£d)] =

1+ i o1 1 i 1 1
3 { } 2 10
(e 2,8 2.) 1i:(-1) V3 S VR 7] “’1,;30(
3 1'51 2 - 3 2 2 2

28)

Le commutateur de 2 opérateurs de rang O/orbite s'exprime en fonction

d'opérateurs de rang O/orbite. On a aussi :
i0 00
(vl Rty ) ool ey 2,)] =

Examinons les commutaieurs de ces ¢pérateurs avec les opérateurs res-

tants Wnk de 8U .
ng

12

i0 2 5 otk +u3+n3+q2 1
[w o(ee),w © “(2 2] = £ (<1) V5 ([w ][ )7 [x,]

4, . 24t™s 2
33 '
1 ", ou o k k 1 n 1
2 73 2 2 2 73 14,k k, ky
2 3 2

TN | PR '{% 1 .%}{6(zzc)04) { } (zz )

~6(28,) (- 1)2 3{ K 2} 52(u .

3 2
Soit, sous une forme allégée : -
k
10 Ko%o -+
[wﬁ1o(zz),wn2q2(£czd)] = £ Alx ,u2ﬁ2k2q2,n3ﬁ3) [£]
. 1+u
(6(22,)(-1) n3 2(zz ) - 6(ud)(-—1)K3 n3 z(zz )} .
- 35 392
On a les 4 cas possibles :
2 ", 2
10 o 3 }
dd d = LA s N e d
[ n1 ( )W n2q2( s)] (ﬂ ) n 2q2 uBﬁS) Vn—{( anqa( s)

5T



‘ 2 14u, U2
10 2 _ A 3 3
[wn10(dd),wﬁ2q2(sd)] = T A(my,m,m,,20,,45m,) %_{(-1) W qg(sd)}
"5 ' g
‘ 2 | T+, x,2
10 *o 3 3
[w = (ss),w = (as)] = = A — ) 14 (=1) w ”  (ds)
n10 RICI { n3q2 }
10 u22 .1+u2 n32
[w "~ (ss),w (sd)] = T a(-— ) 1 xd(=1) W (sd)
ﬁ10 n2q2 { n3q2 }
— _ 10 110 02
51 %,=0 , u3_1 on a [wn10(dd)4—vg w 10( s),woqz(ds)] = 0
10 1 10
[w (dd)+f*f w (ss),w (sd)] 0
?O Vg 1O 0 >
. 10 110 12 _
51 n2:1 , uBmO ou 1 et {wn10(dd)4‘vg Wﬂ10(ss),wn2q2(sd)] =0
[—- (as)} =0 .

Donc la combinaison normalisée T%-{VB w1o(dd)+ wgo(ss)} commute avec
6 .
tous les opérateurs de rang #O pour l'orbite., Elle forme un sous-

groupe invariant et on pourrait montrer qu'il s'agilt du groupe SU2 .

b) sU, .

Orn examine le méme problime avec les opérateurs de SU12 de rang

0 par rappert au spin :

wgz k#O et T%‘{wgg(dd)—'fg wgg(ss)} .

On change d'opérateurs et on utilise les Vk = Yow0k

<znvk(zazb)nz'> = VTx] o(ee )o(s ') . (4)
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En faisant n1mn2mq1mquo dans la formule (3) et en tenant compte de

(4} on obtient

k, k

trl), vl = 3 (07 0ol [ 2

53 1, 4, -4

£ +£ ,+k +k
8(bc)(-1) * a™ { 2 3} vk3 (ad)
.ﬂ ﬂ .8 (5)
+ '
~ 6(ad)(- 1)£b Aot 3 { ; X5 3} v B(Cb
£y

Cette expression donne dans le cas £ £ £ £, = 4d
a"b’c’d

(v (aa), v 2] = £ (o) F (e e ]p DY
1, U7 - kyqs 1Rl | (5')

k +k +
4y 4y =8z "2 2 2
les Vz(dd) se transforment les uns dans les autres et le commutateur
est non nul si k1+k2+k3 impair,

les opérateurs Vﬁ(ds) et Vi(sd) donnent :

[V (as), v (as)] =0 (6)
Y (sa), %2(sd) =0 (7)
q, 1
[V§1(d5)’ qu(sd)] = (-1) é(qg—qT){V (aa)- V5 V’(ss)} Ve
2 2
+ (~1) 3Vl ] = VFB(dd)
k3¥0 oy 9, -9y 43

(8)
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+1
(07T slaya) (90a0)- 15 O(se)}

2 2
[vq (sd), v° (as)] e

+ T (_1)k3+q3+1‘4'[‘£;] = vk3(dd)

k,#0 1y 4, —as] 3
(9)
K X, 2 2 :
(v (a), ¥ ()] = (-0) 2 V] | | P (as) (10)
* *2 % 9o "9 '
K K +1 k. 2 2 '
fv (aa), v (sd)] = (—1)(;13 (<1) V[k1] f v2 (sd) . (11)
4y 4 q, a9, -1 4

les relations de commutation caractéristique de Un ou SUﬁ sont

& X (12)

[ zm] = O o™ o Lim

ixr*

Posons X, = Vs Vg(ss)- Vg(dd)} et cherchons quels opérateurs pour-

raient jouer le réle de X et X . Ces derniers vérifient
: Om m, 0
: 1 2
[x ,x J=6mm)x -X
m20 Om1 21 00 mm,

En comparant aux relations (8) et (9) on trouve qu'on peut essayer

dtidentifier

2
Xm20 = an(Sd)
2
XO—-m1 = Vq1(ds)
q S A
et X = T (-1) 3V[k3] A (aa) .

Avec ce choix les relations (6)(7)(8)(9) gont bien du type cherché.

Il resterait & montrer que c'est vrai dans les cas

m,m m'm m I :
[x X 1 et [x . X
21 2 21 1
{ X ]
m20
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On trouve, tous calculs faits, que les relations (5') et (10)(11)
sont du type cherché, BEn fait on montre que les opérateurs V1(dd) 5
e vo(ad) , v(aa) , e v} (aa) , e'v(ds) , £'v3(sd) et
v%:[V% VO(SS)~ VO(dd)] forment les opérateur§ infinitésimaux de SU6
oll & et €' peuvent prendre les valeurs %1 , Dans ce qui suit nous

prendrons e=¢'=1, cholx qui fixe les phases respectives des états

monoélectroniques,

30) Réduction SU,.=2SU_ DR
‘) & 53

Ie groupe SU, a 8 générateurs qui comprendront les 3 générateurs

3
de R3 . Montrons que ce sont V?(dd) et

AL ‘ﬁ*; V7 v°(aa) + 2(v2(ds)+v"(sd)].

a) Sous-groupe R3 . .

La relation (5’) dornne

‘ 1 1 q+1 {3 1
[Vq1(dd), Ty (da)}] = ¢ (-1) \[_ vq(dd) .

2 a9 4 -

les V;(dd) forment un sous-groupe & eux seuls. (n monire que c'est

le groupe R3 . Un aen effet :
[v}(s8), vi(aa)] = - == vi(aa)
1 1 1.1
[\L(dd), Vo(dd)] = TTE V_1(dd)
[v)(aa), vi(aa)] = - = vi(aa) .

Relations qui sont bien celles vérifiédes par I avec

VT(dd) = ==

1
mL -
V10
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b) Sous-groupe SU3 .

Pour montrer que VT(dd) et v sont les opérateurs infinité-

simaux de SU3 éerivons en détail 1'ensemble des relations de commu~

tation : Relations de commutation des opérateurs Vk 1

£
[v! (aa), v (aa)] = £ ()2 ( ) v'(aa)
L O N R4

1 2 2
[v! (aa), v (aa)] =z (~1)% V3 ) v2(dd)
e 4 a a, q,-af *

[v; (ad), Vg(dd)] =0

v (ad), v (aa)] =
[ 4 4 ] q

[
|
T
=
o
b
N
e
A
W
e
<\N
Py
o
o
p

[v! (aa), v* (aa)] = 2 (-1)% 6 V% (1 * 4) v*(aa)
q . q

q1 2 q

" (aa), v° (as)] =
[Vq1< o qu(sd)] q

i
o
Py
=
el
S
'ﬂ —
o
N
Y
--._"“-__-—I/
o
%]
——
2.
w
S

i 0
[Vq1(dd), Vo(ss)] =

5 5 | 2 2 1\ |
[ve (aa), v& (a)] =z (-1 V3 v'(aa)

4y 9 q

[vj (ag), v2(aa)] = o

2 3 2
[vi (da), Y3 (ad)] = % (-1)%* abﬁ% ( vi(dd)

4y 2 =
&
+ 5 (-1 -%9 ( Vi(dd)
1, 2, -9



14

) v (dd)

2
[vq1(dd) (dd)] = z (-1)? 3\[— (

4 q2 -q

2 2
[v;f (da), vq (a8)] = ¢ (-1)° V?( ) vj(ds)

q -
1 2 a4y 95 -4

[ ,  (sd)] = ¢ (-1)% Ve (=)
q q

[V;(dd), Vg(ss)] =0

1 o 2
[v2 (ds), Vg(dd)] . (--1)q1+ (2 ) Vi(ds)

() a, 0 -q,

23 2) ,2(ds)
1(5(1) 2 q, 45 —9/ q(sd)

[v (as), ¥ ()] = £ (=12 V7 (
q
2 4 2
[v: (as), v! (aa)] =2 3 (-0)%" 5 v2(ds)
%(sq) qE q : q, 1, ~q/ %(sa)
[v2 (ds) V (as)] = ©

U(sa) Y2(sd)

U(sa) 92 Xq

. . 2 2 k} 22
[v (as), v° (sd)] = = £ (-0)¥"% 5 \Tk] ( ){ z} Vi(dd)
2

4 12
o 2
[v (ds), v (ss)] _ % ; -7 ) v2(ds)
1(Sd) 4, 9, -4 q(sd)
On a :
v o L [V v2(aa) + 2vP(as) + 2v5(sd)] = avo(ad) + gvo(ds) + BYo(sd)

V15

= o:V2a+ 5V2b+ 8V2c .

Calculons [V+2 V+2}
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[V+2, V+2] = a2[V23, Vza] + Bgfveb,vgb] + Bg[Vac, Vgo] + aB[Vza, V2b]
4 9 4G 9 4y 9 Y 9 4y 9

+ aB[VEa, v2c] + 62[V2b, vec] + aB[V2b, V2a]
4’ 4, 4, q, 4" 95

+ aB[Vzc, Vza] + 62[V20, Vzb]
G 9 49 9

2 2 > 2
Or [Vq1(dd), qu(ds)] + [Vq1(ds), an(dd)] -

2 2 . .
[V ds) q2( ] [V (ds f Vq (sd)]}‘= ¢ ei X pair

I1 reste

>
si k=1 z (-1)% 23 \ v!(aa)
q1 4 ~9 h

3
k=3 5 (-1 27

) Vz(dd)

15 q

NS g+1 8 (2273
q(dd) + E( 1) W[___,_)

Vz(dd) b p (L)Y E {f f j) V;(dd)

5 q

s
15

PR

Z
q

(c1)2*! 2V_( : 3) V2(a)

Soit finalement

+2 2 q ez 1 ;
[Vq ’ Vq J=2(1)*V3 v (dd) qui avec
o2 4 a, a, -l *
o1 2 2
[v) (a0), ¥2°} = 5 (-1)% y3 | v
1 2 8% e
1 1 1
[v (dd) 2(aa)] = z (~1)%* V g ) v;
2 4, 95 -4

sont les relations & étudier,
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et on pourrait montrer qu'on peut mettre ces relations scus la forme

caractéristique de Un donnée formule (12).

Nous préférons ici faire apparaitre la forme standard Hi’Ea de

.

fagon & calculer le tenseur métrique et 1'opérateur de Casimir.

II) Etude de SUB(d+s)ZDR3 .

1°) Tenseur métrique et opérateur de Casimir de SUB(d+s) .

. . . T
a) Détermination des constantes de structure Cij .

On a vu au chapitre I que, si les commuiateurs des opérateurs

infinitésimaux d'un groupe semi-simple s'écrivent [prc] = C;c XT ’
le tenseur métrigue s'éerit g = ct A et ltopérateur de Casimir

po phccu

po
G = .
g KpXU

81, de plus, on a mis les X sous forme standard, alors G

44

stéorit : G = g% RE +2& " EE avec les H, et les E
i o @ -a i a
vérifiant
[B.,5.] =0  cr, =0
1] 1J
[H.,E ] = «.F e =a.b « = A
i""a ia ia ia i
o . .
[Ea’EB] = N&ﬁEa+B = Cagﬁ Ea+§ si a+f est une racine
(E,E ]=c H =d«H .
o' —a o-o 1 i

Ie tenseur métrique a donc la forme
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€ik 0
- et on t normaliser
gcp \@ ga beu a
o |, fa-a = %p-p ~
g—-aa t
N

Les générateurs de SUB(d+s) sont

V! (dd)

V ‘r‘S (Y7 V (ad) + 2(v (ds)+V (sd))] .

Pour voir s'ils sont sous forme standard écrivons leurs relations de

commutation. On a vu que : [V1 , V1 l]==¢ (_?)qﬂ\/z V1
2~
[ 1 2 2
[V, » ol =2 (-5 v;?
q -
t 72 1, 9, =4
2 2 1
2
(v, v -3 (125 | .
4 Y% 4 2, 4, ~a q

Ou plus complétement

[vgs g ] = t-v-.—]_(-)- v, [V v;] - q’_\/;% v_ﬁ (v, v.]=- “V'%"E
[vé, v:;} - -\[g v;‘; (v, v;"g] =0 | [vé, vg)] =0

[Vé, v;’j] - 1#"5 v’_ﬁ [vgg, “’"2 \[-3- [vg, vg2] =0
ORI 2 e I R VR S I
2 U e AL =B v vl =0
[V:e +2] : V’Ib - [Vls vf] z_\/f;_ V;z [V;rz’ V;rz] _ o
re R RIS P
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. 1 +2 . 1

On obtient [Hi’Hj] = 0 pour VO et VO soit H1 = VO
+2

H2 == VO

Pour obtenir la forme [Hi’Ea] == aiEa on voit quton doit prendre, &

une normalisation prés

(-a) B, =V, + V] B, =V, - V| (-B)

(a) B, = le + v‘? B = v} - v‘;z ()

(1) E_, = ng Hy = v:)

Wz, r, = v

On a &lors : [H1,Ei1] = :tﬁ:—glaﬂ [H2,E¢1] - ¢\[—% E,,
[,.8,,] = iﬁ_ By [H,.B;,] = i\[%Em
(2.8, = i@Exz [H,,E,,] =0
[E1,E_1] = - %vé- \[:g"Vg:aiHi
[E'1,E.'_1] == -g»vé + \/—-;6— Vé
[Ez,E__2] = Ev&

On en tire : C;—a = - %ﬁ Ci—a =a-V}§
Coog - '\E’ Corp - \/—?f'
¢t y/2 C =0

b
-
7
-
i
-l
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b) Tenseur nétrigue .

T B a «a-

oo = “pu Cor €ix = ®ig kg 2 g0
Onc:idonc & =a,0,+H,B.+...+e,E 4><‘1'+2x-2-=—6-
. 11 1717171 11 10 5 5
_ _ - _5
g22 a2a2+ ........ +5252 4 x 105
821 = g12 = a1a2+ ........ +€1€2 =0
Soit
6 0
5 6 )
0__5
_ 0 g
gcp = \\ o0
g—arx \‘\0

Pour déterminer les g ... écrivons les relations de commutation

des E E_ E entre eux. On & :

a By

2 ¥ Y 2 X
EL,E'] === B = |EL,E | =c' B => © =TI= C =0
[ 177 V5 "2 [ o B] af Ty a5 a-B
__..._1._.. t — _ "'ﬁ _ "“B ___._L x
[E1,E__2:| nV_S_E_1 = ]:Ea,E“Y] =cuy By Dol =7 Oy = 0
1 -0 - 1 b'd
E'E =7==2F5 = (E_,E = C B = ¢, = ¢ =0
B3] V5 -1 [6 "T] B-y -« B~y ~ V5 TBY
~ a? oM
ga—a = Cap Cean
Les constantes non mulles sont cof, of Y N .
_ af -ay ~a-B -y e a-a

. Y B ~f -y a 1 i -«

{m obtient g = ¢ ¢ c +¢c ,cC +c [
a-a aB -ay Ta-y ~o~=f ol o~ o0 ~ai
Ll 2 2 B
Y5°Vs V5 Y5 " Y10 ¥5 Y10 ¥5
12
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. Y« Y Y B 1 i “B
De mEme &5 g = °gaCgy ' Coay~p-a Cg;?g_g °p-p° B
.2
%-p 75
T LI I 20 S

= ¢ c - . .
v = y-a®oys T Cy-ptoye Yioy=y Y-y -yl 5

Dans cette base le tenseur métrique a donc la forme

6 0 5 0
5 6 6 5
g = 0_5 et &M =0 6
wP ' NTE -5
0 —5-—0 0 055 00
-12 §-12 =2 5 =2 g
5 5 12~ 12
-12 +6 =2 2
°© 50 3 °© % 03
+o 2
0 0 " 0 o 0 =0
¢} Opérateur de Casimir .
X o0
Hin + L g EaE—a
(44
_5 11 +2 +2 _5_ +2 1 +2 1 +2 1 _+2
G == (Vv +V ) - (V] +v1 Jv_ )+ (v v )V )
5 (42 42 A2 42 +2 gyt Tyt 1 42
+ 2 (VS v o)+ (Vv X AR AR AN S ) )]
:2—[ g (1) v vl 4T (=1 P2 f]
q q
Soit G:%[V1.V1 729

opérateur dont nous allons donner les valeurs propres pour une repré-

sentation u de SU

3 -
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20) Notation d'Elliott pour les représentations de SU, -

Valeurs propres de 1'opérateur de Casimir.

les représentations de SU, sont caractérisédes par leur poids le

3
plus haui {A1A2X3} lorsqu'on utilise, dans 1tespace des poids, une
base & trois dimensions. Or la figure des racines de 8U

81,62,83 3

est plane et on peut donc restreindre laz base. Dans cette nouvelle

base le poids {A AN} s'éerit (A ,~A.,A-~M.) = (0.0.) et on peut

172753 2t e2 s 172

montrer que ces 2 notations sont completement équivalentes. Un poids

de SU, vérifie h1+h2+A3=O s 801t A, = =A ~A_ . D'autre part

3 2 13
. 2 1
= - = - . 3 1 i = —
o, h1 Az » Oy Az AB On en déduit les relations x1 ‘5614-302 9
1 2 1 1
=—Tg,—- " == - d
KB 301 302 et A2 5014-302 correspondant au changement de
base e’ :-ge -le nje
31 32 373
el = ie -&Je -é% .
3132 373
Pour trouver la valeur propre de GSU . correspondant & une représen—
3
tation {A1k2h3} on va utiliser les formes standard ,

ma @=g> HH + 5 g EF_
a

Avec la base €, les racines a sont de type ei—e‘j soit

2%z

@,=e_ , &_~& e_~e, , & les racines positives

©17C2 2 ComCg 5 €ymCg s €m0y, Egme, , egme

+
11 = - - - .
o telles que Ea+u 0 sont €,=€5 €, e3 R e1 e3

les tenseurs métriques ne sont bien s{ir pas les mémes dans les bases.

On trouve respectivement pour gij

e.,e 4 -2 -2
177273 1
0 2 4 -2

J ~2 =2 4 i

base e

:
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Si on appelle I le poids le plus haut dtune représentatiocn
irréductible et u le vecteur propre cbrrespondant, on montre qu'on
peut écrire :

- - ii -
Gus= [(LL)-I— a2+ (0111)] u=g [L1L1+ ;:+ a}-Ll] u

ou encore G u = (K2~R2)ﬁ = g (X.X.-R.R.) & avec
1 1 I 1

K =1+ et R =+ Z o
¢4

1 - - - = -
! [e1 € 48 e te, 93] e ey

It

On a ici R

¢

I4R = 7\1e1+?\2e2+7\,5e3+e1—e3 = (x1+1)e14wh2e24v(h3—1)e3

soit ¢lu) = gﬁ)[(x1+1)2+ ;\§+ (x3—1)2- 2] = gﬁ)[x1(a1+2)+ A§+ x3(h3~2)]

En repassant & la base d'Elliott, clest-a-dire en remplacgant A1,h2,h3

par leur valeur en fonction de 01,02 et en utilisant la 2&me forme

du tenseur métrique on a

1.2 2
G(o102) =3 [01+-024—d1624-301-+302]

30) Classification des générateurs de SU? et de l'ensemble des

opérateurs monoélectronigues de (d+s)N .

a) {lassification des générateurs un .

On a vu au Chapitre I qu'une représentation irréductible est ca-
ractérisée par son poids le plus haut ol les poids (mi,..mﬁ) sont

définis par les équations :

_ Hi U =m, u i=7...4
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Pour trouver suivant quelles représentations de Uh les généra—

teurs sz de Un se transforment, il faut donc étudier les relations

l[Hi’Kk,e] =0 X o

Prenons le cas de U3 : on a les relations

[XH’XH] =0 [Xzz’xﬂ] =0 [X33’X11] 0
[ x,] =%, [ ox,) =%, [ x,l=0
[ 9X13] = X13 [ ’X13] = 0 [ ,X?B] = _'X13
[ %] =-x,, [- 3,0 =%, [ oxl=0
[ !X32] = 0 [ !%2] = "'X32 [ !X32] = X~52
[ 7)%3] =0 [ !X33 0 [ ’X33] = 0

les différents poids obtenus sont donc L

[x,,x,,] = (000) [%, %51 = (01-1)

22 22

33 53
[x, %] = (1-10) [XH,X31] = (=101)

22 22

33 33
[XH,X13] = (10-1) [XH,X32] = (0-11)

22 22

33 33
[x1 , ,X21] = (~110) [X? 1 ,x33] =5 {000)

22 ] ' 22

33 33
[x,,:%,,] = (000) . | "

oo Dimension totale = 9 =n

35
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D'apres les critéres donnés au Chapitre I, le poids le plus haut

est ici (10-1) = {210} de U, . Ia dimension de {210} est 8 soit

les 6 poids du type (10—1) et 2 du tyre (OOO) R
T1 reste un poids (000) correspondant donc & une représentation {0}.

Finalement les générateurs se transforment comme {210}+{000}

Dtune fagon plus générale, on montre que pour un groupe UIl (n  opé-
rateurs Hi s n2 poids) les générateurs se transforment comme

{21n_20}+{0} de U, et les générateurs de SU_ comne la représenta-

n—2}

tion {21 de SU_ .

les générateurs V1 et V+2 de SU, se transforment donc comme la

P

représentation {21} de SU3 .

b) Classification de 1'ensemble des opérateurs monoélectroniques

de (d+s)N .

L'ensemble des wﬁi(ﬁﬂ‘) forment les géndrateurs de SU et se

12
10
}

transforment comme {21 de SU12 . On avu qu'ils se meitent sous

la forme d'un produit direct SU2x SU6 ou les Vk forment les géné-
M ge SU, . On

ééDszSUG la représen-

rateurs de SU6 et se transforment donc comme {21

trouve facilement gue dans la classification SU?

10} de SU12 se réduit suivant

{2110}-+ 1{214} + 3{214} & 3{0} .

tation {21

les générateurs de SU, se transforment comme {21} de SU, . Ainsi

> 3
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dans la réduction SUG:DSU3 la représentation {214} de U, con-
tiendra au moins {21} de SU3 . En fait, on trouve que '
far*} - {21} o+ {42} .
35 8 27
Dans la réduction SU323R3 on a
{21} 1, 2

{42} 0, 2, 2', 3, 4

D'apres ce qui a été vu a l'aide des relations de commutation on a

{42} 0 = %6 (v0(aa) - V5 v9(ss)}

{211 1 = v'(aa)
1 2 + 2 s) + 2 ]
{21} 2 = T (V7 vo(ad) + 2(v(as) + v (sd))}
" On a évidemment | -
{42} 3 = v2(ad)
42} 4 = vHaa) .

I1 ne reste &4 trouver que 2 combinaisons {42} 2 et {42} 2 ae

V2(dd) , Vz(ds) , Vz(sd)

- Combinaison orthogonale & {21} 2

{42} 2 = V%? V8 v2(aa) - Vﬁg (v2(ds)+v2(sd))}

- Combinaison orthogonale & {21} 2 et {42} 2

{42} 2" = "L'{Vz(ds) - Vz(sd)}

V2

Er notation d'Elliott on a donc :

(11)1

i

1 1
v (dd) = == L
(aa) = V10

. 2 2 204 2
(11)2 = T V7 vo(ad) + 2v°(ds) + 2v(sd)} = V
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(22)0 = V'" (v°(aa) - V5 v(ss)}

(22)2 = ‘{_ V3 v(ad) - \Fg v2(ds) - @ vo(sd)}

'z o= 8) -~ 2 s
(22)2 =T£{V (ds) ~ v (sd)}

(22)5 = v°(aa)

(22)2 = v*(da)

i

D'autre part, d'aprés ce gqu'on a vu

(00)0 = =[5 v0(ad) + vO(ss)]
En inversant ces relations on obtient
0 L
v {(ss) = = [(00)o — V5 (22)0]
0 1 N
v (dd) =72 [Vs (00)o + (22)0]
2 1
vo(dd) = = [V7 {11)2 + V& (22)2]
v*(ds) Ejﬁ[ﬁ (11)2 - \/% (22)2 + (22)2']
v (sd) z%[ﬁg (11)z - \/—1—% (22)2 - (22)2']
v(ad) = (11)1

v(ad) = (22)3

v(aa) = (22)4

4°) Calcul des éléments de matrice réduits des opérateurs

monoélectronigues,

le théoréme de Wigner-Eckart permet d'écrire :

K - kX,
[vkbm:}ki]: g (-1)2q2k ’ )<7\1k[|vk“?\'tk>

q’ ™M1 _ 2 2%
P AgTRo, 1 9 9

32

(1)
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ol la somme sur k2 disparait si le Vk considéré est un gzéndérateur

de SU3 . D'autre part les relations de commutation stécrivent dans
le cas général
k k k_+q . Jk, k., k
1 2 = 1 2
(v e e), vo(es)l = ¢ (1) 2 2([x,][x ][ka])g ?
q, "a b a, ¢ d Kk 1 2
55 4y 9, -

£ +2 +k +k k k k3 k

a “d 2 1 2 3
{é(zbzc)(— £) ) } 7202 2,)
a

(2)
_a(uxu °+k3{ } (”}
£ £ £

c b a

L'ensemble des relations (1) et (2) est suffisant pour déterminer les

éléments de matrice des Vg(ﬂz') pour les représentations (11) et (22).

Pour V (dd) = ?é='z les éléments de matrice sont immédiats

V (Le1)(2L+1) . (3

‘H*‘

D'autre part on peut utiliser les relations de commutation des opéra-

teurs {11) V1 et (11) V+2 déterminées & la fin du paragraphe I pour

trouver les éléments de V+2 pour la représentation (11)

2 2 1
_,[(11)v;2 , (11)v;”2] =3 (-1)¢ V?L (11)vfl(dd) (4)
1

1 2 q q‘! -
2
[(11)‘17(11 , (11)v;2] =3 (-1)¢ VB_( (11)v;2
1 < q QG -4

TR
[(11)v; , (11)v:1 =z ()W 3 ( \(11)‘1‘;((1@) .
1 2- q 4, 95 =9
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En comparant (4} et (1) on obtient immédiatement
<(11)1Hv+2n(11)1> = <(11)2Hv+én(11)2> =0
N2 ()2 = =<2 1> = V3

A titre d'exemple cherchons quelques éléments de (11)V+2 pour la

représentation {22). la relation (1) donne :

K, k, k
[(11)2q,,(22)00] = = (-n)k 2 ( P2 ) <(22)0)|(11)v*2)(22) v
‘ Tkq a, 0 -9,

[(22)1kq] (5)

On a vu gue

2 .2
11)2 w\.[; dd)+-—-—V(ds) +"'“‘V._1-':....b:"..r (sd)
(22)0 2’ﬁﬁf v° dd)-—bﬁg v (ss)

le commutateur [(11)2q1,(22)00] s'écrit donc aussi

T [v2(aa),v%(a0)] - Y25 [142(44) v0(se)]

VEx15 Vex15
2 2, v .0 Ay .2 0
e [V(ae),v7(a0)] - = [v7(ds), V7 (s0)]

“T"V—-5—-2><-6" [Vz(sd),VO(dd)] - % [Vz(sd),VO(ss)]

les relations (2) ont été explicitées au paragraphe I. On obtient :

0 2

_1)q+1

) {Vz(ds) - V2(sd)}]

2
[ B ] = 1r—_““3x5><3x2 [( . o g

2 0 2

V— [( 1)0-!-1\’"‘(

2 2
e ) (v2(as) - v2(sa)}]

qg 0O .-q (6)

2

2 0 2
}:‘JE(VZ(ds)—V2(sd))i”= (-1 ( )—“f—(ez)z-

e (2 0
Vs

qg 0 -q



: 5g

En comparant (5) et (&) on en tire immédiatement

<(22)0[(11)V*e(22)m> = 0 saut  <(22)0l|(11)vY(22) 2> s
| | | s

En continuant ainsi on obtient finalement les résultats suivants :

Gov [ )1 | (11)2 v | G | Gz
(1)1 \/—g 0 (1)1 0 Y3
(11)2 0 V3 (11)2 ¥z 0 |
v 2ol 2 |20 |3 |4 GO (2)ol 2 L2t |5 14
4
(22)of o 0 o |0 _-V'_ET o {o
2 V3 21 0o (o |-Ys|-22
_ 4 |
2! V3 2l T -V5{0 | o -2\[-5-
2
% \/'—5- 51 0 {2210 |0 !-VE
4 32 4t 0 to -2@- V6 | ©

Vérifions lea éléments de matrice des (11)Vk ainsi trouvés,

1 2 2
n a : G(c102) =3 [014-024-01024-301%'362]

soit @{11) = 1~ G(22)=-§:

et G z% [V1.V1 + V+2.v+2] = % [——ﬁ{V;V‘]}g + V’S—{V+EV+2}O]
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5 1.5 0 +2. 42,0
Z < (c1oz)rkq|-ﬁ{\r v+ VBV }O](Uiaz)'rkq >

k n
- %x (~1)%0 ( . ) V';Tkﬁ [f (—-1)F <(6162)k[|v1l](0102)kn>
-4 0 q LS .

it K+k" +2 -
<(o,0,)x" |V {{{0,0,)k> + .}f"(-w (o, 0,) x|V (0, 0,0 >

"1 +2
<(0102)T k"||v ”(0162)1k>]

On a aussi :

¥k k¥ O

<(c1c2?1kq[G|(c§c2)qu> = (--1)]‘“q <(c5102)kHG|](0102)k>

g -q O

= o(s,0,) =—V.E—£—]» < el >

Soit

1 5
<ykl|Gllyk> = o 6 [;T.

kakn 1
(=1 <y v e <y v i

)k+k"

2 2,
+ 3 (-1 |V e <yl [V i ]

k"

On peut vérifier que les résultats trouvés satisfont bien cette

relation.
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