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IX

GERERALITES

I NOTATIONS UTILISEES -

Au cours de notre travail nous utilisons les notations et conventions
suilvantes :
[-a, +a] , support borné d'une fonction .
z(x) , fonction de la variable réelle x .

é(p) , Transformée de Fourier (T.F.) de g(x)

o0
) = ) e . EmE g

b(x) , Tonction signal inconnue
e(x) s, enregistrement .
£flx) , réponse impulsionnelle de l'appareil de mesure .

n(x) » fonction aléatoire correspondant au bruit .

Opérateurs:

0 pour |x|>

b

5 opérateur de Fourier fFlu) = F(e(x) .
_g_'- opérateur inverse de ¥, f(x) = F(F(n)) . oo
* opérateur de convolution f{x) * g(x) = __.L £(y) glx-y) dy.
Symboles : :
sinec x = M ’
g4
x 1 pour [x|<:2§' )
rect T - 1
2

X . .
rect Y est donc la fonction créneau de largeur t .

6(x) , fonction de Dirac définie par

400
_,L 8{x) dx = 1 ,
40

_6[; é(x) f(x) dx =‘ f(O) s




JL é(x—a) f(x) dx = f(a)
400

Ph(x) = }::: 6(x—ph) : 7peigne de Dirac
p:._co

JO(X) , J1(x) , Tonctions de Bessel de premidre espice,

dtordre O et 1 .

I1 RAPPEL DE QUEIQUES PROPRIETES DES TRANSFORMEES DE FOURIER -
(ef J. Arsac, [1961])

Nous ne considérons que des fonctions € i:c'est—é—dire telles que
_Lm [£(x)| ax existe
F (ayr,(0) + ayfy () =ay (5, (0)) +ay F(e,00) = 0, (1) + a)f,(w)
™' £(1)] = £(p - p)
T @) = £
Fe(ax)) = )
§ & 2) = mye £

£u) x &)

J(e(x) * g(x))

fl

£(u) * (u)

$(r(x) x e(x))

400 400
_Jo f(x) g(-x) &x = .f Flu) . oalp) ap .

-0
Joo
_i le(x)|% ax = f]f(p)ﬁ g, (tnéoréme de Parseval)




Xl

11T QUELQUES TRANSFORMEES DE FOURIER UTILISEES

? (2a sinc 2ax) = rect 2—:
‘J (rect 'g-g) = 2a sinc 2ax
$(x)) = 1

F () = np, W













INTRODUCTION

En Physique, l'observation d'un phénomdne se matérialise
souvent par 1'enregistfement d'un signal. L'expérience a en général
pour but la représentation d'un objet b dont 1'enregistrement e
différe pour deux raisons ; l

«d'une part, l'appareil de mesure, les conditions
expérimentales, introduisent une certaine déformation : le
résultat de 1l'observation est une image i de 1'objet.

- d'autre part, & cette image se superpose un bruit
n dont l'origine est variable avec le type d'enregistrement effectud,
Nous envisageons seulement le cas d'un bruit additif, Is grandeur e

est alors la somme des grandeurs i et n :

e=1+n

le but des méthodes de traitement du signal, dans le cadre
desquelles nous travaillons, est de remonter de e & b , quantité &
déterminer, Nous limitons notre étude au cas, tres fréquent en optique
et plus particulisrement en Spectroscopie, ol l'enregistrement est cons-
titué par une courbe e(x) dans laquelle e représente le phénoméne
enregistré en fonction d'une grandeur variable x ; de plus, nous
admettons que la déformation subie par le signal est une déformation
lindaire : plus précisément 1'enregistrement e(x) est 1ié au signal

b(x) par l'équation:
e(x) = b(x) * f(x) + n(x)

dans laquelle * représente l'opération de convolution., Nous retrouvons




dans cette expression l'équation générale d'un filtre lindaire dont
f(x) serait la réponse impulsionnelle., Pour 1'opticien ou le spec-—
troscopiste f(x) gse confond souvent avec la déformation dite "fonection

d'appareil® dfie uniquement & l'appareil de mesure,

Pendant longtemps, la plupart des auteurs se sont efforecé
d'améliorer les appareils de mesure et les techniques d'enregistrement
afin que la fonction d'appareil soit la moins déformante possible, clest-
a-dire, dans le cas d'une relation de convolution, la plus proche d'un
pic de Dirac. Au laboratoire Aimé Cotton, ces recherches ont ét€ large-
ment développées ces dernidres années. Tout récemment encore, 1'essor
pris par la Spectroscopie par T,F., a prouvé l'utilité des travaux dans
ce domaine. Dans de nombreux problémes, 1'amélioration ainsi apportée

suffit emplement pour une détermination correcte de b{x) .

Cependant, il est des cas ol les conditions expérimentales
entratnent 1'existence d'une fonction f£(x) déformante ou d'un bruit
n(x) important : e(x) constitue alors une représentation imparfaite

de b(x) .

Cn peut chercher & améliorer cet enregistrement e(x) par
des méthodes de traitement numérique ou analogique. L'idée n'en est
pas récente : depuis longtemps, en effet, certains expérimentateurs
ont cherché, soit & filtirer le bruit présent dans l'enregistrement,
soit & fdire apparaitre certains caractdres de b(x) par ltemploi a
posteriori de filtres linéaires numériques adaptés, Parmi eux,
certains ont méme voulu remonter de e(x) & b(x) par la résolution
de l'équation de convolution. FEn théorie, ce mrobldme peut &tre résolu
en 1l'absence de bruit. En réalité, d'une part l'enregistrement n'est
Jjamais exempt de bruit ; d'autre part, les méthodes de calcul utilisées

entrainent des approximations qui introduisent un "bruit de calcul"




supplémentaire, Ies conditions dans lesquelles s'effectuent ces calculs

ne correspondent plus & 1thypothése dtabsence de bruit et conduisent lé

plus souvent & des résultats erronés.

Un des buts du travail que nous présentons est de proposer
une solution de 1l'équation de éonvolution compatible avec le bruit
présent dans l'enregistrement. Les possibilités modernes de calcul
numérique permettent en effet de faire une synthése de toutes les infor-
mations, méme v&fgues, dont on peut 3 priori disposer sur le signal :
nous pouvons donc utiliser ces informations pour compenser en partie

" 1tincertitude due au bruit.

Par ailleurs, les traitements par %oie numérique des enregis-
trements font appel & 1ltéchantillommage et & la troncature des fonctions
e(x) , b{x) et f(x) ... I1 nous a semblé trds important d'étudier
auparavant 1l'influence de ces deux opérations sur ces fonctions et sur
les expressions analytiques dans lesquelles elles interviennent. Nous

avons ainsi été amenés i étudier les propriétés des séries finies de

Shannon auxquelles ces échantillonnages font appel.

(e mémoire comprend deux pariies :

- Ia premidre partie est consacrée & 1'étude de l'outil
mathématique que constitue le théordme d'échantillonnage. Dans un
premier chaepitre nous donnerons une forme trés générale du théoréme
de Shannon que nous utiliserons pour faire apparaitre les propriétés
des séries finies correspondantes. Puls nous montrerons (chapitre II)
comment 1'expression classique du produit de convolution numérique de
deux fonctions dont la T.F. est & support borné peut s'interpréter &
1'aide des propriétés des séries finies de Shannon ainsi mises en

évidence,




Dans la seconde partie, & la lumidre des conclusions tirées
dans la premidre, nous ferons une étude critique des méthodes de trai-
tement usuelles des enregistrements, Devant leur insuffisance nous
serons amends & proposer une méthode originale de déconvolution de
1'équation intégrale, méthode qui fait appel & la "synthése d'informa-
tions", DNous en étudierons les propriétés et les limites et nous
1tillustrerons par des exemples concrets de traitement sur des enregis-

trements effectués en laboratoire.




PREMKMIERE PARTTIE

L'OUTIL MATHEMATIQUE




¥ 4
£(p)
n - .
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Pga(p.) f(p) g
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rect 5 H
Figure 1

£() = [ £(w) * 2, () T xrect bz




CHAPTITRE I

LE THECREME D'ECHANTILIONNAGE
~ CAS UNIDIMENSICNNEL -

I - INTRODUCTION -
Aprés un bref rappel de la forme classique du théortme d'échantil-
lonnage, nous nous proposons d'étudier les conséquences d'un échantillonnage

trop serré ou d'un échantillonnage tronqué.

21 -~ ENONCE DU THEOREME D'ECHANTILLONNAGE -
Nous considérons une fonction réelle f(x) dont la T.F. f‘(u]
est & support borné [ -—a, +a ] et continwe sur ce supports; nous pouvons

écrire ¥ la suite de Woodward [ Woodward , EI960]] :
FS N s . L
(. 1) £ =T =2, ®) ] x et &

La signification de cette égalité apparait clairement sur la figure 1. Si

1'on prend la T.F. des 2 membres, il vient ¢

(r.2) £(x) =[x ><2—2=l P1/2a(x) ] * 2a sinc 2ax

et puisque :

P1/2a(x) = Z §(x - P/2a)
p=—c
et 8(x - %g) * g(x) = glx - %5) )
il vient ¢
40
(1.3 2 =) @) sime 28 (x-L) .




(a)
fb(p.) ; ' —
(b)
£,(w) * 2 () %
(c)
»
rect g_b -b +b V!

£, (8) = [ £(8) * By () ]

Pigure 2

X rect -

Y




C'est cetie expression qui, suivant les auteurs, constitue le théoréme .
d'échantillonnage, ou théoréme de Shannon, (ou théordme d'interpolation};elle
traduit le fait qu'il est possible de restituer f(x) pour tout =x & partir
d'un nombre infini de valeurs discrdtes de £{(x) 4quidistantes de ho = 1/2a.
Dans la suite de notre travail, ncus rencontrerons trés souvent cette valeur
ho et nous serons amends trés naturellement & 1'appeler "pas de Shannon";

(auteur qui mit en évidence cette propriété des fonctions & spectre limité

[Shannon, 1948]).

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'analyser cette expression.
Nous montrerons d'abord que f(x) peut &tre développde & partir d'un &chan—
tillonnage & un pas ‘h' dinférieur & h. . Puis, nous étudierons les consé-

0
guences d'unetroncaturs de 1z série (I . 3) & un nombre fini de termes,

3YI — INFLUENCE D'UN ECHANTILLONNAGE A - UN PAS INFERIEUR A h0 -

771} Considérons la fonchion %b(u) (b zaa), égale & %(u)
gur l'intervalle [— a, + a] et nulle sur le reste de 1'intervalle [— b, + bJ.
(rig. 2a) ; %b(u) est une fonction localement sommsble dont la transformée

de Fourier 3r(fb(u)) est définiepar ¢

a +b n . A .
F G = [, B 92 gy o[BG 0T g
F (@) = £()
mais nous: pouvons écrire aussi (fig. 2c) .
gh(u) = { fb(u) # Py (u) ] x rect ;—b .
Soit,en prenant la T.F. de cette dernidre expression j

f(x) = [‘f(x) P %g T/Zb(x) ] % 2b sinc 2b x J




Ciest-a-dire

< ¥
(z.4) f(x) = z f(p/2b) sinc 2b (x - p/2b) ,

p:-..eo

e) Conséquences

Il est donc possible de trouver diverses expressions du théoréme
d'échantillonnage. Elles correspondent,d'une part & un échantillonnage de la

fonction f{x) & un pas h =1/2b <h. = 1/2a (pas qui peut &tre choisi

0]
plug ou moins grand), d'autre part d 1'utilisation des différentes fonctions
de base sinc 2b'x ou sine x/h' . la largeur: h' de ces fonctions peut
8tre toute valeur comprise entre h et hO R

Aux développements en série (I . 4) de f(x), correspondent des
développements en série de fb(u) ,» Obtenus en prenant la M.P. des membres

de (I.. 4); soit :

4oo
B ORI SNERELT. "
(.5 Fea =) L &) reot &=
=
Nous notons ici que f(x) étant une foncticn continue, elle est

égale en tout point & n'importe lequel des développements (1. 4),

Il en est de méme pour les développements en série (I .5) et la
fonction %b(p) , avec toutefois une restriction : développement en série et
fonction sont égaux sauf wr des points de mesure nulle, les pointas d'abcisse
t a . En effet, %(p) peut ne pas s'annuler en ces points (fig. 3) et dans

ce cag leg fonctions fb(p) possddent une discontinuité de premier ordre.

(*)

De m&me nous pouvdns considérer b' telique b = Db' 2 a et noter

B0 () = (B () x Py () rect i,

Il vient alors :

400
_ 20" LBy s ' P
£(x) = E: e f(Zb ; sinc 2b' (z - Zb) '

P:.-.'...oo
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A3

+a -b ~8 +a +b

===
L N S

B Rt Lt

-y

£(p) §b(u)
figure 3

4 ~ INFLUENCE DE LA TRONCATURE DE LA SERIE~

Pratiquement, lorsqu'on échantillonne une fonction & un pas h
quelconque, on limite cet échantillonnage & un nombre fini N de termes.
N est choisi de fagon que f{x) mne fournisse plus que des contributions
considérées comme négligeables au deld de |x| =nh ,n=(N-1)/2. Tl est

utile de rechercher ce que représente la série limitée fN(x) ainsi obtenue.

Dans ce but, nous allons étudier 1l'effet de la troncature de la

série (I . 4) sur la T.P. f(p) ; posons

_ 41
fN(u) = g'_(fN(X)) = g ): £(ph) sinc (x - ph)/h ,

P=-n
soit s 1
fN(p) = E:j h £(ph) e“jznuph.rect hp p
P=n
+1
(r.6) %N(u) = E:: A? gmIZTIR ot hp , avec AP =h £(ph) .

p=n

Notons que les coefficients AP slidentifient aux covefficients
du développement en série de Fourier d'une fonction définie sur l'intervalle

[-1/2h, + 1/2 h]. En effet, considérons (fig. 4) la fonection f1/2h(p,),




t2

identiquement nulle pour [u] ;;%E , continue par morceaux sur l'intervalle

[-1/2n, + 1/2 n] et définie par ;

~ ~ 1
f-] /fh(u) = f(l-b) pour ol Ip,l <2—k1() P
£, (W) =0 our 1 <l <&
1/4h P éﬁb = h
!
-1/2h -1/2h0 1/2hO 1/2h
f1/2h(”)
Figure 4

Cette fonction admet, sur cet intervalle, un développement en série

de Fourier qui lul est-égal presque partout .

b _ —Jj2muph
f1éh(u) = E; &, e
p= -
+1/2h
. . " —-J2muph
avec ¢ ap = Jld/2h;f1éh(u) e dp .

On recommait ) dans ces coefficients,les coefficients Ap de la série (I {6).

En effet,

o0
- —j2ruph
=h Jﬁ- £(u) ¢ 7 dp =k £(ph) = A
2 o Tl " (sh) = &

§1ﬁh(u) étant nulle en tout point extérieurc i 1l'intervalle [— 1/2n , + 1/2h3,
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peut étrereprésentéeisur - @ , + ® par la série :

+co

(.7 %Héh(u) =:§£ '%p o IMPR oo hiz

p=®

Ce développement n'est autre que le développement (I . 5) retrouvé par un

autre Iwocddé

Si maintenant . nous revenons & 1'expression (I . 6), nous consta-
tons qu'elle représente la série (I . 7) limitde & ses (2 m + 1) premiers
termes. Or, 1l'une des propriétés des développements en série de Fourier est

que la somme de leurs N premiers termeg est la meilleure approximaticon en

moyenne quadratique de la fonction correspondante lorsque celle-ci est déve- .

loppée & partir des fonctions de base ﬁh P(u) = exp (- jomuph].rect hu . si,
H

de plus,nous rappelons que ces fonctions forment un systéme orthogonal et

complet sur 1l'intervalle [— 1/2h, +1/2 h] s, nous pouvons constater que la

série (I . 6) converge en moyenne vers_.id/hng.

Les transformées de Hoviiny par 1'intégrale de Fourier, de ces bases
] ] )

By o) = (b, (w)=sine (x - pn)/n

forment & leur tour un systéme orthogonal et complet vis & vis des fonctions
dont la T.F. est de support fini, infériéur ou égal 3 [-1/2h , + 1/2 h].
Le développement fN(x) ci-dessous |,

+11

£,(%) =Z f(ph) sinc ( x = ph)/h |

constitue donc (théoréme de Parseval) Jla meilleure approximation en moyenne

quadratique sur - ® , + ® de la fonction f(x) , développée & 1'aide des

(2n+ 1) premidres bases sginc { x - ph)/h .

Nous verrons tout au long de notre travail 1'importance d'une tel-

le propriété de ces développements.
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5 — CHOIX DU PAS h OPTIMUM -

Nous avons vu qu'il est possible de trouver une infinité de dévelop-
pements de f{(x). Tant qu'on ne les tronque pas, ces développeménts, entidre-
ment équivalents et égaux & f(x) , ne se distinguent que par les fonctions de
base utiliségs bh,p(x) et par la valeur des coefficients correspondants,

coefficients et bases étant fonctions du paramétre h h, choisi,

Lorsque nous tronquons ces développements & un nombre fini de termes,
nous remplagons f(x) par différentes approximations en moyenne quadratique,
de quelité inégale selon les bases utilisées (donc selon h ). Plus h est
petit, plus le domaine A p [ - 1/2h, + 1/2 ?] de 51/2h(p) est étendu.

Il faut alors approcher une fonction, égale & f(p) sur [— a, & ] et nulle
sur un intervalle de plus en plus étendu (a < |u| < 1/2h) a l'aide d'un
nombre limité de termes, L'erreur commise croit lorsque h décroit si, pour

approcher cette fonction, on met en jeu un nombre donné (2 n + 1) de termes.

le meilleur résulfat s'obtifnt pour h = ho . Ce pas cérréspond A
1'égalité des domaines de f(p) et f1/2h(p) + Ce choix de h prend beau-
coup d'importance guand la fonction f(p) rrésente des discontinuités aux
points ta . Cette régle est d'autant plus importante que le saut de la
fonction en ces points est plus #levéd., En effet, il devient trds difficile
d'approcher correctement %1 Zh(p) & 1'side d'un petit nombre de termes sur

un intervalle [- 1/2h , + 1/2 h] plus grend que [-a , +a ].

Ia série (I , 6) présente alors, au voisinage de la discontinuité,
des oscillations dont 1'ampleur dépend de la valeur aux points - a8 , +a

de f(p)* .

(*)

oscillations connues sous le nom de phénomdne de Gibbs




Toutefois, 1'écart entre fonction f(x) et séries fN(x) diminue
lorsquton s'astreint & prendre un nombre (2n + 1) de termes inversement
proportionnel & h (nh = A , représente 1l'abcisse de coupure de la fonction
f(x)). Cet écart reste cependant toujours du méme ordre ou supérieur & celui

obtenu & 1'aide de la série de Shamnon f._ (x) (aveec n h_ = 4) .
!

N 00

0

6 ~— VERIFICATION-

A titre de vérification nous avons échantillonné une fonction f(x)
considérée lors d'un précédent travail : cette fonction (fig.5) présente de
fortes oscillations gui rendent difficile sa représentation par une série
limitée, Nous allons vérifier qu'un choix correct du pas d'échantillonnage

permet de réduire de beaucoup le nombre de termes,

la fonction choisie a pour domaine de fréguences, le domaine

|p| § 1 et pour expression :

5
flx) = ZE; a x avec o = sinc pu rect &
( ) L P gp( ) EP(U) 1-:T1Irr 3

les coefficients ont pour valeur :
a, = 1,5228 , B, = - 1,066 , a3 = 0,983 , a4 =~ 0,851 , a5

51 1'on trongue f(x) & 1'abcisse A =5 , on peut choisir d'échan-

= 0’45 .

tillonner au pas ho = 0.5 & l'aide de 21 termes ou bien au pas h = 0,125

3 l'aide de 81 termes ; nous avons &fwf! points par points les deux résultats

P.3 . 1 3
fho,NO(x) et fh,N(x) en méme temps que f(x) : clest th'NO(X) qui,

avec 4 fois moins de termes, s'approche le mieux de la fonction cherchée.

Sur la figure suivante (fig. 6) nous avons tracé les fonctions
f(p) ’ ff?hO,N (p) et f}@m,N(”) ‘correspondantes :+ on voit que la qualite
de l'approxlmagion en moyenne. de f(p) sur [— 4 , + 4} est médiccre., En

particulier, sur [- 1 , + 1], cette fonction stécarte plus de f(u) que ne

le fait f N (u) , ce qui explique les resultats de la figure 5 .

Y2, N,




A Fix)

087

067

0.41

0.2

16

085

003

001

001

003
0.21
a0s
0.4
(a) (v)
figure 5
(a) - en traits pleins f(x) .

(b)

Agrandissement d'une portion de la figure 5 (a)
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0.54
1'*| ‘
0 T 'ﬁ" :}" V. W l"t_-*v'*",_“‘- T L.
~051 i |
-1
figure 6
~ en traits pleins f(p) et f1/2ho,NO(p) H (ho =05 , N

On remarque que

f‘1/2ho,N
~ en pointillé f1/2h,N(p)

A

:(u) est pratiquement confondu avec f(p)

(h = 0,125 , N = 40)

0
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7 ~ CONCLUSION=

Le théoréme d!'échantillonnage peut s'exprimer

sous la forme trés générale suivante :

+e0
(1.8)  f£(x) ;Za 2L ) eme 2 (x-E)
soit
<00
(1. 9) £(x) 22 %, f{an) sinc (x - #h)/h'
p-:.-m

avec les conditions sulvantes

h'<h ,
1
< = - -
h <hy =753
Cependant , nous avons également montré que c'est la forme classique du

théoréme d'échantillonnage gqui conduit au meilleur résultat si 1'on tronque

la série (I . 9) 4 un nombre fini de termes. Nous avons alors :

0 2a
La série
+n
fN(x) =z f(p ho) gine (x - P ho)/hO
b=n
constitue une approximation en moyenne quadratique sur - ® , + ® de la

fongtion f(x) .& 1'aide des fonctions de bases sinc (x - p ho)/ho.- Ces
fonctions constituent donc des bases parficuliérement indiguées pour

développer f(x) .
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CHAPITRE II

PRODUIT DE CONVOLUTION NUMERIQUE DE 2 FONCTIONS DONT LA T.F EST A SUPPCRT BORNE
~ CAS UNIDIMENSIONNEL -

1 — INTRODUCTION - _
. Nous savons que le produit de convolution de deux fonctions £ et g
dont les spectres de PFourier f et é gont de domaine limité peut se mettre
sous la forme ;
_ oo
(11 . 1) oly) =Z h £(ph) g(y - rh)
P=—o0

Cette série fait appel & 1'échantillonnage au pas h de 1l'une des

fonctions f ou g . Ia valeur de h doit &tre choisie inférieure & h

d
inverse de la moitié de la somme des domaines de f et g,

Cependant, lorsqu'on calcule numériquement ce produit de convolution

on limite la série & ses N premiers termes,

A la lumiére des conclusions du le chapitre, nous nous proposons

*
d'établir que, pour h« h. , cette opération équivaut & effectuer le produit

0
de convolution exact de 1'une des fonctions, par l'approximatien en moyenne

»

gquadratique 3 N termes de 1l'autre fonction développée & l'aide des fonctions

de base b, = si —ph) .
e base h, p ginc 2c(x ph)

: inverse du plus grand des domaines de f et g
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2 —~ EXPRESSION NEMERIQUE D'UN FRODUIT DE CONVOLUTION -
2.1) Rappelons que le produit de convolution ¢ de 2 fonctions
f et g, dont les 7.7 %(u) et g(p) sont respectivement de domaine [ - a ,

+a) et [ -b, +1b], bga, peut se metire sous la forme (IT . 1) .

Fn effet, ¢ est défini par 1'équation intégrale :

400
(I1.2) o (y) = Ji £(x) gly -x) &x =f *g .

Pour calculer numériquement ¢(y) , nous nous proposons de remplacer
1'intégrale par une somme discréte. Nous posons :
400

9,(¥) = Z £(ph).g(y - ph).h = Zh f£(x) P (x) ey ~ %) ax .

P:—Do
Pour que ¢S(y) soit égal & @(y) il faut et il suffit que les

T.F de ces deux fonctions soient égales presque partout, Or,

£(u) x glp)

I

plp)
p (k) = (£(u) * P1/h(u) x glp) .
é(p) étant identiguement nulle pour |uf > b , ;(p) et ; (p)} sont égaux
si 1'on réalise 1'égalité, sur [ - b, + b ], de f(p) et f(u) * P1/h(u) .

Toutefois, f(p) étant aussi de domaine borné (f(p) = 0 pour f|u| >a),

il suffit de prendre 1/h > a +b pour que, sur. [ -Db, +b ], I'on ait :

- * - ~ -
£p) P1/h(u) = flu) (ef fig. 7)
soit, en posant _.= a + b,
d
p(w) = g (u) | 1, L
pln) =g lu y pour 0 ¥ L /
d

et par conséquent :

+oo
(11 . 3) oly) = E:: f(ph) g(y = ph) b pour h by

p:.-.-m
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2.2) Cette méme expression peut &tre obtenue en remplagant dans
(11.2) f{x) par le développement :
B v
(IT1.4) 2__ £(ph) sinc (x - ph) , pour h hy ¥
P=ro
Ce développement (II,4) , n'est cependant égal & f(x) que pour
h§hy= 1/2a  (cf chapitre I §7) .

Nous mettons ainsi en évidence que :

0¥k <hy,

convolution f * g , est aussi é€gale au produit de convolution de g par

— pour h ltexpression (II,3) égale au produit de
différentes séries infinies (qui ne correspondent pas i f(x)).

- pour h € h l'expression (II,1) correspond au produit de

0 2
convolution exact de g(x) par le développement de f(x) & 1'aide des

fonctions sinc (x - ph)/h.

2.3) Cette dernitre remarque prend toute soﬁ importance lorsqu'on
limite 1l'expression de ¢ & ses N premiers termes. Nous obtenons ainsi
une approximation ¢N(y) du produit de convolution :

L
(11.5) L h £(ph) gy - ph) h

p=-n

N
=

en effet pour h < b on a
sinc (x - ph) * g(x) =h gy - ph) .
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Pour h ho , ¢N(y) correspond au prpduit de convolution exact
de g(x) par la fonction fN(x) , approximation en moyemnne quadratique de

f(x) & 1'eide des N premidres fonctions de bases sine (x - ph)/h .
+n

?N(Y) =g ¥ fN avec fN = 2;;n f(ph) sinc (x - ph)/h

% -~ CONSEQUENCES -

Les remarques faites dans le chapitre précédent peuvent s'appliquer
ici., Nous en tirons les conséguences suivantes :

~ i nombre infini de termes, les différentes expressions de Q(y)
correspondant & des pas h différents, inférieurs a hd , sont équivalentes

~ & nombre fini de termes l'expression calculée
+n

Py (x) =Z £(ph) e(x- ph) h , - b

P=n

correspond au produii de convolution exact de la fonction g(x) par l'appro-
ximation en moyenne guadratique de f(x) & 1l'aide des fonctions de base

sine (x - ph)/h . Nous avons montré, qu'a nombre donné de termes c'est avec
les bases sinc (x - pho)/h0 [ By = 1/2a ] que cette fonction est la

mieux approchée, C'est donc avec ce méme pas hO gque nous obtiendrons la
meilleure approximation du produit de convolution,

~ les expressions

4+n
(11 . 6)  ognlx) = Z_ g(ph) f(x - ph) n h < hy
p==n
+n
(I .7 of(x) = Z f(ph) g(x - ph) b n < By,

P=-n
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ne conduisent pas, a nombre donné de termes, au méme résultat. ?ﬁ correspond
au produit de convolution exact de f par 1l'approximation en moyenne de g

3 1'aide des bases sinc (x - ph)/h ¥ ¢ﬁ, & celui de g par 1'approximation
en moyenne de f & 1'aide de ces mémes bases. Il est préférable de choisir
1'expression pour laguelle 1'approximation considéréeapproche le mieux la
fonction correspondante. Lorsque les fonctions %(u) et é(u)‘ n'ont pas mé-
me domaine, nous savons gue le pas hO est égal & 1'inverse du plus grand
des domaines. Sur ce domaine [—1/2ho s + 1/2h0] ,» 1'une des deux fonctions
doit &tre prolongéepar des parties nulles et peut n'étre que continue par
norceaux. I1 est donc préférable d'échantillonner la: fonction dont la T.F

est de support [- 1/2h + 1/2hO]'éteétcontinue sur ce support.

O H

Vérification :

Nous avons voulu & titre de vérification éffectuerle produit de

convolution des fonctions :

+5
f(x) = 5: f(ELQ sinc 2a (x - p/2a) ; g =1
2a
p=-5
et g(x) = 2b sinc 2b x ) b = 0.1

b
Nous avons choisi arbitrairement pour coefficients fCE), les
coefficients de la fonction Ac(x) dont neus nous servirons dans le chapi-

tre X de ce travail.

Nous pouvons aisément calculer le produit de convolution exact
P = fxg:
+2

p=1f*g= ii fcg) sine 2a (x - p/2a) x 2b sinc 2b x
=5

Or,
1 P
sinc 2a (x - p/2a) % 2b sine 2b x = — sine 2b (x - ™ Y

2a

pour b <sa ,
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4

¢(x)

0,8
0,6
0,4

0,2

figure 8

(x) = fN(X)*g(x)

N

-~ en traits pleins , ¢(x) = f(x)*g(x) et ot

X)*gN(x)

~ les '+' correspondent aux valeurs de Qﬁ(x) = f(
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soit

-5
; 1 o2y g4 £
P = -'f( ) ginc (x -) .
éT-T 272 2
|

Nous obtenons cette méme expression en appliquant directement l'expression
1 1

(IT . 7) avec h %2 =32 et n=5
+5
1 /P . P
| B — —
oy = E:_ 5 f(z) sine 0.2 (x - 2)
=5
Par contre, en calculant le produit de convolution sous la forme {(II , 6)
+5
v 2 b
n —_ —— -—
*PH(_x) = pL=-—5 2a, Sine 2 (50) . 1 (x )

nous obtenons des résultats trés différents (fig. 8) .

4 — CONCLUSION -

Lorsque nous calculons numériquement l'expression :

-5

0, () =}P;n h £(30) a(x - 5/n) , neny

nous effectuons le produit de convolution exact de la fonction g(x) par
1'approximation en moyenne quadratique de f(x) 4 ltaide des bases

sinc (x - ph)/h , soit n

?N(y) = g(x) * fN(x) avec fN(x) ==>_“ f(ph) sinc (x - ph)/b .
F=—n
Nous avons montré que ¢N(y) peut conduire au résultat exact ;
pour cela, f(x) doit appertenir & la classe des combinaisons linésires &
N +termes des bases b (x) , soit :
h,p
 4n

£(x) = £.(x) = | £(ph) sine (x - pn)/n
p==n
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CHAPITRE III

LE THEOREME D'ECHANTILLONNAGE
- CAS MULTIDIMENSTONNEL -

£ — INTRODUCTION -

Nous nous proposons dans ce chapitre de généraliser les formes du
théoréme d'échantillonnage et du produit de convolution numérique au =as
des fonctions bi-dimensionnelles. Nous.étudions particuliérement les fone-

tions & symétrie circulairer.

2. - THECREME D'ECHANTILLONNAGE A 2 DIMENSIONS -

Lorsque la fonction f£(x,y) a une transformée de Fourier %(u,u)

de domaine limité & un rectangle de ¢6té 2a et 2b , nous pouvons écrire

(111 . 1) £(uw) = [ #u,w) P v) 1. weet (&,

22,20 ks >
P2a,éb représente la généralisation & 2 dimensions du peigne de Dirac. Elle
est donc formée d'une infinité de distributions situdes avx points de coor-
données [ 2na , 2nb ] (fig. 9). redt (%; , %E ) représente la fonction
égale & 1'unité sur le rectangle de cdtés [2a , 2b] et nulle & 1'extérieur.

En prenant les transformées de Fourier des deux membres de 1'expres-

sion (IIT . 1),il vient:

_ TR I
f(x,y) = [f(x,y) X 2a 2b P1/2a 1/2b(x,y)1 % (2a ainc 2a“§‘. o Sine 2b y)

soit ¢

j?i f(ph,qh').sinc (x - ph)/h . ginc (y - qh')/h’

PE—WP =0

(111 . 2 ) #(x,y
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P2a,2b(u’v) est constitunée d'une infinité de pics de Dirac situés

aux points de coordonnées (nx2a,mx2b)

- en grisé, le domaine de rect (%Ey%g)

Remarque @

Tronquer cetie série,c'est—é—dire calculer 2 ¢_--- revient,

’ » s B '_N _M
comme précédemment, & remplacer 2(uw,v) par son approximation en moyenne
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quadratique & 1'aide des développements 2 (N M - 1) termes des fomctions de
base exp [- jre (phu + qh'u)] . Toutes les remarques que nous avons
faites pour les fonctions uni-dimensionneiles sont ici valables. Nous retien—
drons en particulier le résultat suivant : seules les fonctions f(x,y) dont
les transformées de Fourier sont continues sur le domaine rectangulaire de
c6té (1/n , 1/h')* sont convenablement approchées & 1'aide d'un nowbre li-

mité de termes.

3 - CAS DES FONCTIONS RADIALES -
3.1) Transformée de Hankel
On dit qu'une fonction f(x,y) est radiale si elle ne dépend que
de la distence p du point de coordonnées x,y & 1'origine, soit

2 2 2
pr=x" +y

f(x,y) peut donc se noter A(p) .
On sait que 1la T.F. %(u,u) d'une telle fonction est aussi, par

raison de symétrie, une fonction radiale que nous:noterons ﬁ(r) . Blle peut

s'exprimer sous la forme de 1'intdgrale simple
w0
(112 . 3) Alr) = J Alp) JO(2'|'rpr) 2npdp

Cette équation intégrale porte le nom de transformée de Hankel, (T.H).
Cette transformée posséde des propriétés analogues & celles de la transfor-

mée de Fourier : [ Watson | (1g22) ]

[
(111 . 4} - Réciprocité A(p) = J R(r) JO(2npr) emrdr
(111 . 5) - Produit scalaire JrA(p) B(p) 2mpdp = éﬁ(r) B(r) omrdr

*
Ce sont les fonctions qui ne présentent pas de discontinuité sur le pour-

tour du rectangle de cété 2a , 2b .
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La fonction radiale est un cas particulier des fonctions & 2 di-
mensions. Lorsque la transformée de Hankel d%une fonction radiale a un sup-
port borné, celui-ci est un disque de rayon a gui s'inscribtdans le carré de
cbté 2a . Dans le cas général, cette fonction ne s'annule pas sur les bords
du disque. La fonction %2a(u,,u) ) égale 3 I&(r) sur le disque de rayon a ,
et prolongée par des parties nulles sur le carré de cdté 2‘3} présente done
une digecontinuité sur le pourtour de ce cercle de rayon a . On peut affir-
mer, & la lumidre des remarques du paragraphe précédent, que la fonciion

(x,y) ne gera pas approchée correctement & 1'aide d'un nombre limité de

termes sine (x - nh)/n . sine (y - m)/¥ .

3.2) Développement de EL(:(') en série de Dini-Bessel

On obtient un meilleur résultat si 1l'on tient compte de la symétrie
circulaire des fonctions A(p) et :i(r) . Cecl peut se faire en utilisant

la décomposition de A(r) sur le disque de rayon a , & 1'aide des fonctions

. M '
de base JO(?\p % ) introduites par 3. Doaszer]1954]. Ces bases, dites de

Dini:: — Bessel, forment un systdme qui posséde les propriétés suivantes :
a) il est orthogonal relativement & r sur 1'intervalle 0 Ir] )

fau
T . _ :
(11T . 6) J o (l@ =) JO(Aq =) mrdr=0 si KP # hq

Le systéme associé formé par les fonctions de base ti)P(p!) , T.H,
de JO (A 'z-) est orthogonal relativement & r sur 1l'intervalle
0 < ]p] < o (par suite de IIT . 5) .

o0

J 9,(p) g (p) 2mpdp=0 si p#a

a
z
avec (Pp(a,p) = of JO(?\P a) JO (epr)emrdr

*
?\P représente les racines positives ou nulles de J1 (u) =0
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(111 . 7) (a,0) = 2n a° J.(A ) (2mp)? - 2y (Emoe)
Pp 0 (2ﬁp)2 _ (%“)2 2mpa
b) il peut &tre normé. En effet, (A.Angot, [1961])
] o .
(111 . 8) | JJO (Ap =) JO(AP%}) on T dr = mal Jg(xp)

c) Il est complet sur l'intervalle O <r <a : Toute fonciion A(r)

peut &tre approchée en moyenne sur le disque de rayon a & l1'aide d'une combi-

. H . | |
naison linéaire AN(T) =E:: 2y Jo(lp i) des fonctions de bases Iy (lp'i).
p=0 '

la série EN(T) ainsi obtenue converge uniformément,lcrsque N = oo,
vers A(r) sous certaines conditions signalées par G.N. Watson (Watson, |1922})
celles-ci sont semblables aux conditions de convergence du développement
en série de Fourier d'une fonction . En effet, ﬁN(r) converge,en tout point

de 1'intervalle 0 < r < a , vers (K(r -0) + ﬁ(r + o)Yz pourvu qie :
_ a
1) %-A(r) soit & variations bornées et que of ﬁ(r) VT dr existe

"
2) B A(r) n'admette que des points de discontinuitd de premidre

espece.

3.3) Expression du théorime d'échantillonnage |,

Dans ces conditions,on peut pomer

(11T . 9) Alr) =i

J. (A =
=0 Cp 0 ( D a) }

Expression dans laquelle les “Cp" sont précisément les coefficients gui,

pour un nombre donné N de bases, rendent minimum la quantité

(cgreqrey) = | e - i(@)? 2m e
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Ces coefficients ont déjé fait 1'objet de calculs (B. Roizen - Dossier,[1956])
dont nous donnons ici le résultat :
AP
! R
A(2113

c =

P 2 .2
na JO(AP)

~
Portons la valeur de ces coefficients dans A(r) , 1l vient

o l )
A(x) =E A(2na) Jo(hp a) -

2 2
p=0 Ta JO(RP)

11 est alors facile de calculer la T.H. de A(r)

]

Ko) <Y o g lae)

p=0
. 1
soit en posant ¥ (a,p) = (aap) ;
P ﬂa2 J2(K ) ?b
O''p
il vient :
. o A
(11T . 10) alp) =) A(‘%;) ¥ (a,p)

p=0 P

La fonction A(p) peut donc &tre calculde en tout point o &
partir de la suite infinie mais discrete des valeurs A(KP/2aﬂ) et des

bases associées Yp(a,p) .

3.4. Généralisation
Nous pouvons généraliser ce résultatren considérant la fonction
ﬁb(r) égale & E(r) sur le disque de rayon a et nulle pour a<r <b .
Si ﬁ(r) ne s'annule s powr T =a, Eb(r) présente une discontinuité en

ce point.
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le développement :
N

- (r)= [ o ( T
ANb 5 o Yo\ M op?
' A'b(2nb)
avec 3 cp =55
b JO(;\P)
cdnverge,lo?sque N - o vers Ab(r) presque partoutr sauf au point r = a, Ce-
pendemtles T.F. de ces deux fonctions Ab’N(p} st Alg) = Ab(p)‘ , sont deux
fonctions continues et la convergence est uniforme en tout point.
Nous avons donc :
I
Alp) = 4 (o) s azrg) ¥ (bip)

En conclusion ) tgut échantillonnage plug serré de A(p)

par exemple gux points E%F <&§§; , conjugué & 1l'emploi des bhases corres-

pondantes Yp(b,p), fournit une série & nombre infini de termes dont la som-

me représente toujours exactement A(p)

Lorsqu'on ne conserve gqu'un nombre fini N de termes, il est évi-
dent que tous les échantillonnages ne sont pas équivalents et que la meilleure

représentation de A(p) est donnée par

Noooa
(III.11) AN(p) =p§0 A(ﬁ;) Yp(a,p)

Les fonctions de bases J (h -O utilisces, dans ce cas, pour
développer A(r) , et le domaine (dlsque de rayon &) sur lequel elles sont
utilisées, sont en effet particuliérement bien adaptés au probléme. Un rai-
sonnement analogue & celui que nous avons fait dans le cas unidimensionnel

permet de s'en convaincre.
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0,0% -

-0,05 4

-0, 1

figure 10
J
~en tmits pleins : A(p) = {_1&322 -2 _fzﬁfgll A(O))pour p variant
P (mp)

de'2 H 5 ; 5
—en traits pointillés , Ayx(p) =%A(?\P/2n) o(i,e) /4(0)

~les '+!' correspondent aux valeurs de la fonction

2

AM(p):);A(AP/«c).wP(o,S,p)/A(O) .

?




35

3.5) Vérification
Nous avons voulu représenter de deux fagons [ ¢f. figure 10 ] dgif~
férentes la fonction :
3, (mp) J,{m0)
) A

Alp) = ( e )2 )

dont 1a T.H.
201 = 4 r2

- est identiguement nulle pour !r| > % .

Alr) z-g_

Nous fizxons 1'abscisse de coupure, gue nous prenons voisine de

1a premidre peprésentation est obtenue & l'aide de 3 termes

A
Yp(a,p) avec a = 0.5 . Elle correspond & une ab~cisse de coupure pc 2 ?% = 3.23.

Notons tout de suite que 1'écart entre deux valeurs de lp consé~
cutives tend vers ™ lorsque p croit. L'échantillonnage de A(p) est done
effectué & un pas de 1l'ordre de 1 .

Y

La seconde représentation est obtenue & l'aide de 6 termes

Yp(b,p) avec b =1 . L'échantillonnage est donc effectué & un pas de llor-

Y
dre de 0.5 et 1l'abetisse de coupure de’ A(p) est égale a . = E% = 3.12.

Notons que les écarts de la seconde représentation avec A(p) sont ,
malgré un nombre de termes deux fois plus grand, supérieurs aux écarts obtenus
4 1l'aide de la le représentation. Cette dernidre représentation reste toujours

de 1l'ordre de A(p) .
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47 - CONCIUSION —
Les conclusions du premier chapitre peuvent s'appliquérici encore.

Nous pouvons affirmer que :

- Il existe une infinité de développements en série susceptibles de
représenter une fonction radiale A(p). Tant gu'on ne les limiterpas & un

nombre fini de termes, ces développements sont équivalents et dgaux & A(p).

— Ne congerver qu'un nombre fini de termes revient & remplacer ﬁ(r)
par différentessapproximations., dont la qualité dépend des bases utilisdes.
Ues bases diffirent entre elles par la valeur de b , c¢'est-2-dire par
1'abcigse des points 4'échantillonnage RP/2bﬂ . Pour une abcisse de coupure
donnée,les meilleurs résultats s’obtiennent avec b = a (&chantillonnage

non serré).
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CHAPITRE IV

PRODUIT DE CONVOLUTION NUMERIQUE DE DEUX FONCTIONS DONT. LA T.F. EST A SUPPORT BORNE
CAS BI-DIMENSIONNEL

1 - EXPRESSICN NUMERIQUE - CAS DES FONCTIONS QUEICONQUES -
la généralisation du cas unidimensionnel est immédiate lorsque
£{x,y) et g(x,y) sont deux fonctions quelcongues réelles & support bornd. I1

suffit en affet dans 1'expression analyitique de leur produit de convolution

+ + 0

olx,7) = j / f(x'y') g(x - %%,y - y') ax' dy’

de remplacer f(x',y") par son développement & 1'aide des bases
sinc (x'- ph )/h . sinc (y - gh')/n'

11 vient alors

. r = \+ = |
(1v.1) plx,y) =L [__ mn' £(ph,an') glx - ph,y - an') .
P:—oc q:—an

Lorsque nous effectuons numériquement ce produit de convolution, nous limitons
P Y . . .
cette série & ses premiers termes et nous o~btenons 1'approximation o M(x,y)
H

de o(x,y) : m

(1v.2) oy m¥) =L/ bn £(oh,ab') glx - ph,y - qb') ;

=-1 ¢=-0

nous pouvons transposer immédiatement ici les conclusions que nous avons

développées dans le chapitre II.
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2 — CAS DES FONCTIONS RADIALES -
2.1) Exposé du problime

Nous nous proposons de calculer

c(p) = alp) * Bp) ,

lorsque A et B sont des fonctions radiales. Cette écriture gimplifiée re-

couvre en fait l'intégrale double

oo oo
o) = | [ ) sla - wy -y oy

¢(x,y) —» c(p)
f(X’Y) - A(p)

g(x,y)-+ B(p) , par passage en coordonnées polaires.

Ia T.H, ¢(r) de C(p) est le produit des T.H. A(r) et B(r) et 1l'on
peut écrire indifféremment :
¢(r) = A(zx) * B(x)
olu,v) = £(u,v) x glu,v)

Nous allons d'abord établir qu'il est possible &'obtenir une bonne approxima—
tion du produit ¢(x,y) par le série Py M(x,y), (Iv.2), lorsque les domai-

~ A >
nes des fonctions A(r) et B(r) sont respectivement le disque de rayon a et
le disque de rayon b , a #b . Pour cela, il est nécessaire de choisir con-

venablement la fongtion 3 échantillonner,

Nous nous placerons ensuite dans le cas particulier ol a=5> .,
Dans ce cas, il est nécessaire d'utiliser le développement de l'une ou des

2 fonctions en série de Dini-Bessel, pour obtenir un meilleur résultat.

2.2) Cas a#£b
(par exemple & > b) .
0n peut considérer que A(p) et B(p) sont des fonetions & deux

dimensions quelconques puis calculer 1l'expression 3
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]

h.h' £(ph,qh') glx - ph,y - qh')

¢N’M(x,y) =

s0it ¢N,M(M,U) = fN,M(u,U) x glw,v)

9y (1>V) Temésentedonc le produit de o(u,u) par 1'approximation & N M - i
’ A FS ~ ’
termeés de f(u,v) “sur le rectangle de cbté 1/n , 1/h' . Comme f(p,u)
n'occupe sur ce rectangle que le disque de rayon a , on peut s'attendre a

ce Qqulure expression correcte de @(x,y) nécessite un grand nombre de termes.

Toutefois, seule importe la qualité de 1'approximation de %(u,u)
sur le disque de rayon b , domaine de %(u,u) (figure 11). Or 1'approxi-
mation de %(u,u) est surtout mauvaise au voisinage de la discontinuité for-
mée par le cercle de rayon a , région oﬁ.f(p,v) présente de fartes oscillations.
Si 1l'on a pris soin, comme ici, d'échantillonher la fonction dont la T.F. pos-—
stéde le plus grand domaine, ces oscillations se répercutent peu sur le pro-
duit

olp,u) = F(u,u) x a(w,)

et les résultats peuvent &tre corrects pour un nombre restreint de termes.
v

A
1/2n!

-b -8 +a | +b 1/2h

> U

Figure 11
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A titre d'exemple nous avons effectué le produit de convolution

c(p) = A(p) * B(p)} avec ;

J,(2np)
Alp) = w—— /
2np
T, (np)
et Blp) = x .
npo /
J1(2n x2 + y2)
gsoit : flx,y) == 5
2
2 X + ¥
J1(n x2 + y2)
et ° glx,y) == '

2
" X +¥

Ies T,H, de ces fonctions sont :
Alr) = 1 sur le disgue de rayon 2

B{r) =1 sur le disgue de rayon 1 .

On a done :

i

a(r) i(r) X ﬁ(r) = ﬁ(r) ,

ce qui nous conduit au résuiltat : C(p) = B(p)

Le calcul numérique de ce produit de convolution n'offre donc au-
cun intérét propre mais constitue un test des propriétés énoncées ; nous

l'avons effectué de deux fagons différentes :
r
a) en échantillonnant la fonction f(x,y) (a(p)) au points

X =ph, ¥y =qgh (h = 0.5) avec N =M = 5. Nous obtenons une premigre

approximation ¢1(x,y) H

b) en échantillonnant la fonction g{x,y) aux m8mes points pour

le méme nombre de termes : nous obtenons l'approximation ¢2(x,y) .

Pour un nombre de termes relativement faible (26), le tableaun 1
donne les valeurs ¢(x,x), ¢1(x,x), @2(x,x), pour x variant de 0 & 3 .
On voit que l'approximation ¢1(x,x) est dans l'ensemble meilleure que

9,(x,x) .
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x p,(x,x) ¢, (x,x) ¢(x,x)
0. 1. 1. 1.

0.2 0.90602 0.90530 0.9044
0.4 0.660 0.656 0.653
0.6 0.3486 0.3407 0.3390
0.8 0.07005 0.0619 0.0644
1. 0.0968 — 0.1073 0.0968
1.2 0.128803 | - 0.14914 0.1298
1.4 0.0735 - 0.0985 0.0733
1.6 0.0158 - 0.0173 0.0077
1.8 0.0034 0.0398 0.0585
2. 0.0001 0.0492 0.0578
2.2 0.000587 | - 0.0150 0.0215
2.4 0.000483 | - 0.0332 0.0593
2.6 0.00038 ~ 0.0251 0.0281
2.8 0.00005 - 0.0013 0.00016
3, 0.00016 0.019 0.023

TABLEAU 1




42

2,3) Application du développement des fonections radiales en

série de Dini-Bessel : cas a =b

Nous avons rappelé dans le chapitre précédent le développement des
fonctions radiales en série de Dini-Bessel. Nous nous proposons a présent
d'effectuer le produit de convolution O{p) en utilisant les propriétés de

ces développements.

Nous posons & = b = 1 , les autres cas se ramenant & celui-ci par
simple contraction dtabeisse, Nous choisissons de développer A(r) suvivant
les fonctions de base Jo(kﬁr) et nous limitons la série & ses (N + 1)
premiers termes ,

N

— A
it . A — - B
soit s A (r) = L c, JO(RPI'), o, =4 ()
p=0
nous oblenons une approximation CN(p) de C(p) :
f1
clp) = CN(p) = 4 AN(I') B(r) JO(anr) 2n r dr

CN(p) étant une fonction dont la T.H. EN(r) est une fonction & suppnrt
borné, il importe seulement de calculer ses valeurs aux points hk/2n . bn
effet (d'apres III.11) :

J K

A
r(®) = L oz B o)

Mz

(1v.3) cle) 2 cylp)

Aux points Rk/Zn . CN(p) prend la valeur

1
CN(%) = o[ i (r) B(x) T AE) emwar

soit :

N
k ~
(1v.4) CN(2—i) = o'{ B(r) 12;__0 e, JO(;\pr) JO(J\kr) 2n r dr
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Or, sur le domaine [0,1] , les fonctions JO(APr) , JO(Ak;) sont
aussi des fonetions radiales. Ieur produit peut aussi se développer en série

de Dini-Bessel :

Jo(hpr) JO(Akr)=c;) 5qu Jo(hqr) .

Ces coefficients peuvent &tre calculés une fois pour toutes

P pkq
et faire 1'objet d'une table (cf. Appendice 1). En fait pour p et k

dommés, les sont pratiquement nuls pour g¢q inférieur a une valeur mi-

Eipkq
nimum qy s et pour q supérieur & une valeur maximum a, - Nous pouvons
donc écrire :

a,(p,k)
J(azr) . 3 (nAzx)= J({nxr) .
oA oA E Bokg “olPq

a=q,(p,k)

I1 vient en reportant ce développement dans l'expression (IV.4) :

X w a,(p,k) :
Me . v
. (=) = c B(x) B J(nr) 2rnrdr,
e 2;; ? 0[ oy P 0T
soit q,(p,k)

N 2

cN(% = Z e, o B(% .
p=0 a=q,(p,k)

Et finalement, d'aprés (1v.3)

L& 1 1 A A qt(p
_ > Ve 2Py p(-k
(v.5) cle) = pg= — > AlzD) B5D) B kg Pl 10P)

olhy) mI(n) a=q,(p,k)

,X)
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Application numérique
Nous avons utilisé 1'expression (IV.5) pour calculer le produit
de convolution des fonections A(p) et B(p) avec .

J,(mp) 3, (mo)
TR

Alp) =

Ces fonctions possédent une T.H. nulle & 1'extérieur du disque de rayon + .

=

—
H

e
Il

A ﬂﬂ=§[1-m-4r%]

soit 8(z) = A(z) . B(z) = &2 [1-2(1 =47+ (1-429%)

les T.H. des fonctions (1 - 4 r2)n sont connues analytiquement (cf.

P. Jacquinot - B. Roizen—DossierJﬁ964]. On peut donc calculer leur produit
de convolution exact :

3, (") 3,(mp) 35 (np)

- 2'" +4-TE ]
e (mp)® (mp)°

¢(p) :—2 &

Nous avons reporté sur le tableau 2 l'expression analytigue de
c(p)/c{0) et 1'expression numérigue obtenue par (IV.5) : CN(p)/CN(O) .
Pour un nombre de termes relativement faible (N = 6),on obtient une appro-

ximation correcte de 1'expression gnalytique.

p | clp)/e(o) | cple)/ey(o)
0. 1 1
0.931 0.927
0.4 0.740 0.726 Tableau 2
0.467 0.442
0.8 0.170 0.139
1. - 0.09 - 0.112
1.2 - 0.267 - 0.289
1.4 - 0.339 - 0.344
1.6 - 0.311 - 0.293
1.8 - 0.207 - 0.17C
2. - 0.06 - 0.02
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DEUXIENE PARTTIE

LE TRAITEMENT DES ENREGISTREMEDYNTS







4

47
CEAPITRE V

CINTRODUCTION

1 - EXPOSE DU PROBIEME -

L'experimentateur qui veut observer un objet b{x) n'a en général
pas accés directement & celui~cii. Il passe par 1'intermédiaire d'un enre-
gistrement. Nous étudions le cas oh le signal b(x), unidimensionnel, est 1ié
3 son enregistrement i(x) par 1'équation de convolution

i(x) = v(z) % £(x).

Ce cas est idéal car un enregistrement n'est jamais parfait : il
est entaché d'un certain bruif. Nous supposons que le bruit est un bruit

additif et nous serons amenés a considérer une relation de la forme
e(x) = b(x) * f(x) + n(x) = i(x) + n(x)

- f(x) est une fonction que nous appellerons réponse impulsion-
nelle:ce peut &tre la'fonction d'appareil" de l'appareil envegistreur.

D'une fagon générale, f(x) peut &tre le produit de convolution
de plusieurs fonctions:

f=f1'3€'f2->(-f3..u

Dans le cas d'un spectre de raies par exemple, nous désignons par
£, la fonction d'appareil avec laguelle ce spectre a été enregistré, f2

1
la fonction profil d'une reie, f_ 1'élargissement du & 1'effet Doppler...

3

. b(x) peut, suivant les cas, représenter un signal continu ou

bien une série depicss de Dirac.
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Nous nous plagons dans. les conditions suivantes :

- b(x) , fonction signal inconnue, est une fonction & support borné.
Sa T.F, b(p) [figure 12] peut s'étendre sur un domaine illimité (cas ol

b{x) représente une série de pics de Dirac par exemple).

A

b(p)

v

figure 12

- f(p) , T.P, de f(x) , est une fonction & support borné, Elle est
nulle ou négligeable & 1l'extérieur du domaine |u| » a (domaine gue nous
noterons A). f(p) suppfime toutes les fréquences de b(x) supérieures i

& , dite fréquence de coupure ; elle agit & la manidre dtun filtre passe-bas.

Ie but d'un véritable traitement de 1'enregisirement est de synthé-
tiser l'ensemble deg informations que l'on posséde sur b(x) pour recons-
tituer le mieux poséible ce signal. Of, ces informations sont de d&éux ordres :

-~ d'une part, nous possédons e(x) qui est une certaine "repré-
sentation" de b(x)

~ d'autre part, nous avons souvent, a priori, certaines informations
sur b(x) ; ces informations peuvent &tre particulidrement précises | b(x)

est formé d'un nowbre donné de pics de Dirac, b{(xz) est un profil de Voigt...

etc]. Toutefois, trés souvent elles ont un caractére beaucoup plus vague




49

(par exemple, b(x) est une répartition d'énergie,donc une fonction non
négative).

Ia plupart des auteurs ont toujours négligé ce dernier type d'in-
formation, Nous €tudierons (chapitre VII) leur importance et nous montrerons
que’la prise en considération de toutes les informations permet ume meilleure
reconstitution du signal, Nous proposerons donc (chapitre IX) une méthode
originale de restitution partielle de b(x) par synthése de toutes les
informations., Auparavant, nous rappellerons la méthode classique du traite-
ment d'un enregistrement par convolution ; cette opération, nous le verrcns,
revient & pondérer, par une fonction autre que f(p) , les fréquences g(p)
sur 1'intervalle [- a , + a]. Certaines caractéristiques du signal b(x)
peuvent ainsi &tre mises en évidence. (chapitre VI).

Puis nous chercherons i résoudre 1'équation de convolution., Nous
montrerons gqutune restitution exacte du signal par des méthodes numériques
n'est en général pas possible ; nous exposerons le principe des principales
méthodes de déconvolution que nous connaissons & ce jour et nous montrerons

pourquoi celles—ci ne nous satisfont pas., (chapitre VIII).

Nous proposons d'exposer ensuite le principe de la restitution
partielle de l'objet par synthése de toutes les informations en notre pos-
session, (Nous étudierons en particulier des informations de caractére trés

général). (chapitre IX).

Nous montrerons enfin comment 1l'utilisation d'informations plus
précises peut permettre la reconstitution compleéte de 1l'objet : ces derniers

problémes sont groupés sous le nom de "décomposition". (chapitre XI).

Nous montrerons dans un dernier chapitre comment ces mémes informa-
tions peuvent &tre utilisées en vue d'un filtrage non linéaire effectué a

posteriori sur l'enregistrement. (chapitre XI1),

Toutes ces études font appel au caelcul numérique et ont pour point
de départ un échantillonnage des fonections e(x) , £f(x) , b(x) . Aussi uti-
liserons nous les résultats établis dans la premidre partie pour éclairer

et justifier nos procédés de calcul,
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CHAPITRE VI

IBES CORRECTIONS PAR CONVQLUT ION

i — INTRODUCTION -

1.1} Nous groupong sous le noit de corrections par convolution
leg traitements qui consistent & convoluer 1'enregistrement e(x) par une
fonction e(x) choisie en fonetion de la correction & effectuer : filtrage,
apodisation ou super-résolution. On obtient zlors un enregistrement cor-

rigé e'(x):
e'(x) = e(x) * c(x) = [i(x) + n(x)j * c(x) >
Parce que l'opérateur convelution est associatif, on peut écrire :

e'(x) = i(x) * c(x) + n(x) * c(xL
e'(x) =b(x) » £{x) * o(x) + nlx) * olx),
e'(x) = blx) » £ (z) + n'(;) = if(x) + n'(x) .

L'opération substitue donc & la fonction f(x) wune fonction

£ (x) = £f(x) % o(x)

avec ' %'(u) %(M) x c(w).

Toute correction par convolution de e(x) appelle les remarques

suilvantes :
1.2) la fonetion ${(u) = F(u) x c(u) ,
admet un support em plus égal hccelui de T(w)

.. L'enregistrement e'(x) ne peut donc contenir des fréguences

supérieures & celles de e(x).
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soit 9(8) = n(x) n (x - ©)

et la répartition spectrale de l'énergie de n(x) est définie par o¢{u) ,

T.F, de @(9) .

L'étude de n'(x) = n(x) * c(x) est désormais classique (Arsac
[1961] , Angot [1961]) et nous ne rappelons ici que le résultat : si 1l'on
effectue une convolution sur une fonction aléatoire n(x) , sa T.F, ﬁ(u)
est multiplicée par ;(p) , T.F, de la fonction correctrice c(x) . La
répartition spectrale de l'énergie est, elle, multipliée par I;(u)2|

Dans 1'enregistrement corrigé e'(x) , on aura donc :

a'(x) n'(x - 8) ’

et ()

avec

i

o' () = ou) x oG]

Soit: 6'2, la variance de la fonction n'(x) . Par définition :
o0 oo

o'® = ¢1(0) = JL 9'(p) dp = J. p(w) e(p)® a

-

Lorsque la correction de l'enregistrement est effectuée numéri-

quement au pas h , le résultat est immédiat (J. Connes [1961]) :

a(p) est remplacée par ;(p) * R1/h(p) y

;2(u) est remplacée par Ig(p) * R1/h

Or, pour h < 1/2a, (2a domaine de E(u)) :

HOE 1/11(»)' = [ew]® * R, (0,
Soit
! " = ~[ o(n).[e2(n) * 1/h(“)] dp
ot = .I o(p) 32(u) dp + _Jj“;(u) 32(u -~ 1/0) dp + ...
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Pour que o’"2 soit de méme grandeur que son premier terme 0'2 , 1l est
nécessaire de choisir h de fagon que ;(p) g0it négligeable sur les domai-
nes [n/h -~ a , nh +a] (figure 15), n variant de 1 A ®, soit : h < 1/2 B .
Cette condition étant respectée, 1l'écart quadratique moyen du bruit dans

l'enregistrement est :

+&
2 2 f ~ o 1
" =" = ) plp) c“(p) ap hs = -

-B -a a B plup)

- ———————— i — s e o]

1/2n 1/2h 2(u) = R1/h(.u)

Figure 15
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Choisir un tel pas permet en méme temps de supprimer les fréquences
de bruit supérieures & a , Cette correction (filtrage du bruit) présente
d'ailleurs un intérét en soi et peut s'effectuer indépendamment de toute autre

correction (cf. § 3.2.3.)o

2.1.2) Influence de la correction sur le gignal enregistré,
!
Ltintensité dun signal enregistré i(x) est,elle aussi,altérée

par la correction. Ia nouvelle intensité au point x = 0 est donnée par :

+a
ir(0) = (i(z) * o(x))__, = f i(w).ol) au .

-~8

2.1.3) Etude du rapport (s/b) |}ignal/bruit].

Dans l'enregistrement e(x) on peut définir le rapport (s/b) au

+a
J i(p) i

i ) !
(s/p) = io ~r, +8 z

point x =0 , par :

‘B ';(P') dy

Dans l'enregistrement corrigé, il est défini par

(s/p) = i(0) | :L (E(p) ;(u)) dy .

o' +a

j ol 02(p) au

~8

M

L'altération du rapport signal/bruit dans 1l'enregistrement corrigé
dépend donc de la forme de la fonection E(u) . En général, une fonction dont
1'amplitude décroit de 0 & a (fonction apodisante) altdrera moins de rapport
qu'une fonction dont ltamplitude croit (fonction super-résolvante).

(ef. 0. Robaux - B. Roizen-Dossier [1967]).
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2.2) Etudions 3 présent le cas ol n(x) dépend de 1'intensité
du signal recu (par exemple, bruit de photons d'un enregistrement réalisd

dans le visible),

2.2.1) Influence de la correction sur n(x).
En chaque point, n(x) suit une 1loi aléatoire, de moyenne nulle,

de variance proportionnelle & i(x) , de la forme :

2n V iixj
Ia varieble aléatoire n'(x) est déterminée par la série :

-+

n'(x) = 2:? h c(ph) n(x - ph) .

P=m

Elle est constituée par la somme pondérée de plusieurs variables

aléatoires indépendantes qui suivent la loi normale, Elle suit dgalement
une loi normale de variance (Y.V. Linnik, [1963]) :

o1%(x) = Z b ¢®(ph) n°(x - ph)
P=-m
soit @ n
5'3(x) = [ h o2(ph) i(x - ph) .

P=n

Pour toute valeur de h § 1/4a ([- 28 , + 2&], domaine de G(p) * c(p),
T,F. de cz(x)) , il vient :

+a

6'2(X) = .£ E(p) . [ 5(p) * ;(p) ] cos 2mux dp .

2,2,2) Etude du rapport (s/b).

Dans 1'enregistrement corrigé le rapport (s/b) au point x devient
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+a

.L E(u).é(p) cos Z2npx dp
(s/p)t == ’

1
2

+a
;L E(u)-(é(u) * a(u)) cos 2mux dy

Ie niveau du bruit dépend ici du point de ll'enregisirement ol il
- est calculé, En pratique on peut remplacer i(u) par é(p) afin de calculer
1'ordre de grandeur de (s/b)' et vérifier ainsi que la fonction correctrice

convient,

3 — CHOIX DES FONCTIONS CORRECTRICES-

Nous rappelons ici briévement les principales corrections qui

peuvent &tre effectudes par convolution :

3.1) Apodisation *

f(x) présente souvent autour 4'un maximum central des maxima
secondaires moins impbrtants appelds "pieds", Ie rfle de c(x) est alors de
substituer & f£{x) wune fonction f£'(x) dont les "pieds" sont trés atténués.

B. Dossier (B. Dossier, [1954]) a proposé des techniques de
calcul pour la recherche de ces fonctions f'(x) . le plus souvent, 1l'expéri-
mentateur utilise directement ces fonctions comme fonctions correctrices i
il lui suffit de vérifier que la fonetion i(x) * f'(x) présente les carac-

téres recherchés,

E2 .
voir pour une bibliographie détaillée : P, Jacquinot — B. Roizen-Dossier

[1964].
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figure 16
fonctions f'(C) super-résolvantes positives proposées par Barakat [1962]
la fonction d'appareil & corriger est ici la fonction (sin C/C)2 . bour
Bt = 0.6, l'absecisse du 1E Zéfo est en € = 0.,6xn mais le le piled est de

méme grandeur que le corps de' la fonction. (extrait de "J.0.S.A.")

1.0pg==z

.8f N

.....

POINT AMPLITUDE RESPONSE A,{x)
e

figure 17
- en traits pleins fonetion f'(x) guper-résolvante proposée par
B. R. Frieden [1969]
- en pointillés fonction sinc 2x initiale.
1'abscisse du 1e zéro est dci en x = 0.1 et les pieds de la fonetion
sont du méme ordre que ceux de sinc 2z sur [0.5 - 1] .

(extrait de "“Optica Acta")
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*
3,2) Super résolution .

3.2.1) le réle de c{x) est alors dragir sur f£(x) de sorte
que f'(x) rrésente un maximum central plus étroit que f(x) . P. Jacquinot
(P, Jacquinot, [1959]) a mémé montré que l'abeisse du ler zéro dtune fonection
d'appareil peut devenir aussi petite que 1l'on désire, Toutefois ce gain se
fait payer par deux graves défauts :

e) diminution du rapport (s/b) au point que le signal devienne
littéralement noyé dans le bruit et

B) reldvement important des premiers pieds de £'(x) . (figure 16).

3.2.2) Tout récemment Friden (Friden, [1970]) a montré que ce
second défaut peut &tre corrigé, Il propose des fonctions f£'{x) dont le
maximum central est aussi étroit que 1l'on désire et dont les premiers pieds
sont, sur un intervalle fixé, les mémes que ceux de sinc x (figure 17).

Toutefois, il souligne que le flux de lumidre transmis par de tels

4

filtres tombe & des valeurs inférieures & 10 ' de sa valeur initiale dos

* %
que le pouvoir de résolution est de l'ordre de 0.9 .

Un rapide examen des T.F. f'(p) de ces fonctions permet de s'en
convaincre (figure 18). Elles sont fortement oscillantes et croissent
lorsque p varie de 0 4 a , Or le rapport (s/b) dans un enregistrement
corrigé par convolution & l'aide d'une fonction correctrice e(x) identique

¥ fr(x) s'éerit ;

* f

voir aussi P, Jacquinot ~ B. Roizen-Dossier [1964], Barakat {1962],

Wilkins [1961], etc ...

*%
Le pouvoir de résolution est daus ce cas déterminé comme le rapport de la

largeur de la fonction f'(x) , & la largeur de la fonection sinc tx qui a

méme domaine spectral,
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figure 18

transformée de Fourier f(p) de la fonction super-résolvante proposée

par B. R, Frieden [1969] . (extrait de "J,0.S.A.")
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!+a

_ 2w F(u) ae

(s/b)" =

+a _ +
U_;}(u) x 12(u) au |

8i nous normons la fomction £'{(w) (£'(0) = 1) , nous constatons :

- que les fréquences de bruit sont fortement augmentées. (Pour

b=a, f(u) =5, £%u =25 1),

— que la foriction E(u) est multipliée par une fonction alternsa-
tivement positive et négative ; par contre @(u) est, elle, multipliée par
une fonction positive sur tout son domaine. La correction a donc tendance
4 diminuver fortement 1'inteénsité du signal, tout en augmentant le bruit :

le rapport (s/b) ne peut que décroiire.

3.2.3) Kous remarquons dans ce cas 1'importance de 1'étude
du compromis gain en résolution-perte en rapport signal/bruit. Nous avons
étudié ce probléme trés en détail dans le cas du spectromeire & fentes
(0. Robaux , B. Roizen-Dossier [1967]) et la méme méthode peut &tre utilisée

dans chaque cas particulier.

3.3) Filtrage du bruit,
Dans de nombreux enregistrements, la seule correction cherchéeest
I1'atténuation de n(x). Cellezci doit s'effectuer en modifiant le moins pos-

sible les fréquences E(u).

3.3.1) Lorsque le bruif est stationnaire le long de 1'enre-
gistrement il peut &tre atténué par un filtrage. Célui-ci supprime les fré-
quences ﬁ(u) les plus élevées et, dans le méilleur des cas, toutes les

fréquences supérieures & a.

La méthode théorique la plusg simple consiste & multiplier %(u)
par une fonction créneau de largeur 2a , ce qui revient & convolumer f(x)

par la fonction 2a sinc 2ax .
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tlw)
1>
0,8
0,5
0,41
0,21
ol by e e, . .
1 ..... 2 3
figure 19
54 ~ en traits pleins, filtre créneau rect‘%;
¢
} -~ en pointillés, approximation en moyerne gquadratique
2 10 termes sur [- 2,5 , + 2,5] du filtre précédent
1
0,81
0,81
0.41
02,
0 M

w3

- en traits pleins, filtre é(p) proposé par P. Toussaint, [1968]

— en pointillés, approximation en moyenne quadratique & 10 termes

sur [7,3.,.+-3] du filire. précédent.
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Cependant, cette méthode ne peut &tre mise en pratique. En effet,
lorsque cette convolution est effectuée numériquement (cf. § 2), le pas h
doit &tre choisi inférieur & 1/2B f B, donc 1/2h , est nécessairement plus
grand que a , sinon la correction envisagée n'apportersit aucune amélioration.
Dans cette opération le filtre de largeur a est remplacé par son approximation
en moyenne quadratique sur [ - 1/2h , + 1/2h ] & 1'aide des bases exp j2mpph .
On utilise en fait un nouveau filtre qui présente de fortes oscillations dans

le voisinage de a (cf. figure 19) : il altdre donc les fréguences i(p) de

1lt'enregistrement,

Pour éviter ce phénomdne, il est courant de remplacer ce filtre par
un autre dont le raccord & l'axe se fait en pente douce, P. Toussaint, par
exemple (P. Toussaint, [1968]), conseille d'utiliser le filtre (cf. figure 20) :
¢
1 pour 0O < Ip] <a,;

c(p) =
22,

2 2
1—(p.-a) —5 pour a<|p]<(
(a'—a 2

(b -a)? 22— powr (E2) ¢ [y <ar,
(at~a 2

5) pour Iul > at,

Nous pouvons expliquer aisément cette méthode empirique. En effet,
1'approximation d'un tel filtre par les bases exponentielles exp Jj2uppb

est rapidement convergente et présente peu d'oscillations, icf. figure 20).

3.3.2) TUn cas plus favorable se présente lorsque l'enregistrement

e(x) couvre une faible étendue. Dans ce cas, il est correctement re-

* PR
2B correspond & la largeur du domaiﬁe ol la fonction, répartition spec-

trale de 1'énergie, ¢(p) n'est pas négligeable.
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woprésenté par un nombre resireint de bases sinc (x - ph)/h. Le produit de

" convolution de e(x) par sinc 2ax est donné par
m

E{::; e (ph) ginc Za(x - ph)

p=+m

*e

»

&n filtre dans ce cas l'apprdximation de e(x) 3 1'aide des bases sinc

(x - ph)/h par le filtre crémeau rect b

2a
3.4) Autres critires .
De nombreux autres critéres peuvent &tre proposés pour choisir

les fonctions correctrices c(x). Parmi ceuzx—-ci 1l'un des plus intéressants

consiste & rechercher la fonction c{x) qui ninimise la guantité -

+oo
. =‘L[ b(x) - elx) % clx) P ax .

Ce calcul a été effectué par M. Tournarie (M. Tournarie, [1958]).puis par
C.W. Helstrom(C.W. Helstrom, [1967]) & 1'aide dumcalcul de variations.Ces
auteurs trouvent une expression & peu prés dquivalenterde c(x) , plus aisé-

ment représentable par sa T.F. g(u.)

o ) crw)l?
)5 « 2w (2 4 ¢ ()

c(p) =

Cette expression de a(u) appelle la remarque suivante : en

1'absence de bruit , p (i) est mul, il viemt |

- 1
c{p) =Ty

. - ~ 1 0
- L — —_
goit : ¥ (u) = f(u) X ¥TET = rect o )
et f‘(x) = ginc 2ax .

L!'opération tend donc & substituer a f(x) , la fonction sinc 2ax .
On retrouve 1 le résultat démontrd: directement par J. Arsac (J. Arsac ,

[1961]). Signalons, toutefois, que si le critére utilisé consiste & minimiser




67

1técart quadratique moyen entre le signal b(xz) et sa représentation
et(x) = elx) » e(x), cette dernidre n'est en général pas la représentation
la plus conforme de b(x). En particulier, elle ne laisse apparaitresséliedt

*
vement auycun caractére simple & définir .

4 — CONCLUSTONS -

Lz méthode du traitement des enregistrementspar convolution: zst
une méthode dlemploi facile.Ceépendant, nous avons vu que son efficacité se
trouvait limitée par deux facteurs :

- Les seules corrections possibles consistent en une pondération
différente des Tfréquences %(u) sur le domaine [— a , + a]. Elles ne res-
tituent auvcune des fréquences perdues.

- Elies entrainent une modification du bruit présent dans 1'enre-

gistrement, modification qui peut aller & 1'encontre du rdésultat souhaité.

Ceci tient essentiellement au fait que cette méthede n'utilise
pour la restitution de b(x) qu'une: seule des données gue nous pogsédons :
1'enregistrement e(x) .

La prochaine étape de notre travail -~ nous amenem & chercher
comment restituer une partie des fréquences %(u) perdues. Nous utilise~
rens tout dlabord dans ce but en plus de e(x), 1'information suivante :

b(x) est un signal d'étendueji?inie )

*
Comme le fait)par exemple, une représentation obtenue en substituant &

f(x) wne fonction apodisée : elle fait apparaitre des détails de faible

intensité qui se trouvent au voisinage de signaux plus intenses.
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CEAPITRE VIT

ETUDE THECRIQUE DE L'EQUATION DE CONVOQLUT ION

1 — INTRODUCTION -
Le signal inconnu b{x) est 1ié & 1'enregistrement e(x) par
1'équation de convolution ;

e(x) = b(x) * f(x) + n(x) .

Nous supposons que b(x) est une fonction & support fini (tel

est en effet le cas des signaux enregistrés).

Nous supposons également que nous connaissons la réponse impiil-

gicnnelle f(x).

Nous nous proposons de résoudre les problemes suivants :
- est-il possible & partir de la relation de convolution de res-

tituer effectivement b(x)? .

- si oui, avec quelle précision?

2 - UNICITE DE LA SOLUTICN EN L'ABSENCE.DE BRUIT -
Les résultats de la démonstration prouvant 1l'unicité de la solu-
tion de 1'équation de convolution :
e(x) = b(x) * f(x) P
dans le cas o b(x) est une fonction & suppport fini,sont empruntés &
J. Arsac (J. Arsac [1961]).

La T.F. d'une felle fonction s'exprime par 1'intégrale +
+x

0
%(u) = ,/ b(x) éjZﬁux dx
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On peut démontorezr que %(@) ne peut s'annuler identiquement sur
aucun intervalle fini : le caractire d'unicité de b(x) s'en déduit aisé~

ment.

Puisqu'il ¥ a unicité de la solutbion, nous pouvons chercher & at-

teindre celle-ci, c'est-a-dire restituer b(x).

Dang ldespacénc des T.F., ceci suppose que l'on restitue les fré-
quences b(u) non seulement sur le domaine [ - a , +a ] ol elles sont
pondérées par P(u), mais aussi & 1'extérieur de ce domaine, dans la région

o f(u) 1les a "coupdes".

3 - ROLE DU BRUIT -
Le probléme tel que nous venons de le poser ne peut se résoudre
par des méthodes numériques qu'en faisant appel & des approximations qui

rendent illusoire la restitution de b(x) (H. Wolter, [1960]).

Par ailleurs, ﬁ(u) n'test jamaiscnnnuégsans aucune erreur, sSur
le démaine A puisque tout enregistrement e(z) est entaché de bruit. Dans
ces conditions nous ne pouveons plusg prétendre & 1l'unicité de la sclution.
S'il est impossible en effet que deux objets différents donnent la méme
image, par contre, il est possible que ces deux objets donmnent deux images
dont 1'écart en tout point est dnférieur au bruit (réel ou "de calcul”)? Cela

revient & dire qu'un enregistrement donné peut correspondre & plus d'un si-

gnal original.

4 - ROLE DES INFCREMATIONS -
Parmi toutes les solutions b'{x) & support fini qui vérifient
la relstion de convolution
e(x) = b(x) * f(x) + n(x))
seul nous intéresse b(x) , le signal que nous avons effectisementt enre-

gistré. Nous devons pouvoir rejeter toutes les solutions parasites et ne
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garder que b(x).

Ce rejet se. fera si 1'on connait, a priori, guelques caractéris-—
tiques du signal enregistré : forme, &étenduedu support, intensités meximale-.
et minimak.etc.. . I1 est évident que plus les informations sur b(x) sont

précises, plus il est facile de cerner la "bonne" solution.

5 - "GRITERES DE QUALITE" DES SQLUTIONS OBTENUES -
Supposons gqu'une méthode de restitution nous fournisse une fonetion
b(x) solution de 1'équation de convolumion
e(x) = b(x) * f(x) + n(x)
rupposons de plus que b(x) posséde les quelques caractéristiques gue nous

savons a priori apparftenir au signal.

Nous nous proposons d'évaluer - le degré d'incertitude qui subsiste
sur b(x).
— le gain en résolution sur lequel

nous pouveons compter.

5.1) Construction d'autres solutions & partir de b(x).
5.1.1) A cette fin, nous allons chercher & construire & partir
de b(x) , une série de fonctions b'(x) , qui vérifient aussi 1'équation
de convolution et qui possedent les mémes caractéristiques. Pour cela, con-
sidérons des fonctions AC(X) auxquelles nous demandons de pesscler les
propriétés suivantes
@ Ces fonctions sont des fonctions de type réponse impulsionnelle,

5 support borné.
£ Ies fonctions AC(X) se déduisent les unes des autres par con-

traction d'abcisse,

goit Ac(x) = Ac'
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Le produit de convelution de la fonction Ac(x) rar une fonction
possédant les propriétés connues a priori du signal b(x), fournit une fone~
tion qui possdde aussi ces propriétés. Prenons l'exemple d'un signal b(x)
de profil symétrique non négatif, Pour que le profil obtenu par la convolu~
tion de Ab(x) et de b(x) posséde les mémes propriétés, il nous suffit de
choisir comme fonction Ac(x) un pquél-gymétrique non négatif.

8 Il existe une veleur c max telle que, pour ¢ > c Iax les
fonctions Ac(x) vérifient une condition du type
(VII.1) Ie(x) * k Ac(x) - e(x) l-< n(x)

o k est une constante de normalisetion.

Ceci signifie que la convolution de e(x) par toute fonction
Ac(x) convenablement normalisée redonne une fonction qui ne s'écarte de

e(x) qu'au bruit prés.

x e-nx2 e—nx2* ,—25m x 1e-nx2 e-ﬂ26/25.x2l
0. 1. 1. 0

0.2 0.8819 0.8774 0.004

0.4 0.6049 0.5928 0.012

0.6 0.3227 0.3084 0.014

0.8 0.1339 0.1235 0.005

1.2 0.0108 0.00905 0.001

1.4 0.00211 0.0016 0.001

TABLEAU 5
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. s . . -TX -
A titre d'exemple, considérons un profil gaussiech e . Si
. —nhx . ‘ .
nous le comvoluons par un profil e 2 , 5 fois plus étreit, nous
obtenons un Srofil qui, une fois convenablement normalisé, s'écarte du

by

profil ¢ & meoins de 0.02 . Ilorsque le profil inilial est bruité,

ce bruit étant de l'ordre de (.01 , nous ne pouvons distinguer e

2 _ 2
de k e—ﬂx * e m25x

Nous définirons dans chaque cas une fonction Ac(x) , vérifiant
cette condition, c'est-a-dire telle que

e(x) * k Ac(x) = e(x) @

Dans 1l'espace de Fourier, cette relation s'éerit
(viI.2) e(p) x k Ac(u) =e(p)
avecs e(p) de support fini [ -a , +a ] (en suppnsant elx) filiré).
Cette relation exprime que, sur [ —a , +a ] , l'altération des
fréguences e(p) due & la multiplication pazr la fonction k Ac(p) est du
méme ordre que l'eltération de ces mémes fréguences due & la présence du

bruit nlp) [cf. figure 21].

e(u)

—-a

~

figure 21

s [-a,+a],e(w) = 1w +alw) 2 i) *x i ()
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5.1.2) Nous en déduisons que

Si b(x) est solution de 1'équation de convelution
(VII.1) e(x) = b(x) * r(x) + n(x) s

bi(x) = b(x) * k Ac(x) est solution d'une équation de convo-

lution qui g'écrit :
e'(z) =k AC(X) * o(x) = b'(x) * £(x) + n'(x).

Or e'(x) he peut se distinguer de e(x) bruité : b'(x) est donc

aussi solution de (VII.?).

Nous pouvons donc construire a4 partir de b(x) unc.ensemble de

fonctions b'(x) , solutions de 1'équation de convolutions (VII.1)

5.2) Incertitude sur b(x)
Dans la classe des fonction Ac(x) ainsii définie, désignons par

Ac ﬁax(x) » la fonction la plus large & mi-hauteur ; sa largeur est une me-

sure de l'incertitude qui subsiste sur 1'objet restitué b(x). Celui-ci ntést

).

connu qu'a une convolution prés, la convolution par Ac max(x
5.3) Gain en résolution,
4 1'aide de cette fonction A max(x) , nous évaluons aussi notre
gain en résolution.
Partant de 1'enregistrement e(x) = b{x) * f(x) , nous obtenons
une représentation de b{xz) : b'(x) = blx) * Ac(x) . Nous proposons d'éva—

luer notre gain par le rapport ¢

d
1 _ Largeur

E; " Largeur

mi-hauteur de f(x)
mi-hauteur de AC(X)

¢ = :
a
5.4) Remarques e
11 existe une certaine indétermination sur AC(X) : on peut Iui
conférer diverses formes analytiques. Cependant, la pratique montre que la
largeur de AC max(x) est pratiquement indépendante de la forme analytique
de cette fonction. Le choix de celle-ci sera donc fait en fonction du pro-

15
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bléme traité.
Pour effectuer aisément le produit de convolution e(x) * AC(X)’
nous serong amenss en général a exprimer AC(X) sous forme d'une cowmbi-

naisons:linéaire des bases sinc (X - ph)/h .

6 — CONCIUSIONS -
En présence de bruit, il existe plusieurs solutions b'(x) , a

support borné donné, de 1'équation de convolution :
e(x) = b(x) * f(x) + n(x) .

Cependant, nous avons mis en évidence gue la connaissance a
priori de certaines caractéristiques du signal enregistré pevt L &tre

utilisée pour rejeter un grand nombre de solutions parasites.

Nous avons souligné que la solution gu'on obtient par "synthése’
d'informationd' n'est comnue qu'a une convolution prés. La fonction convo-
luiide ainsi mise en évidence nous sert & définir "l'incertitude" de la
reatitution et le gain en résolution, qui, compte tenu du bruit, ne saurait

étre dépassé.
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CHAPITRE VIIT

METHODES DE DECONVOLUT ION

1 — INTRODUCTION -
De nombreux auteurs se sont penchés sur le probleme de la recher—

che d'une solution & support fini de 1'équation de convolution :
e(i) = b(x) * f(x) + n(x) -

Nous n'analysons pas toutes ces méthodes,certaines, n'étant d'ail-
leurs que des variantes plus ou moing améliorées de méthodes plus anciennes.
Nous ne rappelons seulement que les grands principes sur lesquels elles re-
posent,.0n potirrd trouver une sbondante bibliographie sur ce sujet

dans Ja mise au point bibliographique de A. €irard(a. Girafd[1968]).

2 — METHODES BASEES SUR LES FONCTIONS D'ONDE ELLTPSOIDAIES —
(Slepien et H.O. Pollack [196%t], Frieden [19567],.
[1966] , Rino [1969]).

Les plus élégantes parmi les méthodes de déconvolution, celles
qui satisfont le plus les théoriciens, sont basdes sur les propriétds des

fonctions d'onde éllipsoidales ("Prolate gpheroidal wawe functions").

Ces fonctions ont €146 introduites et utilisées dans le domaine
de la déconvoluffion par D. Slepian et HCOQ Pollack . De nombreux auteurs
ontopar ld suisét appliqué leurs résultats pour résoudre les problimes de
déconvolution d'enregistrements uni-dimensionnels. . Ilss utilisent 1'in-

formation suivante : b(x) est une fonction & support fini.
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2.1) Propriétés des fonctions d'ondes ellipsofidales,

Soit .ii. la classe des fonctions £(t) définies sur 1'axe réel
et de carré sommable. Etant donné c¢ > O, on peut trouver un ensemble dé-
nombrable de fonctions réelles To(c,t) ’ ?1(c,t)...Tn(c,t) et‘un ensemble
de nombres réels positifs

Agle) > 5\1(0)...) A (e)
tels que : 5
a) les Yi(c,t) sont & spectre limité [ - c , + ¢ | , orthonormales
sur l'axe réel :

+oo

6. .
1J

1

(VITI.1) L ¥, (c,t) ‘Ej(c,t) dt

et complédtes dans Bc-, (Bc scus-—ensemble de -ff des fonctions dont la

T,F, stannule pour |p| >c );

b) dans 1'intervalle [ -1, +1 ] les Yi(c,t) sont orthogonales

) 2
et complétes dans £1

.+
: J-l- 0 ,i#£]
(VIII.2) J, Yi(c,t) ‘I’j(c,t) it =

J\i(c),i =j,i=1,2...n

c) pour toute valeur de t réelle ou complexe, on a :

f+1
M Efi(c,t) =), 2c sinc 2c (t+ - y) ‘l’i(c,y) dy

»

intégrale qui peut s'écrire & l'aide de 1l'opérateur convolution :

(VIII.3) A, ¥ (c,t) = 2c sinc 2ey * (¥, (c,y).rect %) .
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d) 1les Yi(c,t) gont aussi fonctions propres de l'éguation intégrale

/,+1 "
Jamucty 2 4
Bi ?i(c,t) 4o Wi(c,y) dy avec Bi ===

E

soit,en posant cy = x et sh intrcduisant 1'opérateur

_ 9 xy 1 X
(VIII.4) Bi Yi(c,t) % [ Yi(c,c). g rect o j
e) On en ddduit aisdment:

L' 1 X X,
(VIII.5) EF [ Yi(c,t) ] = E;g ?i(c,EJ rect e

2.2) Application aux problimes de déconvolution.
Nous nous placons dans le cas ol les fréquences %(u) ont é4é
restituées sur [ -a, +a ]* . La fonction d'appareil utilisée est la fonc-
tion 2a sinc 2ax et 1l'enregistrement e(x) que nous considérons ést tel

que
e(x) = v(x) * 2a sinc 2ax + n(x).

Congidérons tout d'abord le cas d'un enregistrement parfait
(VIII.6) e(x) = b(x) * 2a sinc 2ax .
En outre, la seule information dont noug désirons firer parti
est le support fini [ - XO s XO j de b(x) .

Etant aingi donnés Xy s et a,considérons la suite des fonctions

Yi(c,t) avec ¢ = X, X a . Nougpouvons aussi définir les suites 1

1 t
Cpi(a,t) = "‘/—? Yi(cs;> F

(vIirr.7) 1 ;
P1lmor )= ¥lei)

*
Si ce n'est pas.le cas, on s'y raméne zu préalable
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Nous pouvons & présent restituer b(x) de deux facons différentes :
- soit en recherchant le développement de %(u) sur - & , +

a4 1'aide des fonciions de base (a,u) orthonormales et complates dans B
P Xq ?

- soit en recherchant directement le développement de ?(x) sur
[ - XO s XO j & 1'aide des fonciions de base ?i(xo,x) ., orthogonales

et completes dans 47
0

2.2.1) Développement de g(p)
ﬁ(u) est une fonction & spectre borné [-— Ty o0 F Xy J ; d'aprds

a) elle est représentable sur & , + © par :

Ig'

bp) =7 b :
(w) S5 P ?, .(a TH

Nous pouvons déterminer les coefficients b_ , en utilisant la

N
connaissance gque nous avons de b(u) sur [ - a, +a ] . 11 vient

J +a f*!'& o ) !
4 ) plew) au s ) ; b, (o) ,(eom) an ;
or = -+a [+a
_J 9p(asm) o (an) du =4 1; ¥ (e,8) ?j(c,‘u‘) I
goit d'aprds b) :
+a {O . P # J N
_Ja[ cpp(a,ua) rpj(a,u) du = 1
hj(C),p = J
et donc :
+a
4, olw) goj(a,u) du =D, A,
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et finalement H

[+a
b ¥ a, d a a

( ) CD‘P( 1-1:) %3 ‘ Cpp( ,[,J,)

B(w)

it

A
?‘ L]
D

R »
-8, F

3

Il

o
TN

posons la quantité entre crochets égale & i';p )

FS 1 n
b(p) = Py yp(asu)-
p= P
Pratiquement, on ne peut approcher b(u.) que par une somme finie

N+ 1 termes. Nous obtenons ainsi une premidre appromimation ‘B;T(p.) de

N
Byw) = =B o (am) .
p=0 p

Il est facile de restituer b;TgX) en utilisant les prepriétés

des Transformées de Fourier et 1'égalité (VITI.5) =

N
= F G0 =) 15, Floem 1

S B O e

P a
i a &% ax
= BPC = ‘ifp(c, . ) . rect = 5
1 X X
goit = — == Y (c,'-"- ) . rect =—
'/\p S 2%

et parmrconséquent

N

‘1 _ Vo 1 ~ X

(viIr.s) bN(X)— %0 ;\7—2— bp ch (xo , ¥) . rect 2XO .
) b

=)
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2.2.2) Recherche directe de b(x).
L'objet b(x) recherché est de support borné E-XO , + xdl. Les
fonctions @i(xo,x) sont d'aprds b) orthogonales sur E—xo , + xd]et

complétes dans iﬁ ,
0

o0

goit @ b(x) = )__ ! ¢ (X ,x) . rect e o
=0 p ‘p 0O BXO

Or nous avons (VIII.6) :
[= 4]

e(x) = b(x) * 2a sine 2ax:=)

b! @ (xo,x).rect - % 25 sinc 2ex
=5 P P

2xo

meis d'aprés (VIII.3) et (VIII.7) :

< & ; -
qb(xo,x) . rect 2x0 2g sinc Zax = Kp TP(XO’X) .

Seus couvert des hypothéses de convergence habituelles, nous pou-
vong inverser les ordres d'intégration et de sommation. Nous obtencns :

o0 o0

o(x) = }P::O ol A g (5gr%) = pg SERCNEN

Cette expression nous permet de calculer les coefficients bé de

deux manidres 3

2.2.2.1) Les coefficients e sont donnés par :

o0

. eP = ;L e(x) @P(xo,x) dx

En effet,

oo 400
:L e(x) @j(xo,x) dx = :L Z;;% bé Rp ?p(xo,x) @j(xo,x) dx =«
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et d'aprés a), ils sont égaux &

=b' A, = e.
Jd d J

dn en tire :

Joo

L
%:) X— e :K— c(x) cpp(xo,x) dx

-0

soit pour bN(x) , approximation & N + 1 termes de b{x) ¢

N
(VIII.9) bN(x) =[ %— e @ (xo,x) . rect "2'1‘;‘

Toutefeois, on montre facilement que
-5 b
P
¢ 1'expression (VIIT.8) est donc équivalente & (VIII.9).

2.2.2.2)

Les fonctions cpp(x,xo) gont aussi orthogonales sur [-c:'.xo , + XO].

On peut donc cdlculer les coefficients b' par

+X 0

0 +x
J;o e(x) @j(xo,X) dx = ;iz:bﬁ A ?p(xo’x) yj(X09X) dx

= bt A2 (ataprzs b) )
Jd Jd
]+x0 -
1 .
soit , b! =— e(x) o.(x ,%) dx = il
TR TR %

Nous obtencns ainsi une nouvelle approximation de b(x)

N
2(g) = ¢ EP
(VIIL.10)  bi(x) = L 2 qb(xo,x) .
P
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*
2,3) Influence du bruit .
Pratiquement tout enregistrement e(x) est entachd d'un bruit

n(x) « Nous calculons en fait

b'(x) = b(x) + n‘(x)) avec ¢

i)

R A

Plagons-nous dans le cas ou n(x) est filtréd par le filtre

jU 3
2a

lors des approximations b&(x) (VIII.8) et b;(x) [virz.10]

rect . Nous pouvons aisdment calculer les coefficients Yl , Obtenus

+a
1 1 ~ 2 .f n
Yp = ;§7§ np avec nP J n(u) ?P(a’U) dp

a
b
+X
72 ='—l““ . avec n_ = n(x) ? (x ,x) dx .
P32 P P X, p 0
P

as
Nous ne pouvens/ comparer aisément les deux gquantités corres—

pondantes

N
1 ~ X
1 —_ ——
n1(x) _; 13 > np TP (xo,x) . rect 2Xo )
. =0
W _
et nl(x) = A (x.,x) rect = s
2 \2 P P ‘o 2z,
=0 P

L R T R N B S ‘ ksl

T L Ty T VO SIS I Rt . i Ll L]

%
(cf. aussi C.K. Rushforth and R.W. Harrds [1967)).
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Toutefois, si nous considérons gue les valeurs lp sont inférieures
3 1'unité et décroissent trés vite lorsque p croit,il est préférable d'uti-
liser la premidre approximation de b(x) (VIII.8). Cette expression fait
d'ailleurs intervenir 1'énregistrement e(x) dans sa totalité et il est
normal.qu'elle conduise & un résultat meilleur gque la formule (VIFI.10) gui

n'utilise l'enregistrement que sur le domaine E - Xy + XO ] .

2.4. Remarques.,
2.4.1) Le calcul montre que le bruit, dans 1'objet reconsti-

tué, est inversement proportionnel a li . Or novs avons

-

i =1

+&

f cng.L (a,u) du

—-&a

+1

‘Fi(c,t) dt

alors gque
40 +4co

_l ¥2(c,t) at / o5 (2,m) au .

-
I

I

-0

Nous en tirons les conclusions suivantes ;

4 un Ki proche de 1 , correspond un terme de bruit v P
faible mais aussi une fonction wi(a,u) pratiquement nulle & l'extérieur
du support [— a , + a]. Il s'en-suit que les termes correspondants du déve-
loppement ﬁ(u) = Z:bi wi(a,u) sont peu bruités mais ne jouent aucun rdle

dans la reconstitution de ﬁ(u) 4 1'extérieur de ]} a , + a].

Par contre & un hi faible correspond un terme de bruit trop impor-
tant pour que le terme corréspondant du développement de %(u) puisse 8%re

prig en ceonsidération.

Seuls seront donc véritablement utiles les P; s correspondant &

des valeurs de Ki dloignées des valeurs extrimes 0 et 1 .
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-p_(c)
Veleurs de Kn(c) ) Ln(c) % 10
¢ = 0.5 c=1.0 c = 2.0 c=4.0 c = 8.0

n

L P L D L D L P L P
8] 3.0069 111 5.7258 1 8.80556 1 9.9589 1 1.0000 4]
1 8.5811 3| 62791 2 3.5h64 1 9.1211 1 9.9988 1
2 3.91%75 1 - 5| 1.2375 3 3.5868 2 5.1905 1 9.9700| "1
3 T7.2114 8| 9.2010 6 1.1021 3 1.1021 1 99,6055 1
4 T.2714 111 3.7179 8 1.8882 5 8.8279 3 7.4790 1
5 4.6378 141 9.4914 11 1.9359 71 3.8129F 4 3.2028 1
6 2.0413 191 1.6716 13 1.3661 g 1.0951 5 6.0784 2
7 6.5766 21| 2.1544 16 7.0489 12 2.2786 T 6.126% !
8 1.6183 24 | 2.1207 19 | 2.7768 14 %.6066 gl 4.1825| 4

TABIEAU 4

Nous avons reporté,d 1l'exemple de G. Toraldo de Francia [1969]J

dans le tableau 4, différentes valeurs de Kn(c) calculées par Slepian. Nous

Yemarquonsg que pour ¢ donné le nombre de Ki "moyens" (0.9 >-hi > 0.1)
est de 1l'ordre de 2 . Encore les deux fonctions correspondantes ne sont-

elles pas toutes deux réelles : les fonctions 'Wi(c,t) sont en effet jma-
ginaires pour 1 dmpair. Nous ne disposons plus que d'un seul terme ?i(c,

susceptible d'apporter une contribution importante au prolongement cherché

sans altérer profondément le rapport s/b .

I1 ne peut qu'en &tre de méme pour toute autre valeur de 2 . 3i
cela n'était, cette méthode serait en contradiction avec les conclusions
tiréésg dans le chapitre précédent et permettrait d'obtenir)sans introduire
d’informationwsupplémentaires)1a solution recherchée.

)
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2.4.2) M8me en 1'absence de bruit, cette méthode se heutte
& d'autres difficultés.
a) Problime de la convergence des développements., En effet, la
convergence de gn(p) vers %(u) a lieu au sens desmalndres carrés ; c'est

& dire (D. Slepian and H.0. Pollack [19613) :

C »
(VITI.11) _i [B(w) - 5_(W)F au = %:i Apvs
400 oo
(virr.12) _i, [b(u) - B (W) au = Z ’o?
n+1

Le seul écart qui nous soit siguificatif est donné par 1'équation
(VIII.12). Or, nous ne pouvons calculer Que la quantité (VIII.11)e On cons-
tate que cette dernidre devient vite négligeable, car les Kj décroissent
rapidement lorsque J croit. Cependant, le fait de rendre négligeable la
quantité (VIII.F1) n'entraine nullement la méme propriété pour la quantité

(VvIII.12).

b) Problime d'une représentation analytique des fonctions ?n
Ces fonctions n'ont pas de représentation analytique simple. Jusqu'd présent
différents auteurs (Friedemn, [1967]) ont cherché a les approcher par une
série de pblyndmes de Iégendre* .. Or pour les grandes valeurs de c les
fonctions ?n(c,x) présentent, un grand nombre d'oscillations. Il est donc
nécessaire d'utiliser des polynbmes d'ordre élevés . Ceux—ci sont de plus

en plus difficiles & calculer lorsque x augmente {Schedeckker, [1968]) -

-
Compte tenu des propriétés des fonctions YN(c,x) , 11 nous semble,toute-

B0is,qu'il y aurait intérét & les développer & 1'aide des bases

sinc 2¢ ( p: p/2c).
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2,5)

Malgré sa puissance apparente, nous n'avons pag ulilisé cette mé-

thode pour les deux raisons suivantes :
Nous avons montré gu'elle échoue en présence de bruit.

Nous préférons utiliser une méthode apparemment moins puissante
mais qui tient compte des informations que 1l'on posséde a priori sur 1%ob-
jet. Elle permet ainsi d'obtenir une certaine restitution en présence

de bruit.

% - METHODES BASEES SUR L'ECHANTILLONNAGE DE L& FONCTION b(x)-

Avant de rappeler certaines de ces méthodes nous allons exposer
*

le principe de base sur lequel nous pouvons toutes les faire reposer .

3.1) Principe de-base.
3,1.1) Nous possédons un enregistrement e(x)

gui est une certaine représentation du signal b(x) :
e(x) = blx) * £(x) + ulx).

Dans l'espace des T,F., nous pouvons écrire ;

A

e(p) = b(p) x £(u) +nlw) .
Nous avons vu qu'il est trés difficile de restituer, sur tout 1l'intervalle
des fféquences, ﬁ(p) a4 partir de é(p) lorsque f(p) supprime les fré-
guences B(p) supérieures & la fréquence de coupure a . Nous nous pro-—
posons donc de restituer seulement une bande de fréquences, les fréguences

- ¢ X< |p’ < ¢ . Ceci revient & rechercher la fonction bc(x) telle que :

.Y —A L
bc(u) = b(p) x rect 55 9

b(x) ¥ 2¢ sinc Zcx .,

soit , bc(x)-

certaines d'entre elles ne reposent pas explicitement sur ce principe
mais nous verrons que dds qu'on fait appel & 1'échantillonnage de b(x) ,

ce principe est sous-jacent .
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L'opération tend & substituer & la réponse impulsionnelle f{x)

une fonction plus fine 2¢ sinc 2cx. bc(x) constitue donc une meilleure

représentation de b(x) gue ne l'est la fonction enregistrée e(x).

Nous négligeons provisoirement n(x) et nous posons que e(x),

b(x) et f(x) gont paires pour la facilité de 1'exposé.

3.1.2) Caractéristiques de 1la fonction bc(x)u
« bc(x) vérifie 1'équation de convolution. Nous entendons par

13 que bc(x) est une solution particuliére de 1'équation fonctionnelle ¢

(VIII.13) y(z) * £(x) = e(x) .

C'est-&-dire que bc(x) * £(x) =l e(x) s

8(x)

ou encore ﬁc(u) x £{u)

En effet nous avons !

e{n) .

Or, f(u) étant nulle pour lul > a, on a pour tout ¢ = a : (ef. figure 22}

ﬁ (n) x £(u)

CoB) < TEEEE R = 8

c'est-a~dire

elw)

It

ﬁc(u) x £(u)

et par conséquent

il

e(x)

bc(x) * f(x)

figure 22
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On constate donc que 1'équation de convolution (VIII.10) admet une infinité
de solutions

bc(x) = b(x)} * 2c sine 2cx .

Toutes ces solutions s'étendent de - = & + « Ilorsque ¢ est
fini, Si ¢ tfend vers 1l'infini, bc(x) tend vers b(x) qui est la solu-

tion de support fini.

b b, (x) aune T.F. b (u) de domaine limité [- c , + c]. Le
théoréme d'échantillonnage Ilui est donc applicable :

40

P .
bc(x) = Z:j bc(ec) sinc 2¢ (x - p/2c)
p-:—uu
or b(z) est une fonction & support borné [ - X, » T X J . Pour ]x] > X,
bc(x) ne différe de b(x) que par des "pieds" qui vont décroissant. On

peut donc négliger les coefficients bc(gg) pour p assez grand el écrire :

4n
(VIII.14) b, (x) e bz(x) = E bc(%) sinc 2¢ (x - -1-2'13)

P=n

Or, nous l'avons déji souligné (chapitre I , § 7), la fonction
bi(x) n'est autre que 1'approximetion en moyenne quadratique & N termes
(N=2n+1), sur - g + = de bc(x) dans le systime des fonctions de
bases sinc 2¢ (x - p/2¢) . Paralldlement, %z(u)- est, dans le domaine de
Fourier, l'approximation en moyenne quadratique d'ordre n,sur - ¢ <p <_c'
de %C(u) 3 1'aide des bases cos pwp/c . La fonction bg(x) s'identifie
donc & la combinaison linéaire des N fonctions de base sinc 2¢ (x - p/2c)

( ~n<p<n) quiminimise 1'écart @

oo n
(VIII.15) ci(c) = _L [bc(x) _—_Z b, sinc 2c (z - p/2c)]2 dx

p=-n




-

Le théoréme de Parseval nous permet d'établir que la fonction
bg(u) est également la combinaison lindaire & N fonctions de base
cos pme/e ( - n<p<n ) qui minimise 1'dcart ;

400 n

(VIII.TS)b ci(c) = ££ [gc(u)-—E:j bp cos Pﬂu/C]2 du .
oy

3.1.3) Détermination de bc(x).
bg(x), A la différence de bc(x), n'est pas solution de 1'équa~

tion de convolution'aussi ne peut-on pas écrire :

bg(x) * f(x) = e(x) .

Toutefois, comme bz (x) constitue la meilleure approximation
a n termes , sur - @ , + = ,de bc(x) , cette fonction doit rendre trés

petit 1'écart :
oo

v[‘ [bz(x) * f(x) - e(x)]2 dx = ci .

-0

On pourrait méme &tre tenté d'écrire que b?(x) est le dévelcppement & n

. 2 - . S p
termes qui rend 1'écart o, minimum; ceci équivaudrait & calculer le déve-

loppement n
B2 (%) = } B_ sine 2¢ (x - p/2¢) )
c =y P
* I1 existe aussi une combinaison & n termes des cos pn %— gquil minimise
o
J{+x0 4n
’ ) n X 2 . ~
1'eécart Zx [bn(x) —-) b cos pmu ;—'] .dz ., Elle serait peut-étre
0 = ¥ 0

~

aussi intéressante & rechercher meis les coefficients bp gutelle intro-
duit ne sont plus des valeurs de la fonction bc(x). Lz combinaison
—n

est,
} b_ sine 2¢ (x - p/2c)/elle, naturellement introduite par toutes les
pP=-n -

méthodes qui font appel & 1'échantillonnage de 1'objet & restituer au pas
h = 1/2c. Nous verrons que dans la méthode que nous avons mise au point

}
(chapitre IX) les deux représentations nous conduiront au méme résultat.
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tel que 1l'écart
oo

[BZ(X) * £(x) - e(x)]2 dx

]

2 _ [
(VIII.16) o,

—0

solit minimum .

On commettrait 134 une erreur. En effet, le développement Bz(x)
qui rend minimum 1'écart 02 ci-dessus a une T.F. g:(u) qui rend mini-
mum 1'écart ‘

+oo

J [B(k) x £(u) - s P au ,

-t

mais, comme f(u) et é(u) ne posstédent pas de fréguences supérieures &

& , l'expression ci-dessus s'éerit

oo +a
(v111.16) ;L cee = ;L [Bo(u) x () - 8T aw = o2(a)

La fonction ﬁg(u) rend donc minimum 1'écart entre ﬁg(u) X %(u)
et ;(u) sur le domaine [ -8, +a ] . Par conséquent, sur ce domaine
[ - a8 , 4+ & J . ﬁg(u) et la fonction recherchée gz(u) gont des
fonctions trés proches. L'une, ﬂg(u) , rend 1'écart 02 petit, 1'autre,
ﬁg(u) le rend minimum. Mais pouf c ;»luJ = a , domasine oli nous recherchons
la restitution de ﬁ(u)} nous ne savons rien du comportement de ﬁz(u) 3 en

faitelk peut s'écarter notablement de QZ(u).

3.1.4) Application numérique,

A titre d'exemple considérons les fonctions suivantes:

gc(u) = gine 2y,

1 - 2|ul pour < 0.5,
£ ()=

0 pour > 0.5.

La fréquence de coupure est ici : a = 0.5 ;

e (u) = sinc 2 x (1 - 2[u]) ;
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figure 23

Valeurs absolues des écaris |e| sur [0, + 1] entre la fonction
'B(p) = sinc 2 et : (+) .ﬁf(p) approximation & 3 termes Ebp cos pmp Sur
[,0,51de B(p) ; les écarts sont négligeables sur 0,0,5] & 1'échelle de la
figure ; par contre, ils sont importants sur {0,5, {]1a ol on cherche & resti-
tuer G(u) () ,‘313(p) approximation & 3 termes E‘bp cos pmp sur [0,1], de
ﬁ(p.) ; les écarts sont de méme importance sur tout 1'intervalle.; 1'inter-

valle [0,5, 1]est mieux restitué.




A

Connaissant g(u) et f(u) , nous nous proposons de déterminer
la combinaison & % termes Bz(u) des bases cos pmu , susceptible de repré-

senter ﬁ(u) sur 1l'intervelle [ 1 , + 1] (e =1).

Pour déterminer BZ(u) , nous cherchons le minimum de 1'écart

guadratique ce(a) défini par la relation (VIII.16) :
ﬁg(u) = 0,1591 + 0.6754 cos n + 0,1567 cos 2n

avec

6

2 (0.5) = 1.107° ,

2
s°(a) = S in

L'écart cz(c) correspondant :

o*(e) = gl_ [B(u) - B2 au

est beaucoup plus grand, il vaut
2
o(c) = 2,93 ;
1! écart cz(a) étent 1'écart minimum, nous pouvons nous attendre
4 ce que g (u) approche correctement b(u) sur E— 0.5 , + 0. 5] Le fi-
gure 23 nous 1'indique clairement. Par contre 1l'écart o ( ) qui lui cor—
respond {2.93) est relativement &levé : Bc(u) g'écarte sengsiblement de
b(p) sur (+a<|p| <e) clest & dire 1d oh précisement,nous cherchons

4 restituer %(u) .

A titre de comparaison, nous avons également calculé 1'approxi-
mation en moyenne bg(u) de b(p) sur [ -c¢, +c ] . Cette combinaison,

golution de 1'équation (‘ii'III.1':3).b , eat donnée par :

B2(n) = 0.225 + 0.5624 cos xu + 0.2387 ces 2np

2 2
avec q (c) cmin(c) = 0.170 2

1'écart cz(a) correspondant vaut alors og(a) = 0.0129.

ﬁn(u) rend bien 02(3) petit, mais il ne confére pas a cet écart
la valeur minimle que nous vencns de calculer o (a) 1. 107 -6 . Par contre
o (c) se trouve minimum. De ce fait, bc(u) approche b(u) sur tout 1'in-

tervalle [ — ¢ , + ¢ ] (figure 23 ).
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3.1.5) |
Nous pouvons résumer la discussion précédente :
Lorsque l'enregistrement est parfait (non bruité) le dévelop-

pement bz(x) cherché doit rendre petit 1'écart

+oo
o? = _L [2(x) * £(x) - e(x)] ax,
cette condition nécessaire n'est toutefois pas suffisante.

. . n . s os
En particulier, nous avons constaté que bc(x) ne stidentifie

pas au développement Bz(x) gui minimise o .

En présence de bruit, nous pouvons tirer les mémes conclusions.
On peut également les appliquer au cas de fonciions impaires, et par

suite au cas des fonctions quelconques.

3.2) Revue critique des différentes méthodes.
Une des principales causes d'échec des méthodes de déconvolution,
introduisant comme inconnues les échantilions de la fonction b(x), vient

précisémentmde ce gue leurs auteurs confondent la fonection bz(x) et la

fonection Bz(x) gqui minimise oi(a) .

3.2.1)

Nous pouvons expliquer =insi les remarques faites par J.P. Scheidecker
(7.P. Sched decker, [1968]). Ce dernier emploie une méthode de moindres carrés
trds élaborde pour minimiser 1'expression (VIIT.15) mais ne parvient pas aux
résultats escomptés. Citons ici ses conclusions : " en fait, dans la
pratique, nous ne multiplions pas exactement la fonction F* par la fonction
caractéristique de ( - L, L )* , mais par une fonction P inconnue s qui
vaut 1 sur ( -Q , 0 )*, gui approche 1 sur le reste de 1l'intervalle

(-L, L) jusqu'd valoir O en ]u] =L " (figure 24).

* P - bu)
(-L,+L=>[-c, +c]
(-o,0) >[-2, +a]
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figure 24 - +tirée de Scheidecker , [1969].

3.2.2)

3.2.2.1) Une erreur analogue peut se glisser dans les nom-—
breuse méthodes issues du processus itératif proposé par Biirger et Van Cittert
(Bﬁrger et Van Cittert, [1936]). Rappelons tout d'abord le schéma de calcul
proposé par ces auteurs soit b n 1'approximation de b fournie par la

itme ., . .
n = ~ itération,on peut en déduire !

e(n)(x) = b(n)(x) * £(x) p niEme approximation de e

J

o) =@ 4 [Letx) - i) ]

¢ (n)

(1)

ce cas, la suite des opérations effectudes peut s'écrire dans le domaine de

La premidre approximation b est choisie égale & e{x). Dans

Four:i.er, sous la forme :

AR
13(2) -—-h(1) +5-b(1) xt=6+e(1-7%),
‘3(3) =b.(2) + 'é—b(g) xfF=e+e(1 -1f)+e(t - %)2

.b(n) _ n-1 ] .

1+ =) .0+ (1 - F)

I
®>

donc :

n-1

b(n) = 6 E (1 _ :‘f‘-)J

30
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D&s 1933, ces auteurs‘signalent que leur méthode converge si, et
seulement si : | l 1 - F | <1 , strictement ,
ce qui, en particulier,impose F(u) #0 pour tout u .

En effet, lorsque cette condition est réalisée on peut écrire :

1 - (1-8) 53

et ¢

blu) -

limite n — = b(n)(p,) =1fer

Mais la condition | 1 - F(u)|<1 n'est réaliséeque sur le
domaine [ -a, +a ] : cette méthode ne peut donc permettre de prolonger

b(u) au deld de ce domaine.

3.2.2.2)

Non seulement la méthodé gue nous venons d'exposer ne peut pas nous
permettre de prolonger ﬁ(u) au deld du domaine [ ~-~a, +a ] , mais elle
peut sussi conduire 1l'utilisateur, qui ne 1l'a pas analyséq,é des résultats
erronds. Nous nous proposons d'en convaincre le lecteur par une rapide ana-
lyse des conditions dans lesquelles se déroule  généralement le calcul nu-

mérigue g'y afférant.

L'expérimentateur possdde en effet des points d'enregistrement e(x)
échantillonnés & un pas h en général inférieur a 1/2a . Il est naturelle-
ment smené & adopter pour les approximations successives b n)(x) le méme
pas h . Dans ces conditions les calculs se font effectivement sur des fonc-
tions eh’m(x) ’ ﬁn)(x) ’ eﬁn)(x) , qui sont des approximations & 1'aide
des bases sinc (x - ph)/h des fonctions e(x) , (n)(x) et e( )(x)

Dans le domaine de Fourier, les transformées respectives de ces
fonctions sont de domaine [ - 1/2h s + 1/2h J : )elles satisfont & la

relation : n~1

%I(lill)l(u) = e

- YORW 1 .
em’h(u) x s (1 -£@)Y powr -ZZ<p<y




%8

- pour ’ul < a8 , nous avong toujours

limite n—)wth Bu) |9 = )

e . A(n) = é . —1‘?—_.’ b .
t . bm,h(u) m,h(u) W) b(p) .

’ f‘(u.) =0 et | 1 —%(u) |=i , nous avons

)

- pour || >

alors @

|
@ >

n-1
> (n) Yoo
8 ) = &, () JQ) (1)?

“(n) » n(n-1
m h( ) em’h(u)X' 2 )

FS ' 1
¢ . .
Or P em’h(u) n'est pas identiguement nulile pour 2h >-|u|
En un point d'abeisse p , et pour m et h donnés nous pouvons donc
écrire :

”(m e .2l cere l=ll

2
o)

croit,mais elle laisse apparaltre des oscillations dont 1'amplitude va en

Non seulement b u) ne converge pas vers ﬁ(u) " lorsque n

croissant avec n . I1 y a donc apperition dans la restitution b£ )(x) de

fréquences élevées n'appartenant pas & b(x).

3.2.2.3)

I1 faut donc &tre prudent dans le choix de h . Pour obtenir ﬁne
fonction b( )(u) satisfaisante, il faut que le support de cette fonction
[ - 1/2h s + 1/2h J soit confondu avec le domaine [ -a, +a ] ce qui
entraine :

= 1/2a .

(n) .
bh,m(x) ne divergent

pas lorsque le nombre d'itérations croit. Toutefois, nous constatons qu'il

Dans ces conditions, les approximations

est alors impossible de restituer b{u) & llextérieur de [ -a , +a ] .
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4 - METHODES PLUS ELABOREES -

Lorsque certaines caractéristiques du signal b(x) sont con-
nues, il est possible de rejeter un certain nombre de solutions inadéquates
de 1'équation de convolution et de cerner le signal b(x) initial (chapitre

VII . §4) .

Nous 2llons bridvement enalyser ici les méthodes qui, dans ce but,

ont expleité des informations connues a4 priori ,

4.1)
4.1.1) J.C. Leclerc (7.C. Leclerc, [1969]) utilise la méthode

de Biirger et Van Cittert que nous venons d'analyser. (er § 3.2.2.).
T1 constate que la fonction b(x) vers laquelle il

dégire converger est une répartition d'énergie donc une fonction non néga-
tive. Cette constatation 1'amdne 3 rejeter les valeurs négatives des échan—
tillons des différentes approximations. Pour cela, il remet systématiquement
3 zéro ces valeurs. Il signale, toutefois, que sa méthode ne converge vers
une solution satisfeisante que lorsque la largeur du profil instrumental
{fonction d'appareil) est petite vis & vis de celle du profil observd .
c'est~-a~dire lorsque %(u) coupe peu de fréquences - g(u) . Cette constata-

tion, remarquons-le , est en accord avec 1l'analyse que nous venons de faire.

4.,1.2)

Cette méthode marque donc un progres dens les processus de resti-
tution de b(x). Nous devons cependant 1'accue-illir avec réserve. En effei,
1'introduction d'une condition de non négativité sur la fonction résultat
doit se faire avec prudence. Nous avons u gu'échantillonner au pas h la

fonction recherchée b(x), revient & chercher non plus b(x)) mais 3

ﬁc(x) = b(z) * sinc (x - ph)/h,

b;(x) b(x) * gine 2e(x - p/2¢),

f)(p,) X rect L

2c

|1

. )
ou,ce qui revient au méme ; bc(u)
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A

b(p)

RN

\ 4

~b -8 : +a +b B

figure 25
si b(p) s'étend loin au delda de [ -c , + ¢ | , (figure 25) , nous
ne pouvons pas prétendre que bc(x) = b(x) . PEn particulier, nous ne
pouvons pas prétendre que bc(x) reste comme b{x) > 0 : la remarque
de leclerc s'explique alors aisément. '
4.2)

Signalons sussi la variante de la méme méthode utilisée par
Jensson et son équipe, [1970]. Ils enregistrent des spectres en absorption
et constatent qu'il est nécessaire de rejeter toute solution gui corres-
pond & une sbsoption inférieure & 0% ou supérieure & 100% . Dans ce but
ils utilisent une pondération des différentes itérations.

Wous donnons ei dessous les principales étapes de leur calcul .
00

e(x) = J; fx' - x) b{x') ax )

qui peut s'écrire sous forme matricielle :

n
e, = E:r f., b, .
i 5 id 4

L'approximation bk+1(x) dtordre k + 1 est donnée par

Soit:

| n

(k1) X %4 A K+t }_ Kk
b =p +=| e. - } £oBr f., b
i i fOO 1 i it "4 ey il "4 )
|
avec =1 -2 | vlk) _ 1
xg = 1 | : ! |}, l




101

L'effet d'un tel parametre X4 est une correction pondérée . Cette
ponderatlon est maximale & 507 dtabsorption (b(k) = 0.5) . Elle est égale
& 0 pour une absorption de 0% ou 100% (b(k) =0, b(k) = 1) , ces auteurs
rejettent ainsi les solutions gui n'ont pas de sens phy81que, d'une fagon

plus souple que ne le permet la méthode précfdente .

Remarquons cependant que lorsqu'un coefficient bi y gtteint les
.5 N4 . .
valeurs O ou 100 au cours d'une des premidres iterations, il consexve

cette valeur lors de toutes les itérations successives.

Nous constatons qu'il y a donc risque de fausser le résultat dés

le départ.

D'autre part, la remarque que nous avons faite précédemment
(§ 4.1.2) est ici encore valable et le choix du pas d'échantillonnage h

doit &tre fait avec grande prudence.

4.3)
4.3.1)

Y. Biraud (Y. Biraud,[1970]) utilise une méthode originale pour
exploiter & la fois 1'information de la non négativité de b(x) et le sup-
port fini de sa T.F. ﬁ(u) . En éffet, il constate que la plupart des signaux
qu'il eﬁregistre ont un spectre de Fourier négligeaﬁle & 1l'extérieur d'un

domaine[— o, o, + . Compte tenu de ces deux hypothéses, il établit

min mizﬂ
que le spectre b(p) d'une telle fonction b(x) obéit aux relations sui-
vantes ¢ ‘

ﬁ)ﬁ(u) = é(u) * g(u) , dansg lagquelle é(u) est une fonction de

domaine [ u 1n/2 R min/2 J ;
: 3

2+ {u/ul)

(virz.12) g) | 8(u) / B(0) | < cos

ol  le symbole {'t } désigne la partie entidre de t et b une

borne supérieure de oin ( relation démontrée par P. Boas et Jr. Kac ,

[1945]).
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4.3.2) Restitution de b(u) 2 1'extérieur de [-a, +a ].
Y. Biraud propose de reconstituer b(u) par 1'intermédiaire de

é(u) . Il effectue ce calcul en trois étapes:

a) calcul des T.F. é(u) de l'enreéistrement e(x) , et %(u) du

ﬁrofil instrumental £(x);

' b) caleul de ﬁ(u) par simple division:

b(p) = &(u) / Fu) -

Nous avons vu (chapitre VI , § 2) que cette manidre d'opérer

introduit sur ﬁ(u) un bruit proportionnel & A1 . I1 est néceszaire de
rejeter les fréquences g(u) les plus bruitées?(ﬁglles—ci ne satisfont plus
a4 la relation (VIII.12). Or dans cette relation us est une inconnue. On
peut,soit 1l'estimer & partir des.fréquences les moins entachéezde bruit,
c'est-a-dire des fréquences proches de u = 0 ( pour lesquelles f£(u)n 1),
soit adopter p_ = a , fréquence de coupure de f(x).

In effet, par hypothése, ona a < B, » CE qui entraine :

cos < cos T

, (+{a/u}) (z+{u/ml)

I

La condition b(u) / 5(0) < cos m/(2 + | &/ }) sera donec restrictive par
rapport & la condition (VIII.12). Elle permet d'éliminer plus slrement les
fréquences les plus bruitées. On obtient donc ﬁ(u) sur un domaine

[; My s+ b, 1 plus petit que [ -a, +a ] .

c) caleul de é(u):

A ce stade des calculs, on impose & g{uu) de satisfaire & la

condition
(VIII.13) (g(u) * &), _, = 5(0)
et on définit les écarts suivants
H, )
A l (B(u) - 8(w) * 2% &,

qui représente 1'écart guadratique moyen sur E— By st ue] entre la
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courhe ﬁ(u) et la fonction restitude ﬂ'(u) = é(u) * é(u) M

Ao
1 a2
p) g = f n (p,) dw . - ‘ quilsur
c -l
c
le méme domaine,représente 1'écart quadratique moyen des fluctuations du

bruit .

La recherche de .%(u) g'effectue ensuite & 1'aside d'un procédé

doublement itératif dont le schéma egt le suivant :
- agrandisgement suceessif du damine de %(u) & partir de ¢ = “0/25

- recherche sur les domaines[- ¢ -~k A, + ¢ + k A] (x = 0,1,...)

de la fonction qui, satisfaisant & la relation (VIII.13),minimise 1'écart 02.

Le processus itératif est arrété dds que g(p) répond aux carac-

téristiques suivantes :

a: | B x &) | _ o =80,

+p.c 7
b _L D) - &) * 2w)|® an <°121 .

A cette étape, g(i) . est de domaine [Ap=2c-MN §,4#c + M 5]
et il n'existe pas de fonctions & support inférieur & A& u qui satisfent

aux relations ci-dessus.

4.3.2)

En appliquant cette méthode, Biraud accroit sensiblement la réso-
lution dans des enregistrements simples |, Cependant, nous ferons
les remarques suivantes :

- Cette méthode ne peut s'appliquer qu'id des signaux dont les
spectres de Fourier couvrent une étendue de 1l'ordre de 2 & 3 fois le domaine
des fréquences spatiales.

~ I1 semble difficile de tenir compte d'autres informations. La
méthode est vraiment "spécialisée" dans 1'exploitation de la non négativité

du signal.
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-~ mais surtout, il est impossible de contrfler la justesse du
résultat obtenu et de déterminer le domaine A sur lequel le prolongement
obtenu est significatif. De plus,nous pensons qu'on améliorerait la méthode

-

‘e : 2 .
en minimisant non pas ‘1'écart ¢, mais 1'écart :

. +uc
-fuc BB - 0) * 31 P an . B estet,

une telle pondération accorde moins d'importance aux frégquences B(M) pour
lesquelles f(u) est faible, clest & dire les frégquences les plus bruitées.

La fonction é(u) qu'on calculerait ainsi correspondrait mieux & la réalité.

5 - CONCLUSIONS -
Nous avons analysé les différents principes des méthodes de décon-
volution utilisdes & ce jour. Nous avons déduit de cette étude les consta-

tations suivantes: ’

~ Elles n'utilisent pas toutes les informations qui peuvent &tre

connues a priori,

- Elles sont dangereuses & utiliser car elles ne comportent aucumn
contrdle concernant la justesse‘du résultat obtenu. Nous avons en particulier
souvent remarqué qu'elles avaient tendance & restituer des fréquences BH{p)
au dels de la limite de restitution compatible avec le bruit présent dans

Llenregiatrement.

Dans la méthode que nous allons exposer, nous nous sommes efforcés
de combler ces deux lacunes, tout en conservant les avantages que pouvalent

présenter l'une ou l'autre de ces méthodes.
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CHAPITRE IX

PRINCIPE D'UNE METHODE DE DECONVOLUTION PARTIELIE

1 ~ EXPOSE DU PROBIEME -
Nous nous proposons de rechercher une nouvelle représentation du
gignal enregistre sous la forme :
+n

(IX.1) 'bzl(x) = Z 'bp.sinc 2c (x - p/2c:)
p=-1

Cette fonction est définie par les propriétés suivantes :
+n

o) - sa T.F. ‘le(p,) =
P=n

b e—,321'm.p/c' rect —=
P 2¢

appartient & l'ensemble E des combinaisons linéaires & n termes des fone-—

tions de base e—,j21'rp.p/c' rect -2% s 80it & l'ensemble des fonctions

4n
‘I’ = ¥ e—JZnu.p/c. rect =- .
N P 2c .
;:-n
B) - bz(u) est de domaine [-c,+cj , cx=a
¥)- swr {-c,+c], fnz(u) est la fonction @N(u)

qui minimise 1'écart quadratique : !

=
(1X.2) o°(c) = :!3- [ o(u) - @N(u) P au .

A

. . . n
Cependant, nous ne pouvons avoir accés directement & bc(p,) par
~A
le calcul de cet écart. En effet, non seulemnt nous ne connaissons b(u.)
que sur le domaine [ -a, +a ] (a < e) » mMails encore sur ce domaine ;

b(p) est pondérée par %(u) et altérée par ﬁ(u)
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\\

C |

figure 26

- 4 : ensemble des développements ‘%N(p.) tels que

| +a
az(a) = '&[ (g(u) - ‘EN(“") X f‘(p))2 dp < 62 donné;

connue a priori de ‘;c(p.);

ensemble des développements ‘I’N(p) possédant une propriété

- en grisé: intersection dans laquelle se trouve bf(p.) . Dans cette

classe on confondra ﬁlcl(p.) (qui minimise 02(0_)) avec

le développement ‘I‘N(p) qui minimise 02('3.) .
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.Précédemment, nous avons vu (chapitre VIII, § 3.1) que le dévelop-

pement ﬂg(p) , confére & 1'écart

48,
20y = | [ - 0w x $) T
o(a) = J le(w) - ¥, (u) x #(u)]° au,
Joo
2 2
¢ (a) = Jl le(x) - YN(x) * £(x)]° ax
une valeur qui, tout en restant faible, ne se confond pas avec 1'écart

minimum 02 (a) Cet écart n'étant pas 1'écart minimum, il existe non pas
une fonctlon mais un sous ensemble @ de '2 qui se définit par cette valeur

c (a) - - . Pour distinguer b (u) parmi les éléments de 1'ensemble ¢ ,
il nous faut disposer d'lnformatlons supplémentaires. Toute propriété de
ﬁc(u) connue a priori &t se traduisant par une propriété analytique de ﬂz(u),
définit une classe €' de développements. On peut en déduire que ﬂz(u)

appartient % 1'intersection- J des classes C' et C

Si 1'on connait’ k propriétés de bc(u) et les clessmes ei des
~ N
fonctions Y¥_ correspondantes, leur intersection J , qui contient bg(u)

N
devient une classe étroite de fonctions. Dans cette classe d'extension ré-
duite, on peut, sans erreur importante, confondre la solution recherchée
Fal

ﬁg(p) avec le développement TN qui minimise 1'écart cg(a). (of. figure 26 ).

i
En pratique, on opére dans l'espace "conjugue", et l'on recherche

dans 1'ensemble ﬂ(x) » le développement bz(x) qui minimise ¢

(x.3) | o%(a) = ;i fe(x) - v (x) * f(x)F ax .

2 - EXPLOITATION DES INFORMATIONS CONNUES A PRIORI -

Les informations que l'on posséde a priori sur les signaux sont
diverses et dépendent de la nature du problime traité, ILes plus banales
gont les suivantes :

E)b(x) est une fonction & support fini.(Un gimple examen de e(x)

permet de fixer les limites approximatives de ce support).
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ﬁ)b(x) » 0 - . Les signaux les plus souvent utilisés en spec-~

troscopie sont, en effet, des répartitions d'énergie.

Dans d'autres problémes, tels ceux qui concernent les profils de
raie, les informations peuvent &tre plus précises. Par exemple, le signal
recherché décroit de part et d'autre du maximum central. Il est souvent symé-

trique.

Nous allons tout d'abord montrer comment les deux premiers types
d'informations peuvent &tre exploités. Nous verrons ensuite que les méthodes
ainsi mises en oceuvre permettent 4'exploiter aussi, bien d'autres données et,

en particulier, celles que nous venons de citer.

3 - b(x) EST UNE FONCTION NON NEGATIVE A SUPPORT FINI -
3.1) Lorsque nous recherchons bc(x) sous la forme
bc(x) = b(x) * 2¢ sine 2¢x |,

nousg perdons le bénéfice des deux informations ci-dessus. La fonction sinc Zox
a , en effet, des pieds négatifs relativement grands : le premier est & O.Q;
ils s'atténuent trés lentement. I1 en résulte que bc(x) n'a sucune raison
d'é&tre une fonction partout positive. Il est en outre difficile de fixer le

nombre N des bases sinc (x - ph)/h nécessaires pour la décrire convenablement.

Pour éviter cette perte d'informations, nous nous proposons
de rechercher une autre représentation bé(x) de b(x) dont la définition
sera la suivante

b'(x) = b(x) * Ac(x) .

“

Nous désignons ieci par _Ac(x) wne fonction choisie & priori,

possédant " les propriétés suivantes :

o) - Ac(x) est une fonction de type réponse impulsionnelle dont
la finesse est du méme ordre gue celle de sinc 2¢x . Sa T.F., a pour domaine

Fc, +c) (c>a).
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B) —'Ac(x) est trés fortement "apodisée" : le domaine de BL(x)
est donc pratiquement égal & la somme des domaines de Db(x) et du "corps"

‘de Ac(x).
¥) - Ac(x) est enfin partout non négative [figure 27 ) .

Remarques .

Cette fonction Ac(x) est du type de celles que nous avons intro-
duites dans le chapitre VII (§ 5). Ces fonctions, rappelons le, permettent
de déterminer non seulement le gain en résolution qu'il est raisonnable de
rechercher, compte tenu du bruit de l'enregistrement, mais encore d'avoir

une estimation de l'exactitude des réaultats obhtenus.

La fonction bé(x) ajnsi définie constitue, comme bc(x) s une
meilleure représentation de b(x) que ne 1'est e{x) mais, & la différence
de bc(x) , bé(x) est , & la précision des calculs", une fonction &
gsupport fini. bé(x) et sa T.F. Bé(u) sont donc pratiquement toutes deux

support fini.

3.2) Propriétés de bé(x).

bé(x) n'est plus solution de 1'équation de convolution
e(x) = b(x) * f£(x).
Toutefois, nous pouvons déterminer une autre équation de convolution admet-

tant bé(x) pour solution.

*
En fait b'c(x) est une fonction & support —woe , + e , mais, par

suite du choix gue nous avons fait de Ac(x) les valeurs de b'c(x) sont

négligeables & 1'extérieur d'un domaine fini.
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- en pointillé :
- en traits pleins

En tout point,

: fonetion Ab(x).

Aé(x) < flx) .

fonction d'appareil f(x) ;
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En effet,
bé(x) * £(x) = e'(x) , ou e'(xg( n'est autre que
o' (x) = b(x) * A (x) * £(x) = o(x) * & (x) .
Le processus de recherche de v!(x) & partir de e'(x) est done

le méme que celui de bc(x) a4 partir de e(x). Cependant, nous connaissons

3 présent un caractdre distinctif de b'c(x) soit ¢

bé(x) >0

3.3) Détermination de bé(x).

Comme précédemment, nous recherchons bé(x) sous la forme 3

bé(x) = )f__ bé(é%) sine 2¢(x - p/Zc) .
p=—to

Cependant, si Ac(x) a les caractéres que nous venons d'énoncer,
bé(x) est une fonct;on sans pieds de domaine pratiquement limité. Tous les
termes d'échantillonnage sont pratiquement nuls & partir d'un certain ordre
N =2n+1 que nous estimons par 1'examen de et (x).

+1

(1x.4) bén(x) =I§:: b (EL) . sine 2¢(x - p/2c)

c'2c
=-n

constitue donc une excellente approximation en moyenne gquadratique de bé(x)
sur -« , +® , On en déduit que 1'écart entre bé(x) et bén(x) est
partout inférieur & une certaine borne € (n) (inconnue mais petite dés que

n est assez grand) . On a donc :
bi(x) - £ < b!"(x) <vl(x) + €.

En particulier, puisque bé(x) est partout positif)les valeurs

¥

aisément si nous représentons Ao(x) par une combinaison lindaire & nom-

e'(x)‘, produit de convolution de e(x) par Ac(x) se calculera trés

bre fini de termes desbases sinc 2e{x - p/2c).
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négatives de bén(x) ne sauraient dépasser £ (n) . Dans une premidre ap-
proche, nous posons que le développement cherché bén(x) appartient & la

classe des développements qui sont partout positifs.

3.4) bé(x) » telle que nous 1'avons définie, est le produit
de convelution de b(x) s fonetion inconnue, par une fonction que nous con-~
naissons Ac(x). Jusqu'é présent, nous n'avons utilisé que partiellement cet-
te information. Il est en effet possible de mieux 1'exploiter gréce a un
choix particulier de Ac(x) . Normons en effet 'Ac(x) en posant AC(O) = £(0)

et choigissons cette fonction telle que ¢

Ac(x) < £(x) , pour tout x [figure 27 ]
Si f est , conme b et A , une fonction non négative,nous pou-
vons écrire : Ac(x) * b(x)<§ifx) * p(x) P)
goit :

bé(x) < e(x) '

Gréce aux propriétés de bén(x) y une relation analogue s'applique & cet~
te fonction :
bén(x) < e(x) = &(n) ’

soit,dans une premiére étape !

(xx.5) b1%(x) <elx)” :

Dans ces conditions, le développement}

n
bén(x) =Zi_ bé sine 2¢ {x - p/2e) ,
p=n

oo
recherché est celui qui minimise 1'écart o° = :i‘[e'(x) - bén(x) * f(x)]2 ax

I1 est intéressant de posséder une telle borne supérieure pour les valeurs
bén(x).-En effet, la pratique du calcul montre que les intensitds relatives
dans 1l'objet restitué sont facilement altérées. Des contraintes sur celles—ci

ne peuvent qu'améliorer la restitution.
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et qui satisfait aux relations

bén(x) >0 - pour tout x,

;n(x)<$ e(x) -'pqur tout x,

4 - EXPIOITATION D'AUTRES INFPORMATIONS -

Toufe caractéristique du signal enregistré peut se traduire par
une relation & laquelle satisfait la fonction b(x). Un choix judicieux de
ic(x) doit permettre » cette propriété de se refldterdans b;n(x) et de
donner lieu & une traduction analytique commode.(Nous donnerons plus loin des

exemples ol cette idde s'applique).

5 - INFLUENCE DU BRUIT -

Comme nous 1'avons signalé dans laremarque du § 3.1, les fonctions
Ac(x) gue nous introduisons dans ce chapitre sont du type de celles que nous
avons introduites dans le chapitre VII. Nous serons naturellement amenés &

utiliser ces mémes fonctions pour évaluer notre gain en résclution.

En particulier, nous avons vu que l'objet restitué ne pouvait &tre 7
connu qu'ad une convolution prés, la convolution par la fonection Abmax(x) ,
la plus large 3 mi-hauteur (chapitre VII, § 5.2). Gréce aux propriétés o),BY, i)
(§ 3.1) des fonections que nous utilisons dieci , la T.F. E (u) s fonction
de support fini [ - cmax , +omax ] , délimite 1le domaine(zmax
sur lequel il est utile de restituer Bé(u) , compte tenu des informations
en notre possession et du bruit présent dans 1l'enregistrement. En effet, toute
restitution dans ce domaine n'est donnde qu'id une multiplication prés, le

multiplication par %:max(u) .




114

6 — REMARQUES -

Nous avons déjia souligné gque la fonction bé(x) et sa T.F. %é(u)

sont toutes deux des fonctions & support fini,

Dans ces conditions, bé(x) peut se représenter indifféremment

par les deux séries

[+ ]
" ~ L] P
b (x) = ? b cos 2m | yect = jo b= br(=—) ,
c 5= T XO 2x0 P c 2x0
et
o
. P
1 = 5 - > - Bt [(—
bc(x) E bP sinc 2c(x p/2c) , ou bp bc(2c .
==
De plus, b =0 pour p>m ,tel que ¢ = = ;
P } / 2x0
b =0 our >n tel que =x. = L .
D = P P ) Q 0~ 2¢
I1 revient donc au méme de rechercher bé(x) 3 1'aide de la série
finie
B
} b cos 2m 'XL- . rect% ’
=n T 0 0
ou de ¢

I\'/Ixs

b  sine 2¢ (x - p/2c) R
—=]) P

e

Nous avons choisi cette seconde représentation de bé(x) y pour

les raiscns suivantes:

- Les coefficients bp sont des valeurs de bé(x) ; on peut done

en avoir une premidre estimation par e(x) .

-~ Le produit de convolution numérique de cette représentation par

la fonction d'appareil f(x) s'exprime aigément et exacitement.
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7 — CONCLUSIONS -

Nous avons montré que la restitution partielle d'un signal b{x)
par synthése de toutes les informations revient & substituer & la fonction
dtappareil f(x) , une fonction plus fine Ac(x) . Dans le domaine des T.F.,

cette méthode vise 3 restituer certaines fréquences ﬁ(p) supprimées par

f(p) en les pondérant par Eb(u).

A présent, nous allons exposer les méthodes numériques utilisées

pour concrétiser un tel projet.
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CHAPITRE X

MISE EN OEUVRE DE LA METHODE DE DECONVOLUTION PARTIELLE

1 - INTRODUCTION -

Nous devons résoudre les problémes suivants :

o : choix de Ac(x) , fonetion d'appareil "affinée" . (Rappelons
gue ce choix doit &tre tel gue tout caractdre de b(x) , signal enregistré,

puisse se traduire par une propriété correspondente du signal restitué

b!(x) = v(x) * 4 (x)).

B : traduction analytique de toutes les propriétés connues de

bén(x) et caractérisation de l'ensemble J des développements

‘FN(x) =i YP sine 2¢(x - p/2¢c) ,
p=—n

ol se trouve bz(x).
§_ ; calcul numérique de
400
(x.1) 0'2 = _l [e(x) * Ac(x) - ‘i’n(x) * f(x)j2 dx.

l : étude d'un procédé de minimisation adeptable & notre probleme

et détermination de la fonection appartenant a j s qui rend minimum o

2 = ETUDE DU CAS GENERAL -
- bc(x) est non négative;

- 1'étendue de son support est connue.
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2.1) Choix de Ac(x) :

Pour que bé(x) = bc(x) * Ac(x) refléte les propriétés de b (x)
c
énoncées ci-dessus , il est nécessaire de conférer i Ac(x) les propriétés

guivantes (cf. chapitre IX §3) o
o) Ac(x)>/0 : b(x) » 0 entraine alors bc(x) >0 .

8) Ac(x) "apodisde" : b(x) de support fini entraine alors
bc(x) X0 si x ;;xm . L'abcigse xm est estimée par 1'examen de e(x) et
de Ac(x) .

De plug, la définition méme de Ac(x) entraine :

¥ LG =0 powr [u]Ze.

Nous avons déterminé 1la fonction Ac(x) 3 1'aide d'une méthode désormais
clagsique (B. Dossier,[1956]) . Elle consiste & développer Ac(x) guivant

les bases gine 2c (x - p/2c) :
n

Ac(x) = E; ap gine 2e¢ (x - p/2c).

p:

Les coefficients ap gont les coefficients qui rendent maximale

"]ténergie encadrée":

! Ag(x) dx

E(x‘) = ~
2
g Ac(x) dx

Pour x = 1/c s, n =05, nous avons cbtenu la fonction !

1)]
2)]
4)]
5)]

(x.2) Ach) = gine 2ex + 0.59954 [sinc(2ex + 1) + sinc(2ex

+ 0.09997 [sinc(2ex + 2) + sinc(2ex

+ 0.00109 [sin (2cx + 4) + sine(2ex

+ 0.00031 [sinc(2ex + 5) + sinc(2ex
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Cette fonction, que nous avons déjh représentée sur la figure 27

appelle les remarques suivantes

a) En changeant la valeur du paramétre ¢ ; on détermine des fonc-

tions Ac,(x) ; se déduisant de Ac(x) par contraction d'abeisse.

Deux valeurs limites ¢ min et ¢ max sont utiles & considérer :

a) 1'une représente la valeur minimum qu'il convient d'attribuer
au peramétre ¢ : elle est de 1l'ordre de a . Plus précisément nous la

prendrons telle que

(x.3) ¢ 2¢ min = Ac(x) / AC(O) < f(z) / £(0) pour tout x ;

b) 1l'autre ¢ max , représente la valeur maximum ¢ max qui peut

0y

- 8tre attribude & c¢ . Elle est définie par:

(X.4) c < max =3 ]e'(x) / e'(O) - e(x) / e(O)I ;>n(x) pour tout x,
gvec e'(x) = e(x) * Ac(x)

Les équations (X.3) et (X.4) permettent une estimation simple de

¢ min et C max.

8) Ac(x) egt trés fortement apodisée. Les pieds sont de faible
amplitude pour |x| > 2/c . (de 1'ordre de 2.10—4). Etant donnée la préci-

sion avec laquelle nous travaillons ils peuvent &tre considérés comme nuls,

6) Ac(x) est une combinaison lindaire & N termes (ici N = 11)
des bases sinc 2e(x - p/2c). Le produit de convolution de Ac(x) par toute
fonction qui posséde un plus petit domaine de fréquences se calcule exacte-

ment (cf. chapitre 171, §5). En particulier, on a rigoureusement

+5
4 (z) * e(x) =\1___5Ac(-§5) e(x - p/2c) -
1):-

2.2) Caractérisation du sous—ensemble 9 des développements

auquel bz(x) appartient.
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Le sous-ensemble \T auquel appartient bz‘(x) est caractérisé

par les propriétés suivantes !

o) c'est un sous-ensemble de 1'ensemble '2 des combinaisons

linéaires ‘i’N 3 N termes des bases sinc 2¢{x - p/2c)
+n

¥y = [ ?P sine 2¢ (x - p/2c) .

p=-n

Les coefficients ‘i’p sont définis sur tout l'axe réel .

B) I1 appartient & l'intersection des classes g s @; de '%
ainsi définies :

- toute fonction YN appartenant & grend petit 1'écart
Joo

02 = J (er(x) - ‘i’N(x) * f(x))2 dx :

-

- toute fonction ‘FN appartenant & @1' eat une fonction non
négative

?N(x) >0 .

Pour traduire commodement cette propriété nous introduisons

un écart
400

. (.
p1=_w‘k’_ (x)dx

b

ou Y (x) est défini par les relations suivantes:

(x.5) Y_ (x)

It

0 si ‘fN(x) >0

¥ (x)

N

YN(x) ai ‘FN(x) <0

les fonctions ‘l’N(x) appartenant & '6; , sont les fonctions de % pour

leaquelles p12 est nul.
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X) En outre, le fait que Ac(x) satisfesse & la relation
a(x) / 4 (0) <(x) / £(0),

entraine (chapitre IX § 3) que T appartient aussi & la classe & é des
développenents de ’z tels que :

¥y (x) < elx)

Nous constatons que les fonctions de '%qui appartiennent & 65

annulent 1!'écart
+o0

2 _ L 2

si 1'on pose :

1k

¥ (x) ‘i’N(x) - e(x) , si ‘i’N(x) > e(x) ;

(x.69
vy (x) =

inf

1
(=]
)

gi ‘1’N(x) <elz) .

les fonctions qui eppartiemmnent & j gsont donc les fonctions

gqui annulent les écarts p-f s p2 et qui rendent petit 1'écart :

2
E TR Sy

2.%) Détermination de bi(x) .

Parmi les fonctions appartenant a j , noug identifierons

brcl(x) au développement ‘i’N(x) qui minimise 1'écart 02* .

* bn
c
dant, si la classe des fonctions appartenant & J est étroite ,1ous avons

(x) n'est pas en général le développement qui minimige 02 » Cepen-

vu que l'erreur commise, en procédant de cette maniére, était peu importante.
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Or, pour toute fonction YN(x) appartenant 2 J’, pf et pg
gont nuls. Pour ces fonctions, il est équivalent de minimiser soit 1'écart
02 s 80it un écart .p2 égal & 02 augmenté d'une combinaison linéaire des

p 2 2
écarts Py et Py -
(X.7) ] p2 = 02 + A p2+ B p; , A et B cstes.

Pour toute fonction YN n'appartenant pas & J , p2 ne se
réduit pas A 02 ; nous désirons éliminer ces fonctions. Le processus uti-
lisé pour minimiger p2 les éliminera automatiquement si toute valeur de
pf et p; non nulle confére & p2 une valeur élevée . Il suffit pour cela
de choisir pour A et B des constantes de valeur élevée; on a alors -

2
p2 = 02 + A pf + B p;_ > ¢ .

le développement minimisant p2 se situe nécessairement dans
2
5 =

En fait, on sait que bg(x) ne constitue qutune approximation

ltensemble I (avec_ p? =p O) et minimise 62 .

de bc(x) et qu'elle peut, & la différence de bc(x), comporter des
parties faiblement négatives. De méme bg(x) peut, en certains points,
dépasser faiblement les cotes de e(x). les édearts p? et pz corres-
pondant & bi(x) ne sont donc pas identiquement nuls, On tient compte
de ce fait en ajustant par t&tonnements les coefficients A et B en

courg de calcul.

2.4) Calcul numérique de p2 .

~

2.4.1) Nous avons & calculer pour toute

fonction Wﬁ appartenant & % les valeurs de ¢
oo .
¢ = J’ [e(x) * Ac(x) - TN(x) * f(x)]2 dx
—

Nous avons vu que le choix des formes analytiques de TN et

,Ac entraine
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+5
_ P - .
e(x) * Ac(x) = E:j Ac(EEJ e{x - v/2¢) , exactement ;
=5 :
+n
et YN(x) * £(x) = E:- v f(x - p/2¢c) , exactement
p=n °
Posons .
g(x) = ‘EN(X) * f(x) - Ac(x) * e(x) P
il vient

+oo

02=J g(x) ax .

b

la T,F. é(u) de g(x) est une fonction & support fini

*
on montre facilement que :

oo
2 2
¢ = E n g"(ph) -
pso
*%

Pour les fonctions YN(x) qui nous intéressent , g(x) est

[-a, +a] . Si 1l'on prend un pas d'échantillonnage h hy = 1/2a

de domaine fini (domaine de 1'enregistrement) et nous limiterons o

Ls démonstration est analogue & celle que nous avons utilisée pour le

produit de comvolution numérique chap. IT § 2.

*%
Pour les autres fonctions YN(x) , n'appartenant pas a J'il n'est
+3
. 2 § . R
pas vral que ¢ = h g2(ph) . 3 cependant, pour ces fonctions,il
p=n

n'est pas nécessaire de calculer exactement 02 , mais seulement une
approximation de cet écart. Il s'avdre que la quantité (X.8) constitue
une approximation suffisante pour permettre 1!élimination des développe-

ments parasites et la convergence des !ﬁ vers l'ensemble J.
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aux échantillons g(ph) couvrant ce domaine

-mn
2\ 2
(x.8) ¢ = } hg™(ph) .
p=m
2.4.2) Caloul de p; et p5 -
00 100
. 2 ‘ 2 2 2
soit Py = L v _ (x) ax Py = -L ‘finf(X) dx

Le développement YN(X) a, par construction, une T.F. WN(u)
de domaine [-c¢ , + ¢]. Nous ne pouvons en dire autant des fonctions
¥_ (x) et Yinf(x) telles que nous les avons définies par les relations

(X.5) et (X.6) .

I1 semble toutefois raisonnable de relier 1l'étendue des
domaines de %_. (p) et @inf(u) & celui de @ﬁ(p) [-c, +¢c] .
En pratique, nous constatons qu:en utilisantaun pas h =-% x1/2¢ ,
c'est-a~-dire en supposant que V¥ _ (p) et V. (u) couvrent au plus

. inf
un domaine 4 fois supérieur & celui de ¥ (p) , l'annulation des écarts !

4oo

2 2
P} =§: hy  “(p) o,

= ]

40
2
ps? = D n v (m)

entraine celle de p? et p: .

Cet écart est de nouveau calculé seulement sur le domaine de

llenregistrement,
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Finalement 1'écart 92 que nous calculons effectivement est
représenté par la somme :
-+
(%.9) p° = [ n [g°(sh) + A ¥_°(ph) + B ‘Pini(ph)] ,
p=n

avec h = (1/2¢) / 4 .

2.5) Choix du processus de minimisation de p24

~

2.5.1) DNous avons adapté & notre probléme
le programme de minimisation écrit par D. Taupin pour 1'Univac 1108
d'Orsay. L'algorithme utilisé est trds proche de celui que décrivent
Nelder et Mead (Nelder et Mead [1965]). Nous en rappelons l'organi-
gramme en appendlce de ce travail et n'en expdsons ici que brievement le

principe.
Sous sa forme générale, le probléme posé est de minimiser une

N
Pour cela, plagons nous dans ltespace & N dimensions dont les points

expression, foncition d'un nombre N de paramétres f(a1 ’ a2 y --- & ).

A ont pour coordonnées les valeurs (a1 s 8y 9--- aN) . 4 chague
point A de cet espace, on peut aesocier la valeur f (a1 ’ a2 4y - aN)
de la fonction f .

Partons d'un point A, quelconque, auguel correspond la

1

valeur £ (A1) de f . Donnons aux coordonnées de A, les accrois-

sements Aa1 ’ Aa2 .- AaN et définissons N+! points ainsi que les

valeurs associées de f _par les conditions ci-dessous :

coordonnées de A1 : a1 , a2 » o -s By et T (A1) ,
coordonnées de A2 1 a, + Aa1 » By 5 --- By et T (AE)'
coordonnées de A3 :oa, 8, + Aa2 » - -- By et T (A3)’
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coordonnées de A s a

N+1 g2 8p 0 ---8y thag et CH

Partant de ces N+1 points, remplagons le moins bon, clest-
a~-dire celui auquel correspond la valeur maximum fmax de £ par un
meilleur et ainsi de suite. Ie calcul est arrété lorsqu'on aboutit &
un tableau dans lequel la différence relative (f ~f . )/ £ est

max min
inférieure & une valeur fixée a priori.

2.5.2) D'une manidre générale, ce processus

nous permet de soumettre la solution cherchée & n'importe quelle contrainte,
méme lorsque celle-ci ne peut &tre traduite sous forme d'un écart &
annuler. Bn effet, les points A que nous considérons dans notre pro-
g% --- %)
du développement V¥ (x) . A chacun de ces points nous pouvons convenir

bleme ont pour Eoordonnées les coefficients ( Tn g =~ - ¥

d'agsocier la fonction f£(A) dont les valeurs sont ainsi définies :

- si YN(x) =3I YP sine 2¢(x - p/2c) satisfait & la

fpg as coac . 2
contrainte qu'il a été décide de lui imposer alors f(a) =p est

effectivement calculé;

- 8i YN(x) ne satisfait pas a4 cette contrainte, nous
attribuons & f(A) une valeur arbitrairement grande afin de rejeter

le développement Tﬁ correspondant,

Cependant uP raisonnement rapide peut nous convaincre qu'il
est préférable de traduire la contrainte imposée a YN(x) sous la forme
dtun écart p% qu'il s'agit d'annuler. En effet, on peut ainsi accorder
a f(A) = p2,J un poids plus ou moins grand selon ltallure de la fonction
TN(X) qui lui est associée., Ie processus ainsi conduit, aboutit norma-

lement & la fonction recherchée.

»

Si par contre, quelle que soit YN(X) ne satisfaiséant pas a
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la contrainte qu'il a été décidé de lui imposer, nous atiribuons a

f(A) une valeur arbitraivement grande constante, il peut arriver
qu'aucun des N+t développements ¥ ,correspondant aux N+1 premiers
points Ai définis ci-dessus,ne satisfasse non plus 4 cette contrainte.
les valeurs associées f(Ai) gont toutes égales B la constante et le
processus s'arréte sur une fausse solution. Il est nécessaire de
recommencer le calcul avec une fonction de départ YN plus proche de
la solution cherchée et le choix de cette fonction de départ peut &tre

délicat a faire.

% — RESULTATS -

3,1) Ia méthode ci-dessus a été appliquée & 1l'exemple
suivant : l'enregistrement représenté sur la figure 28 a été obtenu &
1taide d*un Fabry-Perot. (les unités choisies sont des unités arbitraires
w.a.). S. Gerstenkorn,qui en connait la siructure,nous l'a confié afin
de tester 1l'efficacité de la méthode, Cette structure comporte 14 raies
groupées en un aoublet. Toutefois, afin de contrdler nos résultats,

nous ne nous servirons ici que des informations sulvantes :

-~ le signal enregistré est de support fini z
b(x) =0 pour x<100u, a , et x>260u, a ;
- b(x) »0 .

3.1.1) détermination de f(x).
Ia méthode que nous venons de décrire suppose connue exactement la
réponse impulsionnelle f(x) . Ce n'est pas tout & fait le cas ici,

on sait seulement que f(x) est le résultat d'une convolution entre

P o= 1
1_1+J£52[s:i.n -u--:::]‘2 ’
(1-R Ac

une fonction d'Airy
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2

une fonction Doppler ° f2 =exp [ - E_E )
2s

une fonction exploratrice f3 = rect f‘ .

Or, les paramétres R, 8 et t ne sont pas connus avec
exactitude ; ils sont estimés suivant certaines données de l'expérience.
I1 subsiste donc une certaine incertitude sur la fonetion f(x) : nous
pouvons estimer que cette incertitude équivaut & un bruit de 1'ordre

de 5 pour 100.

3,1.2) détermination des valeurs a et ¢ max.
- Ia T.F. %(p) de f(x) nous fournit la fréquence de coupure a .
Noué avons estimé cette valeur en repérant ltabeisse ¢ telle que,
pour |u| > a , %(p) / 5(0) reste inférieur 3 5 . 1077 . Nous
obtenons a = 0,02 u . a .
~- I'incertitude systématique dont nous avons parlé plus haut est‘en
"moyenne" de l¥ordre de 0,05. Ceci nous permet de définir le gain en
résolution qu'il serait illusoire de dépasser. Ce gaih correspond &

la valeur c max de c telle que

| &, (z) * e(x) - e(x) | ¢ 0.05;

¢ max
dans cette formule Ab max(x) * o(x) et e(x) sont des fonctions
normalisées, & valeur 1 au centre. Noux trouvons ¢ = 0.04 uv.a : nous

ne devrons donc pas restituer b;(p) au dels de ¢ max = 2a.

%.1.3) Représentations successives de b{x).

3.1.3 —.1) Comnaissant f{x) représentée
figure 27 , nous sommes en mesure de choisir une premidre valeur de ¢ ,

soit ¢ = 1,5 a cette valeur,

I1 nous suffit alors de 10 termes sinc (x - ph) / b pour

représenter’ bz(x) . Ia minimisation de 1'écart p2 (X.9) nous
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ex)

)("

n +
100 110 120 130 %o 150 %0 o 180 8o 200 20 220 230 240 250

figure 28

enregistrement e(x).

20 1O W0 150 WO Do W0 190 200 20 220 "X
figure 29

restitution bé(x) pour ¢ = 1,5 a .
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figure 30

a) Restitution bé(x) pour ¢ = 2,5 a , valeur interdite.

Des structures parasites apparaissent sur les bords de la courbe.

1
b) Bomne Restitution bc(x) pour ¢ = 2,5 a .
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fournit la fonction correspondante : le doublet n'est pas encore
apparent mais la dissymétrie s'est fortement accentuée (cf. figure 29 )

Ia solution est obtenue en moins de 2 minutes sur Univac 1108,

3,1.3 — 2) Ces premiers résultats nous
permettent dans une seconde étape d'agrandir par le méme processus
la valeur de ¢ jusqu'a 2, puis 2,5 a , valeur normalement interdite

(ef§ 3.1.2. ci-dessus).

Dans ce cas, nous obtenons le résultat de la figure 30 a sur
laguelle nous voyons maintenant le doublet se dessiner. Mais nous
faisons apparaitre sur les bords de la courbe une structure parasife
qui ntexiste pas dans le signal initial : cette constatation illustre

bien le danger qu'il y & & restituer D (p) au deld de la valswr ¢ max,

3.1.3 - %) 8i maintenant nous estimnons
mieux les paraméitres R, S, t de la fonction f{x) , le "bruit" systé-
matique dens celle-ci devient moins important : de l'ordfe de 0.02.
Nous pouvons,de plus,chercher & éliminer une erreur systématique
provenant de ce que le "zéro" réel de e(x) est mal connu. Nous
introduisons dans notre programme un paramétre & ajuster représentant
ltécart entre le zéro de l'enregistrement et le zéro réel que mous ne

connalssons pas.

I1 nous est alors possible de restituer ﬁc(p) sur 1'inter-
valle [~ 2,52 , +2,5 a] . Le résultat obtenu est dans ce cas trés
satisfaisant : les structures parasites disparaissent (ef, figure 30b)
et le doublet obtenu est conforme au douhlet attendu (1'écart entre les

2 composantes est exact & 10 pour 100 prés).

3.2) YNous présentons ici un deuxidme exemple d'applica-

tion de notre méthode, Il s'agit de l'enregistrement, toujours au
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a) Enregistrement filtré de la structure hyperfine d'une raie de M¥n.

b) Restitution de cette raie pour ¢ = 2a.
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Fabry - Pérot, de la structure hyperfine d'une raie de Mn , effectué

. par P. Iuc au laboratoire (figure 31a).

Tl est légitime de supposer que le 1/2 profil externe de la
raie la plus intense n'est pas altéré par les autres composantes, il nous
fournit une bonne approximation de la fonection d'appareil. Ie probléme
de déconvolution que nous avons i résoudre est plus délicat que dans le
cas précédent ; en effet le support Ax de bz(x) représente 8 & 9 fois
celui de la fonction d'appareil et nous avons & déterminer plus de 60
paramdtres. Les probldmes & résoudre sont de deux ordres :

- tout d'abord un probleme de calcul numérique 1lié au grand
nombre de paramdétres & déterminer., Nous l'avons résolu en faisant varier
les paramdtres par groupes successifs, Ceci est en effet pos=zible car
leé paramdtres qui sont, rappelons-le, les points de bc(x) éguidistants
de 1/2 ¢, ont surtout une action locale sur ¢ (x) * . Ile procddé est
encore acceptable puisqu'il conduit & une solution en une dizaine de
minutes sur Univac 1108, ,

- — Ie deuxidme probleéme est d'ordre analytique ¢ en effet)il
ntest pas ici possible de prolonger Ap au deld de ¢ = 2a car, parmi
les développements & 60 termes , il existe plusieurs solutions quil donnent
pour p2 la méme valeur minimum, & la précision ol sont définis ces

écarts.,

Pour c¢ = 2a , la représentation que nous obtenons (figure 31b)
est satisfaisante ; en particulier, la position de la premiére raze,telle
que nous 1l'avons déterminée,a permis & P. Imc de justifier la déc o posi-

tion qu'il proposait pour cette structure.

x ' 41
En effet, rappelons que e‘(x) = 2:: bc(é}J f(x - p/2c).
: = e

Pour p fixé, un paramétre bP = bc(étJ apporte a e’ (x) une contribution

tion non négligeable pour les valeurs x pour lesquelles f(x - p/20)

est elle-m&me non négligeable.
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4 ~ CONCLUSIONS -

les congidérations gque nous avons développées et les résultats
que nous avons obtenus montrent que les limites de la méthode sont de

3 ordres :

Tout d'abord, nous llav.ons vu, elle est treés rapidement
limitée par un meuvais rapport s/b . Dans les exemples traités, s/b
était bon puisque de Ll'ordre de 100, C(Cependant, en présence dtun bruit
faible, les causes d'échec tiennent & une indétermination systématique
suar e(x) ou f(x) , indétermination qui, nous ltavons admis, joue un

Y

r8le comparable ¥ celui du bruit, Dans les enregistrements gque hous
avons eus & traiter, ce sont tr&s nettement ces erreurs qui ne nous ont
pas permis d'accroitre,autant que nous 1l'aurions désiré,le domaine des

fréquences restituées,

Enfin, un dernier obstaocle peut se présenter lorsqu'il faut,
pour définir 1'objet , déterminer un trés grand nombre de parameires,
Ia veriété des fonctions YN est alors telle, qu'a la précision des
calculs prés, il existe plusieurs fonctions bz(x) conduisant au
méme écart minimum p2 et satisfaisant & toutes les conditions du

probléme,
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CHAPITRE XT

PROELEME DE DECOMPOSITION

1 - INTRODUCTION -
Nous avons traité jusqu'ici le probléme de la restitution d'un

signal b(x) & partir d'un enregistrement
e(x) = b(x) * f(x) + n(x)

dans le cas ot f(x) est connue et ol 1'on ne possdde sur b{x) que trds
peu d'informations [ b(x) est une fonction non négative & supporft fini ].
Nous avons montré que, dans ce cas, seule une partie des fréguences man-

quantes peut, en pratique, &tre restituée.

Nous traitons séparément & présent un cas différent, trds fré-
quent en Spectroscopie. L'enregistrement b(x) est de la forme
M
(x) =) &, £z -x) +n(x)
elx) = a, flz - x, + nix .
i=t
T1 s'agit donc de la conveolution d'une fonction profil f(x) par une fone-
tion formée de M pic% de Dirac, dont les abscisses X, ainsi gque les in-

tenaités a, sont inconnues,

* Ceci est le cas lorsqu'on enregistre 4 l'aide d'une fonction d'appareil

f1(x) , un signal formé de M signaux d'intensités différentes a_

-

i=1, ... M), maeis de méme profil fZ(X)' On a alors :

M .
e(x) ‘21 a f2(x - xi) * f1(x) + n(x)
M

‘Z ai f(x - xi) + n(x)
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Si la fonction f(x) est connue, nous sommes ramenés au problime
précédent, & la différence prds que la connaissance de la structure en pics
constitue une information supplémentaire. D'ailleurs, 1'importance de celle-
ci est telle qu'il est possible de restituer totalement le signal. Cette
restitution se fait au mieux grfce sux méthodes dites de " fitting "

(Larson, H. P. et Andrew, K.L., [1967], par exemple).

Pourtant, il arrive souvent que ce profil f(x) soit inconnu :
il faut, en ce cas, le déterminer en méme temps que les autres paramdtres.
Certains auteurs ont traité ce problime en conférant & f{x) un profil
présumé (exponentiel, profil de Voigt, etec, c¢f. Huhnermsnn, H., [1967]).

La méthode de fitting donne dans ce cas encore de bons résultats, dans la

mesure ol 1'hypothese sur f(x) se trouve justifide.

Nous nous proposons d'étudier ce probldme sous une forme plus
générale : nous supposons le profil f(x) incomnu, et n'émettons aucune
hypotheése quant & sa forme analytique. Nous admettons seulement gue ce pro-
fil peut &tre représenté par une fonction non négative, souvent symétrique,
décroissante, de part et d'autre du maximum central, du type filtre passe-

bas de fréquence de coupure 2 (connue).

2 ~ EXPOSE DU PROBLEME -

L'enregistrement e(x) que nous posgédons est tel que :
M

(x1.1)  e(x) =Z 8; §(x ~ xi) * £(z) + n(z)

i=1

soit, en passant dans le domaine des T.F,
U3

(x1.2) ;(u.) =z 8y e_jzmxixg‘(p) + ;(p.) .

i=t

Avec un peu d'habitude, 1'exzamen de elp) permet de déterminer la fréquence
de coupure g; au-deld de celle-ci, en effet, seules subsistent les fré-
quences n(w). Si l'on introduit la valeur de a, on peut représenter la

fonction profil f(x) par :
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f(x) =§E fp sine 2a{x - p/2a).

P:—m

Rappelons que les coefficients f_ sont les valeurs de la fonction f(x)
aux points p/2a. f(x) n'étant pas donnée, ces coefficients sont des in-
cdnmss de notre probléme., Toutefois nous pouvons & partir de e(z) estimer
le nombre maximum N de coefficients nécessaire pour approcher correctement
f(x). En outre, si f(x) est symétrique, (ceci est souvent le cas dans les

enregistrements que nous avons & traiter), nous avons :
N

f(x) =§E f(p/Za) (sinc 2a(x - p/2a);4— sinc 2a(x + p/2a)) .
p=0

Ceci domme pour e(x), somme de M signaux de profil f(x), d'intensités

a., d'abgcisses x_¢
hy 1

M N
(X1.3) e(x) =z aiz f_p(sinc 2a(x - x; - 'p/Zs.)...
| i=1  p=0

+ sinc 2a(x - x; + p/2a)) + n(x) .

Supposons gue _n(x) est un bruit stationmaire, indépendant du signal **,
. On peut alors, pour estimer les paraméires 8y fp et X., proposer de rendre

minimum 1t!écart :

J 2
G2 =2 [ e(xj) -z aj: f(xj— xi) ] R

J=t
r i
De plus, si nous voulons spécifier que f(x) est une fonction positive

et décroissante (f.p.d.) de part et d'autre du maximum central f(o), il

egst commode d!'introduire les écarts:

* 53i a n'est pas bien connu, on peut, sans changer les réaultats, prwndre

une valeur supérieure gu'on estimers su mieux.

*% Nous verrons (chapitre XII) quelle fonction minimiser pour d'autres types

de bruit.
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k
,
pz; =z fi(xk) . avec f_(xk) =0 si f(xk) >0
k==k
1 £ (g) =1(x) si £(z) <0
k

= 0 pour f(xk) > f(xk_1) s8i xk-..{ 0
0 pour f(xk) < f(xk_1) six >0
|f(xk) - f(xk_1)|pou1' f(xk)<f(xk_1) si %<0
If(xk) - f(xk_1)[pour f(rk)>f(xk_1) si xk>0'

N
H
*
~
W
S
|

(x1.4) 2 =) £,(x,) aveo
k=k, £.(x)

Pour l'ensemble des fonctions f(x), les f.p.d..solutions de (XI.1) rendent
donc minimum & la fois o2, ainsi que p? et p%.
Pour tenir compte de cette caractéristique de la fonction cherchée, nous

introduisons dans nos calculs 1l'écart :

2 _ .2 2 2
p* =g + A L + B P

et nous déterminerons la fonction f(x) par un processus qui assure la mi-
nimisation simultanée de p°® et o®. Le choix des parsmdtres A et B dépend
ici encore de l'importance que nous voulons accorder aux écarts p? et pz.

(cf. chapitre X § 2.3).

3 ~ METHODES NUMERIQUES -
%.1) Les paramdtres que nous avons & déterminer sont de deux ordres :

- les uns {les paramdtres f£(p/2a)) sont deé parsmétres qui
dépendent de la forme du profil /f(x). I1 peut exister entre eux des rela~
tions qui traduisent les propriétés de la fonction profil (non-négetivité,
etc.). Leur influence se fait sentir sur la longueur totale du spectre.

- les autres_(les paramétres 8. et xi) dépendent de chaque
raie. Il peut aussi exister des relations entre eux (lois reliant les in-
tensités respectives de chaque raie par exemple). L'influence de ce: para-
métres est plus locale. En général, il n'existe aucune relation entre ces
deux groupes de paramétresf
Pour minimiser 1l'expression p?,tout en tenant compte des relations existant

au sein de chaque groupe de paramdtres, nous avons & nouveau utilisé la
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méthode de Mead et Nelder. Nous ne rappellerons pas cette méthode déja men-

tionnde dans le chapitre précédent. Cependant, nous nous sommes heurtés 2

quelques nouvelles difficuliés que nous allons exposer.
3.2)

3,2.1) Plus les paramétres sont nombreux, plus le nombre
de minimums locaux de 1'expression & minimiser est élevé et plus 1e "mini-
mum nminimorum’recherché est difficile & atteindre. En particulier, lorsqu'un
des paramdtres p recherché a, dans l'expression p?, un r8le d'une plus
grande importance que les autres, le processus converge vers le minimum
local le plus proche de la valeur de départ choisie pour p. Nous avons
trouvd qu'il était intéressant dans ce cas de se fixer successivement
plusieurs valeurs pi de ce paramdire et de rechercher pour chacune de ces
valeurs le minimum pi de p? en faisant varier uniquement les paramétres
regstants. A partir de la courbe dbnnant ces minima pi en fonction de pi ’
on détermine graphiquement une valeur approchée de la valeur de p qui
conduit au minimum minimorum : nous donnons un exemple de l'application de
cette méthode au § 4.3.

%,2.2) Lorsqu'il n'est pas possible de donner aux para-
metres fp du profil des valeurs de départ proches des valeurs recherchées,
la méthode a tendance & accorder trop 4'importance aux portions de e(x)
de cote élevée. En ces points les écarts entre 1'enregistrement et la courbe
reconstitude sont grands. Le processus cherche & diminuer rapidement ces
écarts sans diminuer simultanément les petits écarts voisins. On converge

de ce fait vers une fonction partout mal ajustée.

0r, le critére du o° n'est pas le seul possible. On peut songer
4 en employer successivement plusieurs qui accordent chacun un poids diffé-
rent aux dcarts considérés. Les minimums locaux indésirables corresyondent
pour chague critére & une fonction f(x) différente. Seul le minimum
minimorum correspond pour tous & la méme fonction, celle justement que

nous cherchons. Dans ce but, nous avons étudié en plus de o° les écarts :
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enregistrement synthétique de 2 composantes de méme

profil et décomposition gchtenue.
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€ ==§Z I e(xj) -2 a; f(xj - xi) ] : soit la somme des valeurs

absolues des écarts,

1
'ﬂ=2] e(xj)-E aif(xj—xi)l n=2,73%, ...

Y ==§E P i e(xj) ~T a; f(xj - xi) |  avec P; = 5T

Nous avons constaté que la minimisation de € conduit & un heureux compro-
mis et permet une bonne détermination des paramdtres inconnus. Par contre

la minimisation des écarts 1T et vy tend & accorder, & 1l'inverse de a?,
trop d'importance aux " ailes " (cotes de valeurs peu &levées); le "corps" de
f{x) est alors mal déterminé.

Rappelons que la méthode de minimisation utilisée est trés souple et que

le méme programme peut &tre utilisé pour minimiser n'importe lequel de ces
dcarts : il suffit seulement de changer 1'expression de la fonc¥ion p2.

La méthode de travail que nous avons utilisée est la suivante : une premidre
minimisation, celle de p® = ¢ + A p? + B pZ permet d!approcher correctement
les paramdtres. Nous affinons ensuite cette approximation en minimisant

des expressions de la forme o° ou vy qui tiennent mieux compte du bruit
de l'enregistrement (bruit stationnaire o°, bruit de photons vy .

of. chapitre XII).

Nous proposons & présent d'analyser bridvement les résultats obtenus en

tenant compte de ces remarques..

4 - RESULTATS -
Nous avons utilisé cette méthode d'approche sur plusieurs types
d'enregistrements. Nous ne présentons ici que certains résultats su:cepfibles

dtillustrer les remarques faites ci-dessus.

4,1) Tout d'abord nous avons construit 1'équivalent d‘un
enregigtrement e(x) (enregistrement " synthétigue ") en utilisant une

fonetion profil f(x) enregistrée sur un Fabry-Pérot (cf. figure %2).
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figure 33

enregistrement de la structure isctopique de la raie 5477 de

NiI.
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figure 33

enregistrement de la structure isctopique de la raie 5477 de Ni I .
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Nous avons tracé la figure qui correspondrait & 1'enregistrement de 2 raies
d'intensités inégales (avec un rapport d'intensités 0,4), distantes de
Ax = O,S/a. A partir de cette figure nous cherchons & reconstituer les 2
raies, leur profil et leur intensité en minimisant 1'expression
p° =¢ + A.pﬁ + B p%. Les résultats sont treés encourageants. En effet,

nous trouvons :

0,43

AZ/A1

Ax = 0,504/a

De plus, nous vérifions que si nous recommengons les calculs en nous don-
nant a priori le rapport des intensités AZ/A1, cet apport d'information

se traduit bien par un gain de la précision sur Ax. Il vient en effet :
A x = 0,5006/a.

4.2) Nous avons ensuite testé notre méthode sur un enregis-
trement de la raie 5 477 de Ni I effectué par P. Luc sur Fabry-?érot a la
demande de J. Bauche (J. Bauche,[1969] ). Cette raie est formée .ie 4 com~
posantes d'intensités respectives 1,2 - 3,7 - 26,2 - 67,7 - unités arbi-
traires (ou u.a.), dont 1'écart permet de mesurer le déplacement isoto-

8 _ Ni6o(cf. figure 33). Le rapport s/b dans 1l'enregistrement que

pique Ni
nous traitons est de l'ordre de 1/100 : nous ne pouvons pas, par consé-
quent, espérer localiser la plus faible des composantes et nous la négli-
geons, Nous possédons une information supplémentaire dont il nous faudrait
en toute rigueur tenir éompte : les raies sont équidistanies. Afin de
tester.la méthode, nous avons choisi d'ignorer cette information. Les

résultats trouvés sont les suivants :

=127 u.a., = 175 u.a., x, = 227 u.a.

X X
2 3 4
Les écarts entre ces 3 composantes sont respectivement :

52 u.a.

A x3f2 = 48 u.a. A x4_3
Ces résultats sont excellents puisqu'ils ont donné A x ¥ cste, rensei-

gnement gue nous avions choisi d'ignorer.
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4.3) Un large champ d'application de cette méthode concerne
les enregistrements des structures hyperfines des raies, BEn effet, les
positions des composantes ne sont pas indépendantes (elles suivent la rdgle
de Casimir). Elles peuvent &tre déterminées & partir d'un petit nombre de
paramétres, Par contre, le nombre de composantes est relativement élevé
et ces dernitres peuvent &tre fortement imbriquéés les unes dans les autres,
Dans l'exemple que nous rapportons ici (figure 34), llenregistrement est
formé de 11 composantes. Toutefois, nous savons que l'écart entrs celles-
ci est fonection de deux paramétres seulement.

L'enregistrement nous est fourni avec un nombre sursbondant de points (1692)
dquidistants d'une unité arbitraire {u.a.) et les intensités des raies sont

connues. Le détail des calculs nous permettant de déterminer f(x) ainsi

que les positions des 11 raies est le suivant :

- estimation de a, fréquence de coupure de 1'enregistrsment e(x)
par 1l'examen de sa T.F. é(u); nous avons fixé cette valeur de =orte que

pouxr 'I“[>\E les fréquences 8(n) / €(o) soient inférieures & 0.005.

!
Au-deld, seules subsistent les fréguences ﬁ(u) (cf. figure 35) : nous

avons obtenu a = 0,010 u.a.

- détermination du nombre N de bases sinc 2a( x - ga) néces—

saires pour représenter correctement f£(x). Nous savons que f(x) est

une fonction symétrique. Nous la représentons par :
5

f(x);-.z f.P [ sin 2a ( x - p/2a ) + sinc 2a ( x + p/2a ) :] .
P:O

Ceci revient & admettre que la fonction f(x) couvre au plus 500 peints

de 1'enregistrement.

- choix de la fonction & minimiser. Nous minimisons l'expression :

p2

e + A pﬁ + B pz

avece

K
@) e=z | e(xn) - Zajf(jh—xj)—cl
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i)

figure 34
enregistrement e(x) de la siructure hyperfine

de la raie H139 de Pr .

figure %5
T.7, é(p.) de llenregistrenent de
la figure 34. A partir de A, seules

13

\/ , subsistent les fréquences I\Aﬁ(p,)
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expression dans laquelle :

h=(1/2a) /5 =10 u.a. {il s'est avéré suffisant d'utiliser un

point sur 10 de 1'enregistrement).

les coefficients aj représentent les intensités connues des diffé-

rentes raies, les coefficients xj leurs abscisses. (Ces derniéres obéissent

Y

férence d'abscisse z,

X, =
J

Les abscisses des 11 raies dépendent donc de 3 paramétres

Le coefficient C

1'erreur sur le zéro de 1l'enregisirement.

B) 1A =100
Ly
5 _ I
Py ‘2
_k1
vy} [ B =100
ky
2 _
o "z
_k1

les fonctions f_ et f*

ticns (XI.4). Les valeurs X gont distantes de 10 u.a. et la borne k

est donnée par une loi de la forme :

x, +f (a, &),

2 (x.)

2% (=) .

est cholsie de fagon que :

| =, [ =7

gsoit Xk, = 30.

1

1
ia = 300 u.a.

4 la loi de Casimir et la distance d'une raie quelconque & une raie de ré-

xo , A , A,

est une constante & déterminer réprésentant

gsont ici les fonctiong définies par les rela-

1

L'expresgion p2 que nous avons & minimiser contient donc 10 paramétres

inconnus. Une premiére minimisation nous fournit,entre autres, une appro-

ximation Ao et Aé des valeurs A et A' ; nous attribuons ensuite succes-

sivement au paramétre 4, 4 valeurs A1 ’ A2 ’ A3 s A4 proches de AO.

A chacune de ces wvaleurs

2

Ai, correspond un certain minimum de p* noté
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valeurs du minimum de p2 en fonction du param&tre Ai et valeurs

du param&tre A‘i correspondant.
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p2 (Ai) (fig. 36) et une valeur Ai du second parasmétre. A la plus faible
des valeurs p° (Ai) correspond le couple de valeurs. A, A' solution du
probleéme, Dans le cas étudié nous vérifions que la valeur du paramétre A
correspond & la valeur trouvée pour ce méme paramétre par l'étude d'une

autre raie mieux résolue.

5 - CONCLUSION -
Nous avons dans ce chapitre utilisé plusieurs informations connues

a priori sur le signal enregistré. Ces informations sont les suivantes :

- le signal est formé d'un nombre donné de pics de Dirac, d'abs-

cisses x, inconnues, d'intensités a.i connus ou inconnus.

- la réponse impulsionnelle ezt une fonction symétrique, décroissante

de part et d'autre du maximum central.

- dans certains des exemples traités, les intensités relatives des
pics de Dirac sont connues; dans d'sutres ce sont les positions de ces pics

gui sont relidées entre elles par une loi connue.

Les informations, regroupées, sont traduites dans un écart p® & minimiser;
cette méthode nous a conduits,dans les exemples traités,a une reconstitution
complédte du signal enregistré, reconstitution en accord avec leg résultats

prévus par la théorie dans deux des exemples choisis.
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CHAPITRE XIT

PROBLEMES DE FILTRAGE

1 — INTRODUCTION -

Nous avons déja eu l'occasion de rappeler les méthodes classiques
de filtrage dans un chapitre précédent (chapitre vI § 3). Nous proposons ici
une méthode de filtrage non linéaire qui tient compte de la nature statistique
du bruit qui perturbe l'enregistrement. Cette méthode stappuie, ici encore,
‘sur les propriétés du théordme d'échantillonnage, Elle fait égalewent appel
3 la notion du maximum de vraissemblance d'un échantillon de variablies

aléatoires.

2 - LE FILTRAGE NON LINEAIRE -

Nous avons & filtrer un enregistrement e(x) ter que :

e(x) = i(x) + n(x) .

FPiltrer e(x) revient done & reconstituer le mieux possible i(x) ;

Or, ici encore, i(x) est le produit de convolution de f(x) et b(x)

i(x) = f(x) * b(x) )

soit ﬁ(u) = %(p) X ﬁ(p) 5

et pulsque f(u) = 0 pour [u|> a , nous avons également :
i(u) = 0 pour lp|> a .

En général, nous ne connaissons pas a . Toutefois, ltexsmen de

-~
e(p) nous en fournit une valeur approchée : nous attribuons & a la valeur
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e 4 partir de laquelle toutes les frégquences é(p) sont du méme ordre que

celles ﬁ(u) (ef. figure 35). A partir de ces données,nous pouvons appliquer
le théordme d'échantillonnage & i{x) et écrire :

Joo
i(x) = E:: i_ sine 2a(x ~ p/2a).
D=0 P
Nous pouvons,; iei encore, estimer, par l'examen de e(x), le nombre N de
fonctions de base sinc 2a(x - p/2a) nécessaires pour approcher convenable-
ment i(x) . Nous négligeons en effet 1les coefficients ip gqui correspon-—

dent & des valeurs e(p/2a) pour lesguelles manifestement il n'y a plus que

du bruit. Nous avons alors

e(p/2a) = n(p/2e) ,

et nous posons +n

i(x) = ;{j ip sinc 2a(» ~ p/2a) + e(x) ,

p=-n

avec : a(x) << n(x) .

Filtrer 1l'enregistrement e(x) revieat donc & déterminer N = 2n + 1
coefficients ip . Pour les déterminer, nous disposons d'un nombre M de
points d'enregistrement, donc de M équations :

+n
e(x.) = i(x.) +n(x.) = i sinc 2a{x, - p/2a) + e(x.) + n(x.).
(x,) = (x,) +n(x, , (x, - o/2a) + &) + ulx,

p=n

Pour simplifier nos notations, adoptons les conventions suivantes :

e(xj) - ey
sinc 2a(xj - p/2a) - s

’

PJ

n(x.) - n, ;
( g

€

de plus, puisque e(xj) est treés petit par rapport i n(xj) , Ous pouvons
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le négliger devant celui-ci, Nos M équations s'écrivent & présent :
+n
e, = §F1 i s . +n,
J =n P P d ‘
Noug supposons gue nous connaissons la loi statistique de n(x)
en tout point x . Nous pouvons facilement en déduire celle suivie par e(x).
Celle-ci déterminée, nous attribuons aux coefficients iP inconnus les
valeurs qui maximisent la fonction de vrais-emblance de 1l'échantillon e, >

e eves € Pour cela, rappelons l'expression de cette fonction lorsque

2 M-

les erreurs n1 s B,

R sont indépendantes et suilvent chacune une loi
. . 2
norinale, centrée sur (O de variance connue cj .

% — EXPRESSICH Dk IA FONCTION DE VRAISEMBLANCE

Gas d'erreurs indépendartes (cf. Y.V, Linnik, [1963])

3,1) Ia variable nj est aldatoire, centrée sur 0O .
Ltespérance mathématique de ej s'écrit donec ;
+n
E(e.) =Z i s
J =n P P

e est donc une variable aléatoire normale dont la densité de probabiliteé

stécrit : . 5
(e - i s _)
1 P PJ
f(e.) = ——— exp - p_;n .
J 4 YZn o, ZUJ

la fonetion de vrais-emblance de 1'échantillon e, , e, ... &, e'éerit alors :

M . 2
1 (egi ~ Brj)
L (e s B, ass € ) = exp - - '
to o2 K (2n)M; 2 TTj o, 3=1 20?

leg cuefficients ip que nous recherchons maximisent cette quantité, ou ce
qui revient au méme le logarithme de celle-ci., Nous devons donc rechercher

les coelficients qui minimisent la quantiié
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. s )
(X1T1.1) e = Z\ J > P _PpJ A

3.2) Cas d'observations d'égale importance.

' 2 .
(n a alors Gj constant pour toutes les cobmervations

c¢'est le cas par exemple d'une bruit blanc., L'expression (XII.1) a minimiser

M 4
E = Z:: (e. - E:j i s .)2 .
5= J PPl

p=-n

g'éerit alors ¢

Cette expression est bien connue : c'est 1l'expression dite des
moindres carrésJ obtenue lorsque 1l'on cherche & minimiser 1'édcart quadratigue
entre la courbe enregistrée et la courbe reconstituée. Remarquons gu'aun senc
dv mayimur de vrais-emblance elle currespond & v type de bruit bien particulier.

Les coefficients iP sont obtenus & partir des équations normales

M +1,
) G- )
(e.-—) is )s . = 0O , g=-n, ..., +n,

= B S — M S RCH

sost:

o \ﬂ\ 0 M

(XI1,2) L4 e. 8 = ? i } 8 .8 .

j'_—'1 J q4J =1 P J""'_1 PJ az .

Pour un pas h = Ax suffisamment petit, et des observations ej

suffisamnent nowbreuses sur l'axe réel nous avuns

M 4o
~ 1 . - i - i !
JZ:; ej sqa = —_,[n Py e{x) sine zalx - gn) di= oY e'(¢gh),
M o0
s .8 , = [. 1 sine 2afx - qh) sinc 2a(x — ph) dx = 1 s
»i qd <0 h : h “pq
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En reportart la valeur de ces deux sommss dans l'expressilon (XII.E),
nous obtenons 3
ip = e‘(ph) ,
ol e'(ph) est la valeur obienue au point x = ph lorsgu'on filtre 1'enre~
gistrement e(x) 2 ltaide du filtre sinc Zax .
Nous obtenons dans ce cas une cofncidence e¢ntrs la méthode classique
de filtrage (élimination des fréquences du bruit supéricures & a ) et 1a

néthode du raximum de vrais-emblance.
3.3) Cas d'obzervations d'inégale importance,

Clest un cas trés fréquent en spectroscopie. Souvent,
en effet, le bruit gui perturbte 1l'enregisirement est ccmponé de 2 termes : le
premier terme est dfi au récepleur et son 02 est censtant le long de l'enrs—
gilstremeni, le 02 du seconl,par contre,est proportionmel R 1'intersilé du
sigral recu.

Au dessous d'un certain seuil S , le fer terme est prépondérant,

A1 dessuz de S) Je second terme lJe devient.

Nous avens done

[AM]

cste pour E i_s . <S
P Pi

Q
N €
li

.

6. = k i s_. pour % i s_.
P PJ P PRI

[N

. . . . 2
En pratique, nous obtsnons une valeur satisfaisante de Gj en

confondart I i Spj et ej . L'expression 3 minimiger s'écrit alors:
\ 2
le. =T i s .)2 (e. =T i s )
B J D P J p_ ot}
£ = 2 -+ ? S .
j < Jinf a3 J > Jint Gj
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4 -~ CAS GENFRAL

Tans le cas général dvobservasions non indépendantes, la fonetion
de vrai-semblance de l'échantillon est plus compligués et il faut faire interw

venir la natrice de covariance du vectecur L (91 ) e2 ,...en). On & alurs .

() = — eX [—- Ly M]t J’«Lw—‘ [F - I“T]]
N /2 P 2 L = “la
(2n) % JTIALT]
ol = E est le vecteur normel de composantes €y SPNEREELS
= L

-~ M est le veciteur moyenne de E , Ses composantes sont donc

r, = i 8 . .
P B

-1 . . p .
- AL est la matrice de covariance des echantillons e1 s 85 cee B .

5 — INTERET DE LA METHODE

Ia méthode du maximun de vraisemblance nous a semblé intéressante
a4 appliquer du fait des propriétés des estimateurs qu'elle introduit, 1Ia
plus importante de celles-ci stipule en effet que les estimateurs des para-

métres obtenus par cette méthode sont non biaisés, clest-i-dire E(ip) = iP .

Une telle méthode appliquée au filitrage parmet donc de converger
en probabililé vers le signal ernregistré : elle élimine toute erreur syuté-
matigque que 1l'on introduit trop souvent en filitrant d'une manidre non propre,
Notons en particulier 1la mauvaise habitude de nombreux expérimentateurs de
lisser les erregistrements manuellement. Nous asvons conmparé % enregisirements
idertiques filtrés manuellement et le méme enregistrement filtré par la méthode
proposée ci-dessus en calculant 1!'écart quadratique entre ces différents

résultats et le signal initial, Nous avons trouvé

o, = 0,074 , o, = 0,061 , 03 = 0,054 ’ 04 = 0,053

On voit que ,si dane 1'un des cas (expérimentateur chanceux n° 3)’1'enregisn
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trement filtré manuellement peut condvire & ur bon résultet, ce fait n'est
ras général, Au contraire, les résultats ci-dessus montrent que sur 3 enre-
gistrements, un seul conduit & un résultat du méme ordre que celuil trouvé par

filtrage numérique.

CONCLUSION

TIci encore le théoreme d'échantillonnage a pu nous rermetire de
trotver une forne analytique simple de 1'enregistrement filtré, De rlus,
1'ordre de grandeur des paraméires iP recherchés est conrue a priori
puisque le signal filiré eat du méme ordre de grandeur que le sigral non
filtré, Ceci nous facilite une convergence rapide du rrocecsus de minimi-
saticn., Cependant, la rapidité de la convergence décruit trés vile avec
1'accroissement du nombre de paramétres et ce procédé semble denc devoir

&tre réservé aux enregistrements de faible étendue.
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CONCLUSION

Nous rassemblons ici les conclusions que nous avons tirées tout
au long de ce travail :
Nous avons vu que le théorgme d'échantillonnage peut prendre une

forme plus générale que sa forme calssique, soit :
400

£(x) = Z 2 (an) sinc (x - ph)/n’ ,

p:- o

avec les conditions h <h0 = h' < 1/2a ou 2a est le domeine de %(p.),
T.F. de f£(x).

Nous avons souligné que les séries finies

+n
f (x) = j:: f(ph) sinc (x - ph)/h }
N,h
p=-n
constituent les approximations en moyenne quadratique sur - ® , + @ a

N =2n+1 termes de la fonction f(x) dans le systime des fonctions de
base sinc (x - ph)/h . La qualité de ces approximations, une fois le nombre
de termes fixé, dépend de h , c'est-a-dire des fonctions de base utilisées.
I1 est donc important de choisir correctement le pas d'échantillonnage : nous

avons montré que 1'approximation la meilleure est obtenue pour h = 1/2a .

Nous avons mis en évidence le fait que la série i
+n

g 3) = ). nelm) o)
=—11

exprime le produit de convolution exact de la fonction g(x) par 1'approxi-

mation correspondanté“;f (x) .
k N,h

Ces premiers réstiltats nous ont permis de faire une étude critique
des méthodes de traitement des enregistrements utilisées & ce jour. Nous
avons ainsi anélysé :

- 1z méthode dite "de correction par convolution". Elle consiste,

rappelons le, & convoluer l'enregistrement e(x) par une fonction correCw
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trice c(x) judicieusement choisie. Fn tant que méthode numérique elle
est d'emploi facile mais son efficacité est limitée par deux facteurs :
d'une part les seules corrections possibles consistent en une pondération
différente des fréquences g(u) sur le domaine [- a , + a] ; aucune
des fréquences perdues n'est donc restitude. D'autre pert, cette méthode
entraine une modification du bruit dans 1'enregistrement, modification qui

peut aller & l'encontre du résultat souhaité.

- les diverse méthodes dites "de déconvolution" parues & ce jour
dont le but est de résoudre 1'équation intégrale e(x) = b(x) x £(x) + n(x)
lorsqu'on comnait e(x) et f(x). Nous avons souligné leurs insuffisances

4 1l'aide d'une étude critique de 1'équation de convolution.

Lors de cette derniére étude, il est apparu évident que la présence
de bruit entraine l'existence non pas d'une solution unique b(x) & support
borné’mais d'une infinité de solutions qui s'écartent plus ou moins de la
solution cherchée b{x) . Pour éliminer la plupart d'entre elles, nous avans
souligné gqu'il est indispensable d'utiliser les caractéristiques de b(x)
connues & priori ; cependant, certaines solutions parasites peuvent fort
bien répondre aux critéres ainsi introduits et s'écarter néanmoins de b(x)
(ctest le cas lorsque leur T.F. couvre un domaine plus grand que celui qu'il

est possible d'atteindre compte tenu du dbruit).

Nous avons donc défini un critére de qualité qui permet de trou-
ver la fréquence le plus élevée qu'il est significatif de restituer, compte
tenu du bruit perturbant 1'enregistrement. Nous avons alors proposé un algo-
rithme de déconvolution qui utilise & la fois ce critére et une méthode ori-
ginale de rejet des solutions ne correspondant pas aux caractéristiques du
sigﬁal recherché. Cet algorithme appliqué & des cas concrets nous s fourni

des résultats dont nous avons par ailleurs vérifié 1'exactitude.

Enfin, nous avons montré que la connaissance de la fonction f(x)
n'est pas toujours indispensable & la reconstitution du signal b(x). Cer-
taines autres informations, telle la structure du signal en pics de Dirac
par exemple, sont utilisables et permettent en fait une restitution presque

parfaite de b(x) en méme temps que la détermination a posteriori de f(x).
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I'ensemble de ces remarques nous conduit aux conclusions fi-

nales suivantes :

1) Avant d'entreprendre un calcul de déconvolution, il faut ras-
sembler le maximum &'informations. Ceci fait, 1'algorithme général que

nous proposons peut &tre utilisé.

2) Compte tenu du bruit, le gain en résolution qui résulte d'un
apport donné dtinformations est 1imité. Dars ces conditions, il est
important d!'évaluer la largeur du domaine des fréquences qui peul &tre
ainsi restitué. Nous proposons wn critére permettant d'estimer cette

largeur, préliminairement & tout calcul.

Si 1ton cherche & restituer un plus grand domaine de fréquence ,
les résultats obtenus ne seroni pas significatifs, quelle que soit la

méthode de calcul,

A la fin de ce travail, remarquons que le cadre du laboratoire
Aimé COTTON nous a incités & améliorer nos méthodes pour le traitement
d'enregistrements unidimensionnels. Nous avons en effet appliqué celles-ci
& de nombreux eﬁregistreﬁents fournis par les chercheurs de ce laboratoire,
ou par ceux de laboratoires extérieurs : enregistrements de structures hy-
perfines, de déplacement isotopique, de spectres d'sbsorption en Spectros-
copie cristalline ou moléculaire. La recherche de constantes physiques di-
verses, but de la résolution de chacun de ces enregistrements, a ginsi

suscité notre intérét.

Cependant, les méthodes de traitement que nous proposons peuvent
facilement &tre généralisédes au cas d'enregistrements multidimensionnels et
en particulier, gréce aux propriétés des séries finies de Dini-Bessel, &

celui de la déconvolution d'un produit de fonctions radiales.
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APPENTICE t

CALCUL DES COEFFICIENTS quj

Ces coefficients sont, rappelons-le, les coefficients du développe-
. *
ment sur, [0,1] de la fonction Jo(hpr) ;Jo(xqr) , svivant les fonctions de
base J (A,r) . Soit :
073

o9

JO(Kﬁr) Jo(hqr) = ;;; quj Jo(hjr) .

Ils sont donnés par la formule :

1
J' JO(APr) JO(Aqf? Jo(kjr) 2nr dr

Prag = 1
' .f J.{n r)? omr dr
: 0 “0'%j
Nous aurons donc
Poas = Paps

Nous donnons sur les pages suivantes les valeurs de ces coefficients pour

p et q variant de O &2 9et J de O & 19,

*
oll les "Kj" sont les racines de J1(u) = 0
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APPENDICE 2

ORGANIGRAMME DU SIMPLEX NON LINEAIRE

Sous.programme de mpinimisation d'une fonction
y = £x(1) , x(2) ... x(¥)

écrit par D. Taupin pour 1l'Univac 1108 d'Orsay, d'aprés l'algorithme de

Nelder, J.A. et Mead, R., [1965]

Arguments d'entrée :
- jeu initial des paramdtres X(1) , x{(2) , ...... X(W)
- accroissements initiaux correspondants dX(1) , dX(2) s sessesa dX(N)

- € valeur relative pour laguelle on déclare la minimisation atteinte.

A - Construction de la matrice XT (N , N+1) - -
rx(*l) ,  X(1) + ox{1)-------x(1)
xr] = (X&) x(2) :

X(W R eeomoex() + () |

Chaque colonne correspond aux coordonnées d'un point A(I) dans l'espace

.

a N dimensions.

B Calcul des N+1 valeurs YT(I) = f(A(I)}) correspondantes .

)

yT(IMax) - A(IMAX) .
yr(IMIN) - A(IMIN) .

C Recherche de la valeur maximum YMAYX

Recherche de la valeur minimum YMIN




lo

=

L]

|+
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si |[(YMAX - YMIN)/YMAX| < & , la minimisation est atteinte, retour

au programme initial,
Recherche du centre de gravité des N + 1 points A(I). (coordomnées XG)

Essai du point symétrique du moins bon A(IMAX) par rapport au centre de
gravité ;

on obtient A1 de coordonnées X1 et la valeur Y1 correspondante :

Y1 = £(41) .

Trois possibilités :

Y1 > YMAX : mauvaise direction, aller en H

YMIN < Y1 < YMAX , on remplace A(IMAX) par A1 . Retour en D

Y1 < YMIN . On continue dans la méme direction.

On obtient A2 de coordonnées X2 et la valeur Y2 correspondante Y2 = £(A2).

On remplace A{IMAX) par le meilleur des 2 points Al et A2 : retour en D

Essai du point milieu entre le moins bon (A(IMAX)) et le centre de gravité
On obtient A2 et la valeur Y2 correspondante : Y2 = £{A42) ,

Si A2 est meilleur que A{IMAX) , (Y2 < YMAX) , A2 remplace A(IMAX) .
Retour en D , ;

Si ‘A2 est moins bon, (Y2 > ™AX) on pense qﬁe 1testimation initiale
était proche d'un minimum et on constitue un nouvel ensemble de points

en comprimant tous les points versg le meilleur. Retour en B.

LY
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4

(1) = r(x(1), ..... x(W))

F__’C Boucle a‘ , I =1,N j
1

xt(1,1) = x(1)
l

V‘*C Boucle a , J = 1,N )

(1, T+ 1) = x(1)

F'"_""'"( Boucle » , I =1,N )

!

(1, T +1) = x(1) + »x(1)

@

r_——'LBoucle ¢c , J=1,N )

B YT + 1) = £(x(1, T+ 1), ..... (N, J + 1))
|
(>
Y "
YMAX = YT(IMAX)
C YMIN = YT(IMIN)
— 4 Rotour au
< | (YMAX — yMIN)/YMAX] < € ?>0__, programme
/ principal
N

Y

r———'( Boucle d , I = 1,K j

T XT(L,7)/Y17(3)
xe(1) = J

r 1
J 1T)
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-———-—-u-( Boucle e , I =1,N )

l

E x1(1) = 2 *x6(1) - xP(I, IMAX)
i
Y1 = f(x1(1), x1(2), ..... x1(

]\

< v > mx ? >0

in

aller en e«

|
<::i:__Y1 < YMIN ?:::;,11n~_*

L:

aller en B

————————t(: Bouele £ , I = 1,N ;)

}

F x2(1) = 4 * x6(I) ~ x2(I, ™HAX) * 3
i
T2 = f(X2(1) x2(2), eeers x2(w))

| [_,<::: Y2 < Y1 j:::>_]

Bwﬂef1,l—1N) (ﬁwdef ,I_1N)

xr(I, XMAX) = x2(1)

XT(I, IMLX) = X1

(1)

9 b

$

YT(MAX) = Y2

&

+

yT(MAX) = Y1

L*__,

Aller en vy
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h , I=1,N :)

L

(1) = 0.5 * [xe(1) + x7(I, MAX)]
¢
v2(1) = £(x2(1), x2(2), ..... x2(N)

-<::f_ Y2 > YMAX 5:::>13————- aller en &

""_—"—"’( Boucle

i, JT=1,N+ 14:)

'_""( Boucle i , I =1,N )
)
(1, JY = (xr(1, J) + XT(I, DMIN)) * 0.5
&
3
aller en
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