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INTRODUCTION

—_————mamTmEESTmTDnmEEZTEE=CT

Nous présentons dans ce mémoire, une nouvelle méthode pour le calcul des
fonctions d'onde €lectroniques des atomes, Nous allons, d'abord, en montrer la
nécessité en décrivant les théories actuelles, et les raisons pour lesquelles elles

-

ne sont pas adaptées & certains problemes d'interprétation des spectres. Puis

nous exposerons notre démarche.

On pourrait penser qu'existent déja des procédés éprouvés (1), et que
la structure atomique n'a plus de mystére (2). Cependant, le point de départ de
cette €tude est une expérience, réalisde au Laboratoire Aimé Cotton en 1964 par
D.A. JACKSON et DUONG HONG TUAN(3). Mesurant en effet la structure hyper-

fine de l'atome de Baryum dans les états 6s6ép lP, et 656p3P , ils arrivaient 2

une incohérence dans le cadre classique de la méthode pararriétrique et de 1'hypo-
these du champ central. Le moment quadrupolaire nucléaire d'un méme isotope
du Baryum apparaissait deux fois plus petit dans le 3P que dans le 1P., Nous in-
téressant & ce phénomene, nous nous sommes rapidement apercus qu'il était
commun & plusieurs atomes 2 deux électrons optiques : Cal (4), Hgl (5), Lu 11 (6},
et m&me 2 d'autres, ol intervient une configuration lep (BEul, (7)) .

Pour comprendre 1'échec de nos premitres investigations (8), il est souhai-

table de passer en revue les méthodes d'étude des atomes existantes. Elles se




séparent en deux groupes.

Dans le premier, nous mettrons toutes les méthodes dites 'a priori'. La
plus connue de celles-ci, déduites du principe variationnel, et la mieux adaptée
3 notre cas, est la méthode de Hartree-Fock (1) Mais son application devait se
révéler décevante : On trouvait bien un "effet", d{ au fait que les fonctions radiales
sont différentes, dans cette méthode, pour chacun des termes d'une configuration,
mais cet effet était 5 fois plus grand que l'effet expérimental. En outre, nous ne
savions quel crédit apporter a ces résultats car le niveau 6s6p3P , avait une éner-
gie plus basse que le fondamental 652 ISO. Enfin, les fonctions d'onde radiales n'é-
tant pas orthogonales, il était difficile de tenir compte du couplage intermédiaire,
qui aurait pu, c_ependaqt, arr_léli_orer__ces résultats, I1vy a, bien stir, dans le premier
grioupe des méthodes beaucoup plus perfectionnées que celle de Hartree-Fock, mais
e_llles sont inapplicables a des atomes aussi lourds. Nous pensons 2 la méthode de
Hylleraas-Pekeris (9,10) pour les atomes 2 deux ou trois électrons, ou aux calculs
de Hartree-Fock non restreints (11). | _

D'autres approches, "a priocri' également, découlent de la théorie des pertu-
bations, par développement de 1'énergie en puissance de 1/Z. SCHERR, SANDERS,
et KNIGHT (12) ont ainsi obtenu de remarquables résultats concernant 1'Helium, et
LAYZER (13) des résultats pour les atomes de la premiere ligne du tableau pério-
digue. Par ailleurs, H. P. KELLY (14} a utilisé les fonctions de Hartree_mFéck comme
pdinf_: de départ d'une étude pertubationnél_l_e. : _

~ D'une mani&re générale, ces méthodes ne satisfont pas les spectroscopistes
intéressés a 1'étude des atomes lourds, En effet, el_le‘s ne sont pas adaptées au ca.l..
cul d'un spectre entier, car, par principe, elles recherchent le minimum de 1'éner-
gle totale de chaque niveau séparément. Pour les atomes lourds, les écarts entre
niveaux sont alors de petites différences e‘ptre‘gra,nds nombres, et il y a une perte
de précision considérable qui cache la structure générale des spectres. A cet égard,
l'exemple du Baryﬁm cité ci-de_ssﬁs est frappant. Cet effe; 2 une raison simple ::
‘liénergie_totale‘ dépend fort peu des électrons périphériques, _(daz}s le Baryum 1'éner-

gie de liaison de 1'électron 6p vaut 2., 10 -3 de 1'énergie totale), qui peuvent alors
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8tre mal représentés, Or, ce sont justement ces électrons qui intéressents le
spectroscopiste. En outre, les fonctions radiales de chaque niveau ne sont pas
orthogonales, toujours parce qu'ils sont calculés un & un, ce qui fait que les cal-
culs en couplage intermédiaire, indispensables pour les atomes lourds, sont im-
possibles,

Enfin, il ne faut pas croire que la limitation des méthodes tres précises,
comme celle de PEKERIS, vient des ordinateurs dont nous disposons. En effet,
que ferait le physicien d'une fonction d'onde se présentant sous forme de table
de millions de coefficients (pour un niveau) ? C'est l'esprit humain, qui est, 13,

limité, et qui a besoin d'une structure apparente pour comprendre,

Cette structure simple est l'apanage du deuxigme groupe de méthodes, qui
s'appuyent sur 1'hypothese du '"champ central", et qu'on nomme : Méthodes para-
métriques. En effet, & la suite de CONDON et SHORTLEY (15), de RACAH (16)
etc. on prend comme parametres les intégrales radiales intervenant dans les
énergies, Ceci a permis d'immenses progres dans 1'étude des sgpmitiiriessangulai-
res des fonctions d'onde, par l'application de la théorie des groupes (17), de
I'algébre de RACAH (18) et de la seconde quantification par B.R. JUDD (19).

Cette méthode s'applique trés bien aux atomes complexes, mais elle a aussi ses
limites, qui sont de deux sortes :

Tout d'abord, on n'a aucune information sur les fonctions radiales elles-mémes,
mals seulement sur certaines intégrales que l'on a prises comme parambitres.

On ne peut pas prédire les valeurs des intégrales n'intervenant pas dans les éner-
gies. Ainsi dans 1'exemple du Baryum, il n'y aurait aucune relation entre I'écart
de deux niveaux cités, et leurs coefficients de structure hyperfine,

Ensuite, et c'est encore plus grave pour nous, il est impossible de traiter correc-
tement certains spectres, et notamment les alcalins et les alcalino-terreux, En
effet, les configurations de ces spectres comprenant trés peu de niveaux, le nom-
bre de parametres est proche du nombre de niveaux lorsque l'on suppose les confi-

gurations isolées. Mais, lorsque l'on veut en &tudier les interactions, de nombreux

£
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autres parametres interviennent, et le nombre de ceux-ci dépasse alors Jlargement
le' nombre de niveaux, En ce qui concerne le Bé.ryurn, on pouvait songer i un effet

du mélange de 6s6p et de 5d 6p, mais il y a alors une intégrale, R2(656p,5d6p) dont
la valeur devient arbitraire, mais qui influe grandement sur le résultat de la struc-

ture hyperfine.

" Parmi toutes ces méthodes, donc irl n'y en a aucune qui nous satisfasse, et
nous n'avions pas d'autre choix que de chercher une autre approche, qui rassemble,
si possible, les avantages de ces deux groupes, sans en avoir les inconvénients,

I1 fallait garder la possibilité de calculer les fonctions radiales, mais nous
tenions également & l'esprit paramétrique, si fécond pour le physicien, puisqu'il
permet d'utiliser 1'énorme quantité d'information provenant de la Spectroscopie
optique., C'est a,llors que nous nous sommes rendus commgite , que dans l'hypothese

du champ central, 1'Hamiltonien étant ecr1t

H = 2(—lA +V(r)+2 \(r)—. :.'28_2

is4 ri i.bj 1.]
Ho H1

La seule grandeur indispensable pour mener a bien en calcul, - aussi précis
qu'on le désire, grdce a la théorie des pertubations - , des énergies et des fonc-
tions d'onde, est le potentiel central V (ri) introduit par SLATER (20).

Nous avons alors exprimé ce V (ri) par une fonction analytique dépendant
de quelques parametres, et tenté d'ajuster ces paramsetres pour que les énergies
ainsi calculées correspondent 4 1'expérience, comblant ainsi le fossé existant
entre les deux groupes de méthodes décrits ci~-dessus. Les premiers résultats ,
concernant les alcalins calculés i l'ordre zéro, ayant dépassé nos espérances,
les écarts quadratiques moyens étant d'une dizaine de cm ! (sur 40.000 environ’

| pour l'ensemble du spectre), nous avons continué dans cette voie,

Pour justifier notre démarche, nous avons été amenés a étudier de tr&s pres

la notion de critére de qualité pour les fonctions d'onde, que nous avons généralisé
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aux potentiels V(ri)' Chemin faisant, nous nous sommes apercus que le potentiel

pa 1 a miétrique pouvait s'adapter & n'tmporte quel critdre, 3 condition de disposer
- d'une méthode numérique de recherche du minimum d'une fonction, suffisamment
générale. Ayant trouvé une telle méthode au centre de calcul de la Faculté des
Sciences d'Orsay, nous avons pu obtenir des résultats "a priori" avec des critéres
variationnels (HFGS) et perturbationnels (CAC et CCS). Enfin, nous avons exploré
les possibilités de cette méthode, en calculant les spectres de nombreux atomes,
surtout alcalins, alcalino-terreux et gaw rares, pour différents critéres, plusieurs
formules analytiques pour V(ri), sans et avec mélange de configurations.,

Le but du présent mémoire est de décrire les problémes rencontrés au
cours de cette recherche, et la manigre dont nous les avons résolus . Il comprend
trois parties : une étude théorique, une description des méthodes numériques, et
une analyse des résultats,

Dans la premiere partie, apreés un rappel indispensable de notions et de no-
tations de la théorie des perturbations, nous montrons 'importance du choix de V(ri)
et nous exposons les grandes lignes de notre méthode. Puis, nous analysons la no-
tion de critére de qualité pour les fonctions d'onde, ce qui nous permet: de la géné-
raliser aux potentiels. Nous décrivons alors les propriétés des critéres que nous
avons cités,

Dans la seconde partie, nous exposons succintement les nombreux problemes
qu'il a fallu résoudre pour mener i bien les calculs : choix de la représentation
analytique de V(ri), intégration numérique des équations donnant les fonctions ra-
diales, calcul des intégrales et des énergies, mise au point de la méthode de mi-
nimisation.

Enfin, dans la troisig¢me partie, nous exposons les résultats, et nous comparons
les divers criteres étudiés. Il ressort de cette comparaison que l'introduction du
potentiel paramétrique a largement dépassé le probleéeme initial de la structure
hyperfine da Baryum. En effet, on peut l'appliquer 2 tous les atomes, prévoir toute
grandeur utile aux spectroscopistes, soit '"a priori", soit en utilisant des résultats

expérimentaux et, ce, m&éme dans les cas ol la méthode paramétrique classique
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est inefficace. En outre, l'analyse des résultats obtenus avec le critére pertur-
bationnel (CAC), jette une lumitre nouvelle sur la théorie des perturbations ap-
pliciuée aux atomes isolés, |
Enfin, cette méthode permet de comparer des potentiels optimaux selon
différents critéres et 1'on peut considérer cela comme le début d'une étude sys-
tématique de ces critéres de qualité, Ce serait alors une investigation précise

des propriétés fondamentales des solutions de 1'équation de Schrddinger.




PARTIE THEORIQUE

Nous allons développer, dans ce qui suit, les bases théoriques de la méthode
du potentiel paramétrique.

Celle-ci se plagant dans le cadre de la théorie des perturbations, nous avons
jugé nécessaire d'en rappeler, dans un premier chapitre, quelques notions et no-
tations.

Dans le deuxiéme chapitre, olt nous décrivons les grandes lignes de notre
méthode, nous nous familiariserons avec la notion de critére de qualité.

L'étude précise de cette notion est 1'objet du troisizdme chapitre, ainsi que

la description détaillée de quelques critéres.







Dans ce chapitre, aprés une brdve introduction soulignant la nécessité d'a.p-
proximations en physique. atomique , nous décrirons les principaux schémas utilisés:
Ceux de Rayleigh-Schrédinger, de Brillouin-Wigner, et de Brueckner-Goldstone.
Nous verrons alors 1'intérét de la théorie des perturbations pour 1'étude des
atomes isolés, Puis, nous citerons quelques théorgmes sur la convergence des
séries dans ce cas-13, qui justifieront le traitement séparé de l'interaction spin-
orbite.

Int*oduction :

Dans son livre "Calculation of Atomic Structure' (1) D, HARTREE explique
la nécessité des approximations pour décrire les atomes, en ces termes : Un atome
de Fer neutre est composé d'un noyau et de 26 électrons, Si on voulait exprimer la
fonction d'onde des électrons exactement, il faudrait une fonction de 3 x 26 = 78 va-
riables. En supposant.qu'on puisse la calculer , et que l'on se contente pour la
représenter de tables avec dix points seulement pour tout le domaine de variation
de chaque variable, il faudrait 10 8 points., Pour souligner son image, il ajoute
que toute la matiere du systeéme solaire transformée en encre ne suffirait pas a
imprimer une telle table.

De nos jours, les spectroscopistes s'intéressent 3 des atomes beaucoup plus
lourds et complexes que le Fer. Le mé&me raisonnement appliqué 2 1'Uranium donne
10 276 points, et du coup, tout l'univers n'y suffirait pas, quand bien m&me on se
contenterait d'une molécule par nombre de la table.

Mais il y a de nombreuses manigres de calculer des solutions approximatives
3 1'équation de Schrédinger. La théorie des perturbations nous semble une voie

privilégiée, dans la mesure ol elle introduit une structure simple (les ordres
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successifs) dans quelque chose qui "a priori" n'en avait pas (la fonction tabulée
ci-dessus), permettant ainsi véritablement la connaissance. Et c'est probable-
ment pour des raisons de ce genre que Schr¥dinger lui-méme (21}, a appliqué
pour la premidre foire la théorie des perturbations a la mécanique quantique,
Cette théorie, due 3 Lord Rayleigh, servait a l'origine & résoudre le pro-
bleme suivant :
- soit un systéme décrit par un hamiltonien Ho, dont on connait les valeurs

o o
opres e et les fonctions propres
propres e et P¥OP ¢

~ supposons que l'on soumette ce systd®me 2 une perturbation extérieure
(champ magnétique, par exemple).
I.e nouvel hamiltonien pourra s'écrire :
H=Ho+ AP
oli P représente la perturbation, et A est un parametre mesurant la
grandeur de cette perturbation.
- Alors, si l'opérateur P satisfait certaines conditions que nous-examinerons
plus loin (Par. 4), on peut décrire les valeurs propres et les fonctions propres de
H par des séries ne fa&:ant intervenir que les sqlutions de Ho :

Be L, X @ XII = p:Zo}f“I’;?j..f;f-} (1.1)

p=0 (p)

Nous allons rappeler comment on peut évaluer les corrections e et

\l,;(p) et comment ces résultats permetteﬁt d'aborder l!'étude des atomes com-

plexes,

Ecrivons o wY¥ - E\.P- |
it (Ho +7\P)(§ 3P \P ce)) | (E A\ gir).) QE N \P (PJ}

on peut grouper les termes facteurs d'une mé&me puissance de l de plu-

sieurs mani2res, obtenant ainsi différents schémas,

1 - Le schéma de Reyleigh-Schrsdinger consiste 3 réécrire 1'équation (1,2) de la
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f

maniére suivante ;

m-5)Y- o oo _ | |
=.(Ho+2<Pé=e(°) ;’; lPew))("{lwﬂk Z ;’\P \_I)QP))

= (Ho - ey 9, Z; N [_(H e p ey ) KL ?(r-ﬁgl
comme \P° est solution de Ho, on obtient une série d'équations qu'on appelle
équationsde perturbations :

(Ho - etoﬁ_\limz_P LPLr-i)+ Z e(&) +(r—&) (1.3)

grice 2 cette équation on peut obtenir les corrections de proche en proche, Ainsi

pour la correction du premier ordre :
(Ho - e&-.OJ)q) (1 _ P\P(O) ;oM 4, (0)
multiplions & gauche par () et intégrons : :

<k|1w|}'[c,e,(‘°f \PCﬂ) — < Lk‘@lf’l w(a)) " e£4)< +Loy| \Ij(a3>

I'hamiltonien étant un opératenr hermitique, on a :

(‘Pt")ﬂ}{@-e@’ \P(q> - < ‘Pmi)’[o—em’ LP@> — 0
si on suppose que l'ensemble des \IJ.:) est orthonormé, on obtient la formule bien
ew =< -4,@ £| \PM>

o .
(o) n'est pas dégénérée, Sinon on montre

(Condon et Shortley (15), Shore et Menzel (22, p240) que la dégénérescence peut

connue

Ceci n'est vrai que si la valeur propre e

étre levée a l'ordre 1 en diagonalisant la matrice:
\P{ol I l \Piw
“distinguant les différentes fonctgonsr défénérgés.
Le schéma de Rayleigh~Schrddinger est commode pour les calculs de proche
en proche, mais il a I'inconvénient de ne pas donner de formule simple pour les
ordres élevés.,

2 —Schéma de Brillouin-Wigner -

On peut regrouper autrement les termes de 1'équation (1-2), en écrivant :

m-8¥ =o o S

= (Ho + AP — &_ Z; AT e ®)( W '+ Z: W 9D
sro - ) 494 N[ (- E) Y@, p g0, @ o]
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dans cette équation on sfest servi du fait que
q £3 q

° E > LE P

e
pour avoir le coefficient de \{J(")

- i

on obtient 1'équation de perturbation

(Ho - E) \P(f’)_ -P \l}(r-o N

Cette équation est plus simple que 1*équation de R.S.

P\, @
e P
mais on ne peut s'en servir
que si l'on connait E, solution de 1'hamiltonien total, par des mesures expérimen-
tales, par exemple,

On obtient des formules compactes pour les corrections des différents ordres:
et intégrons, on a :

Oy = CYOIR|Y+ YO YO

p(®) sont orthogonales 2 \{JU , ce que l'on peut tou~
jours supposer, on a qimplement

o (P} _ -< \P © \i_, (-9 )

on peut arriver a une formule plus explicite en calculant %’ f de proche en proche:

\PU_ Z . \|J(°J

K-.
1'indice o dans \P(")

multiplions & gauche par

" -E) (YO

Si les différentes corrections \

Pt

Calculons
indique qu'il s'agit de 1'état fondamental, mais il pourrait
s'agir de n'importe quel état,

Alors

ef‘) \P (:)

(Ho - Eo) ‘Pm =-7 ‘PS)

{0}
E e lHs- Bo) Ve =
multlphons a gauche par e

< \PLG) (]‘{ E) \Ffo)>

a cause de l'orthonormahte des

O

"I’('°) + E:(0\},(0)

intégrons, on obtient

HElelye) - YRR

@ le premier nombre se réduit a

et le deuxigdme terme du second nombre est nul, Il vient

Yo

j

et en reportant dans (1. 6)

RO IR09)

(5 -E.)

e\ B Pl
> =0, DG5S
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utilisant alors (1,5) pour p=1 et p =2, on obtient :

= <WIPIYYS
" CCVEIPLES KPR S
€o - .;Z# (E, - e5)

Avec la m€me méthode, on trouve sans difficulté :
! ‘ i .
SUREED 20 NN B R B
’ ] 2 a {o} (o) [o}
P (Ea-e Y (- D)L (E-e)
-, o a) 3, -] “rs PN i
ot Re o= ¥R W '? ?

et le signe 2~ signifie que 1'on omet le terme j x -9

3 - Schéma de Brueckner-Goldstone

Les deux schémas précédents peuvent s'appliquer quel que soit le systéme en-
visagé, Lorsque ce s&rstéme est composé de plusieurs particules on peut regrouper
différemment les termes du développement de Rayleigh-Schrédinger. En effet,
BRUECKNER (23) , en étudiant les systtmes ol le nombre de particules N de vient
trés grand, a montré que le schéma de Brillouin-Wigner converge trés lentement,
parce que les corrections sont indépendantes de N et le "déplacement d'énergie
par particule' tend vers zéro quand N augmente; mais dans le schéma de Rayleigh-
Schrédinger, les corrections sont préportionnelles a2 N, tout au moins pour les
ordres les plus bas oll on peut faire le calcul facilement. Il a alors émis 1'hypo-
thése que cette propriété était vraie pour tous les ordres. Clest GOLDSTONE(24)
qui a démontré cela. C'est le "linked Cluster Theorem!. Pour utiliser ce théorame,
il faut introduire le'concept d'opérateur & n particules,

Soit un systéme & N particules; on peut considérer des fonctions de .base ”i‘)l: ,
produits de fonctions ne faisant intervenir que les coordonné&sd'une seule parti-
cule, ou combinaisons linéaires de tels produits, On dit alors qu'un opérateur Xn

est a n particules lorsque:

CHIX IS =0 (4.7)

pour toutes LPE et LH différant entre elles par plus de n fonctions mono-par-

ticulaires,

Ainsi, dans les atomes, l'opérateur de Spin-orbite est & 1 particule et 1'in-
teraction coulombienne s

= 2 -

G = £>& 2,

est un opérateur A deux particules, "
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De plus, on appelle opérateur effectif & n particules, un opérateur de la

o o Tl MR Ry R W

Hds e d () Cal ) [
2 w (e:\--esl). (eh_l- 3“)

olt le signe [ signifie que la somme porte sur certaines valeurs des indices,

forme :

faisant intervenir des fonctions ]\P )telles que la condition (2.7) est satisfaite .
Il est bien clair que dans un atome a N électrons, il ne peut y avoir d'opérateur
effectif 3 plus de N particules, it on peut rémplacer le développement (1.1) par
E o= & <YYIS Y

ol 8, est la somme de tous les“;pérateurs effectifs 3 n particules. Pour calcu-
ler ces sommes S, il faut faire apparaitre des structures semblables dans les
termes du développement de Rayleigh~-Schrddinger, et on se sert pour cela de
diagrammes.

Une étude plus détaillée de ce schéma nécessiterait 'introduction des opé-
rateurs annihilation et création, et de diagrammes de FEYNMAN ce qui sort du

cadre de ce travail,

Avant d'aborder l'étude de la convergence des séries (1.1), voyons comment

on se sert de cette théorie pour étudier les atomes isolés.

Nous pouvons maintenant aborder l'application de cette théorie des pertuba-
tions (en abrégé T. de P.) au cas des atomes & plusieurs électrons. Il s'agit ici
non plus d'étudier I'influence de perturbations réelles et extérieures i l'atome,
mais de résoudre l'équation de Schrédinger elle-mé&me, dans le cas d'un atome
isolé, dans l'esprit du paragraphe 1.

Dans le cadre non relativiste, et en négligeant 1'interaction spin-orbite, que

nous examinerons plusjvloin (par. 5) 1'hamiltonien d'un atome & N électrons s'écrit:
S BECEL ﬂ -ZeMn )+ ) ety (1.8)
c)a
C'est le terme d'1nteract1on e qui empé&che la séparation des variables, et

T.. .
1]
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qui fait que la solution exacte est impossible 3 obtenir, comme le disait Hartree.
Clest pourquoi Slater (20) a introduit 1'hypothtse du champ central, qui permet
d'appliquer la T.d.P.Il remplace 1'équation (1. 8) par
N N ~
. )
HeHos Hy o [-#hacvies] + ) [-V0)-Zen]e ) ehy  (1.9)
id ied '

‘73
Ce champ central V (ri) est censé représenter le potentiel moyen dans lequel se

déplace chaque électron, Mais il faut remarciuer dés maintenant qu'on pourrait
prendre n'importe quelle fonction, puisque c'est un artifice de calcul, Son intérét
est cependant essentiel. En effet, les solutions de 1'hamiltonien Ho sont faciles &
obtenir , car
1) les variables des différents &lectrons se séparent
2) de plus, V (ri) étant central, c'est-i-dime & symétrie sphérique, les variables
angulaires et radiales de chaque élecl:,ron se séparent, En effet, si on écrit :

(‘f = -I_r k‘FL
oll LPL sont les fonctions dl'onde ;';tono—électroniques, on a

H.oV . e”P
ce qui revient 3 : (‘Z g')(Z:TLH): E(aj(-’:rl/'f) ok B Y LE W iaaen

ol Bo= -4n; +V(Q)
(o}

et on a : E = L E;
on peut séparer les variables en posant :

\H_ = L’J('zé,et‘ ()o,,J = a (‘2;_} X (854 lp‘)
Les factewws angulaires X.(G,‘P) ne sont autres que les fonctions propres du Laplacien
en coordonné&s sphériques, clest-a-dire , les harmoniques sphériques

2
o A (o,R) = Y2 (6:,%)
Pour le facteur radial O{(’H) on a 1'habitude de définir :
Rae (“a) = R (’3:‘.)/”-;

Appliquant alors le Laplacien en coordonnées polaires, a la fonction LP,_ , divisant

par X.(G‘?) , et tenant compte de la définition de R o Qui fait disparaitre la dérivée

1
premigre, on obtient :
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[_ 1__51__.2 A1)+ V()] R (u)=€4 R, (2)  (1.10)
2 dr; 2 rf )

La fonction ‘]U ne serait pas compléte si on n'introduisait pas le spin des élec-
b

trons pour des considérations extérieures 3 H o

Finalement \P

R\-.E (‘2:.) y 4

*ﬂf?v'n.(:wn,x (") - z

- mp (ﬁ;' ch) 5 (o_‘..l mﬁ)

Cependant, on sait que la fonction \P ainsi définie ne satisfait pas le principe
d'exclusion de Pauli, Il faut, en effet, que L*V soit antisymétrique par rapport
a l'échange de deux particules, et on introduit alors une combinaison linéaire de

fonctions LF dite déterminant de Slater :

g x| B0k
A

VNE | W o) - Yo, ()

m S). La valeur propre

ou o; désigne un jeu de nombres quantiques (n 1 m 1
E(:J est en général, dégénérée et 1'ensemble des-%rr,| associées a Ems'appelle
une configuration; cette notion de configuration est donc une conséquence directe
de l'hypothése du champ central,
Avec ces déterminants de Slater, on peut appliquer trés facidement la T.dg P.
On sait, en effet, que si les "H sont orthonormés dans le sens :

< "P.( ,‘.k})&* > = 5‘*"‘; ’
la valeur moyenne d'un opérateur & n particules ne fera intervenir que 2 n
fonctions (}U“_ (n & gauche et n & droite de l'opérateur).
Donc, grice 2 1'hypothése du champ central, on peut appliquer la théorie des
pertubations au calcul des énergies et des fonctions d'onde d'un atome, a condi-

tion toutefois de pouvoir obtenir toutes les fonctions LP.{ . Encore faut-il que

la théorie soit valide dans ce cas-]a, et c'est ce que nous allons voir maintenant.

IV - Etudes des séries de Pertutbatboms

1) Convergence

L!'étude de cette convergence n'est pas simple, & tel point que T. KATO (25)
déclare que la théorie des Perturbations est devenue une discipline mathématique

a part entiere,
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- D'une manikre générale on peut se servir des:théorémes suivants : (voir 26)

Théorgme de Rellich (1939) (26) : Si H est hermitique, et @ une fonction du do-

maine de Ho, le schéma de R.S. cbnverge ‘pour A ‘suffisamment petit, pourvu qu'
existent deux constantes A et B telles que : o 4
(PR[PQ) < A (HD|HB) + B (BID)

Corollaire de KATO (1951) (26) : On peut appliquer la théorie des perturbations. &

n'importe quel systéme atomique ou moléculaire pourvu que A soit suffisamment
petit et que P n'ait pas de pble pluis fort-qﬁe l'interaction coulombienne (en _l_)qui
est dans I—I | | F
Donnons un exemple de ce que 31gn1f1e : "suffisammept-petit".

KATO (25) étudie la convergence de l'a.pplicé.tion 4 1'atome d'Helium de la\_.Asépa.ra—

tlon de 1'harn11ton1en su1vante :

' ' 2 1
He2 T ¢ hoo-th) o+ 5L
. - y—— / \ﬁ_ll_/

on a alors des ser1es en pu1ssa.nces de 1 qu1 convergent lorsque Z 7 7 64 ( (25)
P. 41 0) , ¢ est -3 - d1re dwergent dans lg cas de 1'Helium (Z = 2)

Par contre 1a separatmn (loc. cit. p. 412)

H_ 2)'_( 1 A; -1 %) -¥) o{X{i (111)

z 1
Ho=2) (%) +. oz
i=1 ri Z T,
113

donne des séries convergentes pour Z 4, 1 avec la valeur opt1male

i

YTz

oL

2) Développements asymptotiques,

‘Cependant. KATO a également montré que si les séries ne convergeadent_pas,con
pouvait les considérer comme des développements asymptotiques. R

Rappelons la définition d'une série asymptotique :
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On dit qu'une série S converge asymptotiquement vers F si il existe une valeur
: n ' :

11
‘no telle que

l s - F |'< IsnI -F| ¥ o (1.12)
8]

On a également une formule simple due 3 J.B. KRIEGER.
Théoréme de KRIEGER (1968) (27)

dans lé développement en série (1,.1), les termes

%(FH)E et S(P)lp ] :
3 AP . AP

=0 Azo
sont donnés par le schéma R.,S., méme si la série diverge pourvu gue tous les ter-
mes jusqu'd l'ordre p + 1 inclus existent, et on a une série asymptotique. .

3) - Stabilité,

Une autre propriété importante des perturbations est la Stakiilité des valeurs
propres, si Hg est herrn:'it:ique, et que la série converge, Caci signifie qu'a toute
valeur propre e de Ho, de myultiplicité m, correspondent exactement m valeurs
propres de H, cette correspondance est donc biunivoque quand m =1, c.a.d. s'il
n'y a pas de dégénerescence; nous utiliserons cette propriété au chapitre III.

En résumé'l‘application de la théorlie des perturbations aux atomes complexes
ne pose pas de probldme, 2 condition que V{(r) n'ait pals de p&le plus fort que 1.

Ceci restreint donc le choix de V(zr) F

Pour les atomes lourds on ne peut pas négliger l'interaction spin-orbite. Il faut
donc rajouter aux équations (1;8) et (1.9) le terme
> -
B 5 = g (1;) S, . I,
Il v a deux manieéres de définir (r)

a) dans 1'hypothése du champ central, on montre que (16), pl30)

‘%‘(r).:_-j_'b\f(h)
ro9F

La grandeur de l'interaction dépend donc directement du choix de V{r}, qu'il

faut supposer'réel" et non plus arbitraire.
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b\) Dans Fe modele de Hartree~Fock, ol 1'on n'a pas de forme explicite de V(ri), on
peut employer ia formule de BLUME et WATSON (28). (r) est alors une somme
d'opérateurs effectifs & une et deux particules.
Dans les deux cas, on montre que
I
[g (")] <

=c "

Si on mettait directement H, dar:s H, (eq.1.9) on ne serait donc pas dans les
conditions du théoréme de KATO, alors méme que ces conditions auraient été
réunies pour Hlseul.

A cause de cela, nous emploierons un schéma de double perturbation.,

H=H +H +H (1.13)

2
on obtient alors

{HY = <H2\>° + CH, > (Fanann,

P IPLLTITION
<H 277% % ii)(t)|H2'|§)(°J>+ <q1{°)| Hzl \.!J(i)>

L\"I (o) et ‘P (1) se référant au développement (1.1). Nous n'aurons jamais besoin

it

des ordres supérieurs dans la pratique. (Nous considérons cette série comme
asymptotique avec ho = 1 dans la relation (1.12) Grice & cette séparation, on peut
traiter l'effet de Hl(aus si appelé effet de corrélation) aussi précisément quton le
veut, ne faisant intervenir l'interaction spin-orbite que I'orsqu'on a obtenu les

R \Y
solutions \P (P) )

VI- Conclusion

Nous avons vu que grice & 1'hypothese du champ central, la théorie des pertur-
bations peut &tre appliquée aux atomes complexes. Dans la pratique, le probléme de la
convergence des séries ne se posera pas, car nous pourrons toujours consgidérer ces

Pl > L) ~ - [] - -
series comme asymptotiques. Ce résultat des mathématiciens nous semble essentiel,

car il justifie en fait l'arr&t des calculs & un ordre f:: quelconque.

O
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CHAPITRE II

Dans ce chapitre, nous montrons d'abord qu'il faut choisir V (ri), puis,
par des exemples, quelle est 1'importance de ce choix, Nous introduisons alors

les critéres de qualité, pour les fonctions d'onde et, ensuite, pour le potentiel,

Nous donnons alors un apercu de la méthode pratique de calcul, et des critéres que

nous avons étudiés. Suit une discussion de la méthode, et du choix des schémas
de perturbations. Nous terminons ce chapitre par un résumé. Rappelons que nous
ne faisons ici qu'introduire les critéres de qualité, que nous étudierons en détail

au chapitre suivant.

Introduction

Nous allons, dans ce chapitre, exposer bridvement la méthode que nous pro-
posons pour calculer les énergies et les fonctions d'onde des atomes. Nous en exa-
minerons de plus pres les points importants au cours des chapitres suivants.

Nous nous plagons dans le cadre de la théorie des perturbations, appliquée
a 1'étude de l'atome grace 2 l'hypothese du champ central. Rappelons que ceci
revient & écrire 1'hamiltonien d'un atome isolé ainsi (cf. chap.l)

H=H°+H + H

1 2
W .
ol H_ = ZI(- LA + v (r,)) (2-1)
LYY
H, = Z (-V(ri)—Zl_e?')r-l-Zi

(B R ) 5 i>d oy
H = (g\r:) -‘;?Ti i i?l-, ‘a

N'est le nombre d'électror%s de 1'atomd?} V(ri) est le "champ central', % (ri) est

une fonction radialintervenant dans 1'interaction spin-orbite et que 1'on déduit
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d'un développement en({-]z de 1'éqﬁation de Dirsc. Comme nous l'avons mentionné .
au chapitre précédent, il existe plusieurs approximations de cette fonction, mais
dans tous les cas % (ri) peut s'exprimer en fonction de V(ri) ou des solutions de
I—Io, Nous avons vu également, au chapitre précédent, que les fonctions propres

de Ho sont des déterminants de Slater, et que, si on peut obtenir l'ensemble de ces
fonctions, alors on peut €également calculer les énergies et les fonctions d'onde de

H par un développement en série de perturbations :
E = "’z P o ? Q)
I &7s ? s ‘-,-;O“VS (2.2)
En effet, les contributionsej (p) et "Ijj-(P) de l'ordre p pour 1'état J peuvent

s'exprimer de telle sorte qu'elles ne fassent intervenir que les fonctions et les
énergies monoélectroniques de 1'ordre zéro. Or nousg avons vu que les parties
angulaires de ces fonctions sont des harmoniques sphériques et que les parties
radiales (que nous appellerons par la suite : '"fonctions radiales') sont les solu-
tions d'une équation:: différentielle aux valeurs propres :

(r) (2.3.)

nl

(-5 8% + 21r(1+1) b V() )R ()= E

Enl est 1'énergie monoélectronique, et 1'énergie totalede 1'atome 2 l'ordre zéro

n'est autre que N

nl

On ne connait pas les solutions exactes de 1'équation (2.3),mais il y a des
méthodes numériques de résolution approchée qui, comme nous le verrons par la
suite, sont largement suffisantes, Il est donc pratiquement possible de calculer

les solutions de Ho’ a4 une seule condition : connaitre V (ri).

Cette constatation capitale est la pierre angulaire de notre inéthode;

Il suffit de connaitre V (ri) pour pouvoi.r calculer les corrections
aux énergies € (g) et aux fonctions d'ondes \f(ﬁ) a n'importe quel

ordre, p et pour tout niveau.J
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Or ce V (ri) n'existait pas dans 1'équation de Schrddinger originale, Il s'agit, répé-
tons-le, d'un artifice de calcul, qui n'a été introdﬁit gue pour permettre l'applic;a,tion
de la théorie des perturbations. La seule limitation a priori & notre liberté, en ce domai-
ne , vient du fait que les séries (2.2.) doivent converger, et ceci implique(cf,chap.I par.
IV) un comportement coulombien A 1'origine, mais il reste une infinité de possibilités,
Or, si nous voulons calculer quoi que ce soit, ii faudra bien se fixer une fonction V (ri);

en d'aut res mots, il faut choisir V (r‘) Mais comment choisir parmi une infinité de

possibilités?.Heureusement, nous allons voir que, s'il semble que V (ri) soit arbitraire

en principe, en fait il n'est pas indifférent. Nous pourrons alors , par des considérations

physiques, définir des potentiels optimaux. Puis, nous limiterons le choix de V(r.} a

i
une certaine classe de fonctions, telles que l'on puisse approximer ces potentiels, En-
fin, nous décrirons une méthode de calcul pour obtenir, avec ces restrictions, une ap-

proximation optimale,

| Exemples—
Montrons d'abord par deux exemples 1'importance du choix de v (z. )

Le premier exemple est celui que nous avons cité au chapitre I.(KATO (25) a mon-
tré que le choix ' '
Vvi{r)=-2 ei
i gl
r,
i
par un changement de variable approprié, permet d'obtenir des séries (2.2.) en puis-
sances de 1/Z., Mais celles-ci ne sont pas convergentes pour un atome 3 deux élec-

trons et Z { 7.

Par contre le choix

V(ri).'-'- - z(1-§)e"

r.

1 .
donne des séries convergentes pour Z}4 et y=1
4 Z

Donc le bon comportement 3 l'origine ne suffit pas a assurer la convergence des
séries (2.2.), encore faut-il que la perturbation soit suffisamment petite.
Mais, et c'est 12 qu'intervient notre deuxigdme exemple, m&me un choix de V (r)

assurant la convergence peut-&tre considérée comme mauvais dans certains cas.
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En effet, S.T. EPSTEIN dans "What is H, ?" (Cf. 12) montre que pour un cer-

"

tain V (r;) obtenu & partir derfsultats de Hartree-Fock, tous les niveaux excités

de Ho sont dans le continuum; ceci a poﬁr effet que les ffacteurs du genre ;
(Yol H’\% \Vk )
(&a - &)

sont tres petits, car(e, ~ e ] est trés grand, et on peut penser que ce fait assure

la convergence. Cependant, si nous nous servons de ce pdtentiel pour prévoir des
niveaux d'énergies, la comparaison avec l'expérience sera catastrophique. S.T.
EPSTEIN imagine ¢u!il existe dans la nature un vrai "champ central, et une bonne
approximation de ce champ central devrait -pe‘rmettre de calculer "a priori'” des
niveaux d'énérgie proches des niveaux expérimentaux,

Nous pensoﬁs que cet exemple est tr¥s instructif, et nous allons y réfléchir plus
longuement,

Puisque la série des perturbations converge, il est clair que si on ne se contentait
pas des valeurs propres de H,, on obtiendrait probablement de bons résultats, en
allant assez loin dans la série.

En d'autres termes, c'est parce qu'on désire faire des calculs simples, (c'est-
a-dire s'arréter aux petites valeurs de p)}, que ce potentiel est "mauvais'.

2 - Formule des accroissements

Nous allons maintenant montrer, en employant la théorie des perturbations, -
qu'en effet, si les calculs étaient exacts, le choix de V serait indifférent,

T +V
-V +Q

]

Posons : Ho
H;

T est l'énergie cinétique. V l'énergie potentielle du champ central, Q 1'énergie po-
tentielle de 1'hamiltonien réel.
Utilisons le schema de Brillouin-Wigner, qui est le %lus commode, soit
E\P) S_ “@ E%‘% f—- ) —_ ‘ “\})

=4, 2Y¥s = 2;,. :
Nous avons vu (Lchap,I) que 1'on obtient alors 1'équation

(o -E)M,‘?‘*)*-H%J‘P*Me“‘t )
soit : (T +V - EY)| j ¥ )--(-v+Q)g ) re )'g j‘“’) ) (2.4)
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Supposons que l'on change V en V + 4V, et que dV soit suffisamment petit pour que les

fonctions ne soient pas changées & l'ordre p, mais seulement les énergies; on a :

124

(T+vaav - BPEPY = o (v oav ) 59 + (eF+daf)} 3 ) (2.5)
soustrayant (2.4) de (2.5), il vient :
aviy® = avit ) 4 el )

multiplions 2 gauche par ( _]@I et intégrons; si les fonctions sont orthonormées on
a: ‘ ‘ .

d S g --'s'ﬁ o) | Ao 1)

e;= (371 d Vi) - (fra vy oglert)

Or, si nous avions fait le calcul pour l'ordre p~1 nous aurions eu

de"};"'f-_'!‘ (jd V! jt\;'éé) - (Y avi j(;::--l? )
et pour l'ordre zéro

dejo = (°1dVvy jcy), ‘

- formule classique qui se montre directement.

En ajoutant ces corrections, tous les termes s'annulent sauf le premier et on

‘obtient :
aEBY = (j"ia vijwW)
or si les séries (2.2) convergent, on a
limite E jk'm = o
P
et donc
" Lot
limite 4dE; = o
P ol ~

Or nous n'avons fait aucune hypothese sur V, & part la convergence de (2,2). Donc
-les énergies sont stationnaires pour n'importe quel choix de V si p.peo. Cette
constatation n'est pas liée au schéma de Brillouin-Wigner. En effet, on obtient

le méme résultat dans celui de Rajleigh-Schrc‘Sdinger, en utilisant 1'équation

(1.3) du chapitre précédent. |

Donc le choix de V (rl) est indifférent si 1'on pousse les calculs de perturbation
ju.squ"au bout pour des séries convergentes-.

Par contre, si l'on décide d'arréter les calculs & I'ordre p; les énergies ne se-

ront pas en général stationnaires pour n'importe quel V (ri) et cela aura un sens de
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choisir un certain V (rj).

3 - Comment choisir V (r) ?

Une question se pose alors : Comment choisir V (r) ? C'est-a-dire comment
juger qu'un V (r)est meilleur qu'un autre ? Nous avons implicifement répondu

a cette question dans l'exemple de S, T. EPSTEIN : On peut dire qu'un potentiel

est meilleur qu'un autre, si, par exemplejles niveaux d*énergies calculés a 1'or-

dre p sont les plus proches des niveaux expérimentaux. Nous formulons ainsi

un crit2re de qualité du potentiel. Bien entendu, ce n'est pas le seul critere

possible, comme nous allons le voir. Nous introduirons dans ce chipifre, les
critéres de qualité par des exemples , réservant leur étude précise pour le

chapitre suivant.

Les critéres de qualité pour les fonctions d'onde

Cette Hotion n'est pas nouvelle, Déja en 1935, BARTLETT, GIBBONS et
DUNN (29) contestaient la valeur des résultats de HY LLERAAS concernant
'atome d'Helium, en discutant la qualité de sa fonction d'onde. Toutefois, jus-
qu'a présent , les criteres n'ont été définis que pour des fonctions d'onde, et non
pour des potentiels. Nous discuterons néanmoins la nécessité de ces critéres pour

les fonctions d'onde, car nous les transférerons sur les potentiels en les généra-

"lisant A des ensembles de solutions d'un Hy donné,

V'R.'emarq‘uons des 1'abord, que, & l'instar des potentiels, ce n'est que pour des
sdutions approchées de 1'équation de Schrddinger que des crit®res sont nécessaires.
Si on avait en effet la solution exacte pour un niveau, elle serait unique (& la dégé-
nerescence pres) et 11 n'y aurait rien & juger. C'est lorsqu'on se contente d'appro-
ximations qu'il faut se demander laquelle est la meilleure. Habituellement, on
procede ainsi : on isole une des propriétés de la solution exacte, et on essaye d'en

déduire une méthode approximative de résolution, En effet, ces critéres ne sont

d'aucurte utilité si leur formulation précise ne permet pas de passer du qualitatif

- au quantitatif. En général on associe & un critére une fonctionnelle dont on cherche
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le minimum. Rappelons qu'une fonctionnelle (ou : forme) fait correspondre & une
fonction, un nombre réel. (cf. appendice A, 2)_ . Ainsi, un des critéres les plus
connus, le "principe va.riationnel’;est celul de la minimisation de 1'énergie totale,
conséquence du théoréme de RITZ (1,30) qui s'énonce ainsi;
- 80it A un opératenr hermitique défini par exemple sur l'espace des fonctions de
carré sommable J;Z, et soit a une valeur propre de A. Alors la solution de 1'équa-
tion

Au=anu
est celle qui rend minimal le quotient

a'={ ul A} u)
u | u)

qui est alors égal & a.
La méthode de Hartree-Fock consiste & appliquer ceci aux atomes avec la

fonctionnelle ;:

E'(Y) = (¥ 1H]Y) (2.6)

o]

ouY est choisie parmi l‘ensemble(dgs Ed?ejq:grminants de Slater, On a alors pris l'ha-
bitude de dire qu'une fonction ¥ est "meilleure' qu'une autre si son énergie totale
E' (V) est plus petite.

C'est justement ce que contestent BARTLETT et al . Ils font en effet remar-
quer que, pour la fonction de HYLLERAAS, pour laquelle E' (¥ ) est excellente,

le rapport H ™ (r. % o
PP (=% 40 (2.7)
WIS B

£v“ - -
n'est pas constant pour toutes valeurs de ( r: VY, ), mais varie entre zéro

|
et 1'infini. Ils introduisent ainsi un autre critdre, qui revient & minimiser les va-
riations du rapport (2.7) au sens des moindres carrés. Cet exemple montre gu'il
vy a plusieurs criteéres possibles, qui ne sont pas équivalents. Nous verrons une

définition plus précise de ces critdres au chapitre suivant.

IV - Criteres de qualité pour les potentiels

Examinons maintenant la possibilité de définir des critdres pour le potentiels,
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Ici encore, nous nous bornerons a citei des exemples, Notre démarche est tres
simple: nous pouvens, avec un V (r) quelconque, calculer des énergies et des
fonctions d'onde & l'ordre p, et nous pouvons juger ces résultats selon les criteres
définis plus haut, |

Nous n'avons pas cherché i étudier les propriétés intrinstdques de V(r), en
effet, la forme précise de V(r) n'a pas d'importance en soi; seul compte, pour
le physicien qﬁi a introduit cet artifice de calcul, la qualité des résultats,

Il est alors possible de définir des fonctionnelles de V(r), dont on peut chercher
le minimum, par le biais des variations des fonctions Y associée 2 chague V(r)
ainsi :

E (V(r) )= (Yol HI "Tiwy) (2.8)

(il awy)

Bst une telle fonctionnelle,
Une autre fonctionnelle suggérée au paragraphe II, dont 1'intéré&t physique est
évident, correspondant a 1'écart quadratique fnoyen entre niveaux calculés et ni-
veaux exPé’rimenta.ux:' o i
SV (5)) = | Z‘_l L EPVO) - Gees)”| (2.9)
Nous pouvons alors dire qu'un potentiel V (r) est optimal, selon un critdre Cy
s'il minimise la fonctionnelle associée Sp. (nous mettrons toujours un indice p
aux critéeres et aux fonctionnelles pour:rappeler que si p—» & ces critéres n'ont
pas de sens). |
'~ Mais ces fonctionnelles sont extrémement compliquées, et on peut se demander

s'il sera possible de trouver les potentiels qui les rendent minimales, sans autre
P

approximation,

-~ Introduction du potentiel paramétrigque -

nous ne pourrons pas, en pratique, trouver les potentiels optimaux dans toute
leur généralité, Nous allons restreindre la classe de fonctions V (r,) dans laquelle
: i

nous chercherons notre solution, et nous justifierons ces restrictions.par la'con-

sidération du probléme physique qui nous préoccupe: l'application de la théorie
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des perturbations aux atomes lourds, comme nous l'avons exposé au chapitre 1,

1. Premli®tre restriction

7 Les spectres de ces atomes sont en général complexes, et il faut, pour les
étudier, pouvoir utiliser tous les résultats de la théorie des groupes (cf |F)
et de la seconde quantification (1%) - , appliquées aux fonctions angulaires,
Nous avons alors intéré&t a ce qu'il n'y ait pas de facteur radial dans les coefficients
de recouplage, ce gui implique que toutes les fonctions radiales soient orthogonales,
- Ceci peut &tre obtenu en posant

vj(ri).-_-‘u (z ) . i=1,3N
' j'_’on-"'w

ce qui signifie

a) pou; un méme état T de l'atome considéré, toutes les fonctions monoélectroni-
gues . sont 'soluti'ons diu méme I—;a_, et celui~ci étant herrmi'tique:, elles sont.
orthogonales. (Dans la théorie de Hartree-Fock, chaque fonction est solution
d'un Ho différent.)

b) pour tous les états J possibles, toutes les fonctions \, sont solutions du méme

H

o+ Ce n'est pé.s le cas non plus dans la théorie de Hartree-Fock,

Cependant, ce choix est pour nous indispensable, car seul, il permet d'avoir

un ensemble dé "’K. qui rende aisé - et en fait : possible - Le calcul des pertur-

" . bations i tous les ordres. D'autre part, c'est lui qui rendra notre méthode pré-

visionnelle, car il permet de déduire de la connaissance d'une fonction s, des
informations sur une zutre fonction "ﬁ:j .

- 2. Deuxigme restriction

MNous allons, en ocutre, introduire une deuxigme restriction ', beaucoup plus

importante que la premigre, puisqu'elle nous permettra de trouver effectivement

les minimum des fonctionnelles S (V(ri))..‘ Elle consiste & décrire ce potentiel

LV (ri) par uneé fonction analytique simple dépéndant de quelques parametres

dont l'ensemble @)~ v,%.) sera représenté symboliquement par { & ); et
nous écrirons : '

vj (ri) = U (ii,r) - cl),.)--o N : . (3.9) '
Pe e s v M

e e
I
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L'intérét de cette formule est évident: aux critéres de qualité des potentiels

sont maintenant associéee des fonctions

Sp (%)
et non plus des fonctionnelles, et il existe des méthodes tres puissantes, comme
nous verrons au chapitre IV, pour trouver le minimum d'une fonction quelconque,
quand on sait la calculer point par point, -

Par ailleurs,; la structure de l'atome est suffisamment connue pour que 1'on -
soit,guidé dans le choix de la fonction U (e,r), et 1'on peut espérer trouver une
formule nécessitant un petit nombre de parametres seulement,

On aura alors réalisé une économie considérable; car toute 1'information
d'un spectre atomique sera contenu dans quelques chiffres. Nous laissons pour

le chapitre IV la discussion de la formule choisie,

- Méthode pra.thue de calcul

Nous pouvons maintenant exposer plus p'récisément notre réponse - qui
n'est pas, bien sfir la plus générale - ) la question': Comment choisir V(ri) ?
Ecrivons symboliquement la phrase "U ( W, ) permet d'obtenir les

N fonctions Wﬁ;i et les énergies correspondantes EW@({} "sous la forme
U(N e ) = (0 BT )
Alors, ayant choisi un critéere Cp et une fonct1on-Sp (4) corresponda.nt.e :

nous dirons : Viz) = U (4y,r) : (3.10).

o U ( “‘m )~ (y 1LP3 W Ew\m ): Sp ( %aﬂ.) 4 Sp (“’ﬁﬁ’”-i}“}i) %%

i

Vu la complexité des operatlons désignées, il nous semble impossible de
procéder autrement que par approximationssuccessives, et en effectuant tous
les calculs numériquement,

On peut alors falre le schéma de calcul suifant :

i, Choix de Sp ( & ) et de la formule U (& ,1)
et estimation d'un’jeu (".f;) de départ

II, Calcul itératif dont le k-igdme cycle est :
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calcul numérique de U { o, 1)
2. résolution des équations radiales aux valeurs propres numériquement.
3. calcul des intégrales radiales nécessaires (par exemple intégrales

de Slater, de Spin-orbite etc...)

4. calcul de Sy (of)

comparaison avec valeurs précédentes. Si on a obtenu le minimum, aller
en III,

6. estimation-de A« tel que Sr( d“y Baky < SP (o)

7. faire ibh = ik+ Dok . aller en 1.
k
I - oty = &£ ; exploitation du potentiel trouvé .

Fin de calcul .

Nous verrons au chapitre IV en détail comment nous avons procédé pour

effectuer ces différentes étapes.

Disons seulement dés maintenant que nous avons utilisé une méthode de recher-
che du minimum d'une fonction qui ne nécessite par la connaissance de sa dérivée,
Gréce a cela, nous avons pu écrire un programme en FORTRAN pour 1'ordina-
teur UNIVAC 1108 de la Faculté des Sciences d'Orsay, qui peut traiterquatre cri-

teres différents.

Nous exposerons plus amplement ces criteres au chapitre suivant. Nous don-

nerons juste leur nom ici ;

- Le critdre spectroscopique consiste & minimiser 1'écart entre niveaux expéri-
mentaux et théoriques, calculés 2 ltordre p.

- Le criteére variationnel,ou Hartree-Fock Généralisé 2 un Spectre (HFGS), con-
siste & minimiser 1'énergie totale moyenne d'un ensemble de niveaux calculée a
'ordre 1.

- Le critere accélérateur de convergence des s8ries de perturbations (CAC)

consiste & minimiser la valeur moyenne de Hy
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- Le critére de Condon et Shortley est une variante du précédent, ne faisant inter-

venir que les couches ouvertes,

VII - Intérét et limite de la méthode ,

La méthode que nous venons d'exposer permet, pour la premiere fois, nous
semble~t-il, de comparer des criteres de qualité différents dans les m&mes condi-
tions d'emploi. Nous venons d'en mentionner quelques-uns mais on verra au chapitre
III, qu'il est facile d'en définir de nouveaux et de les comparer & ceux~ci,

Nous pouvons donc, grice a ce programme, faire des investigations détaillées
et précises sur les caractéres fondamentaux des solutions de 1'équation de Schré-
dinger.

En dehors de cet aspect théorique, il y'a, dans 1'optique du calcul de quantités
spectroscopiques, des avantages sur la méthode de Hartree-Fock et sur la méthode
paramétrique classique.

Par rapport aux méthodes variationnelles, il permet beaucoup plus simplement
les calculs en couplage in_termédiaire et en interaction de comfiguration. Il est beau-
coup plus adapté aux études de spectres entiers, puisqu'on obtient tous les niveaux
d'un seul coup, Enfin, les fonctions radiales obtenues ‘so-nt compatibles avec les
études angulaires treés poussées des méthodes de RACAH,

Par rapport a la méthode parasmdtrique classique, il permet d'obtenir les fonc-
tions radiales; d'ol découlent les hauteurs des configurations, les valeurs de n'importe
quelle intégrale etc,

On pourra, en fait, gréce au critére spectroscopique, reprendre 1'étude paramé-
trique de spectres trop simples (alcalins, alcalino-terreux, gaz rares) pour la métho-
de classique. On pour.ra également séparer les effets de différents mécanismes ayant
méme dépendance angulaire etc.. .

Quant aux limites, il en est une fondamentale : ¢'est la validité de la théorie desg
Perturbations. En effet, si la contribution des ordres élevés ne peut pas &tre rendue
négligeable par un choix convenable du potentiel, il est & prévoir que les calculs devien-

dront tres lourds, ou bien que les résultats seront décevants. Pour cette raison nous
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accordons une importance extréme aux théordmes de KATO et de KRIEGER (chap.
I, par. IV) qui permettent d'utiliser la théorie des perturbations de manidre
asymptotique si les séries ne convergent pas.

Ces limites apparaitront aux cours des calculs et nous laissons la suite de

cette discussion au chapitre V, avec la présentation des résultats.

VIII - Discussion des schémas de Perturbations

Dans le cadre de cette these, nous n'avons fait que des calculs aux ordres
O et 1, ainsi que quelques cas de mélanges de configurations. Ces calculs sont
donc indépendants du schéma choisi,

Mais on peut néanmoins de demander, si, pour la suite, un des schémas est
plus approprié,

Le grand avantage du schéma Brueckner-Goddstone dans les études paramé-
triques de type classique, qui est di & I'emploi d'opérateurs effectifs {cf. chap.

I par. II) disparait ici, puisque chaque opérateur correspond 3 des sommes
infinies qu'il faut de toutes fagons évaluer. Ainsi, il n'y a pas moins de calculs
dans ce schéma que dans celui de Rayleigh ~ Schrédinger.

Cependant; le remarquable travail de H,P. KELLY (14) utilisant un potentiel
déduit d'une fonction de Hartree-¥ock ressemble & ce que nous pourrions faire, et
il montre clairement que leg effets des opérateurs i trois particules sont nettement
plus petits que ceux des opérateurs 2 deux particules. C'est pourquoi , ﬁou:s pensons
que, comme on. doit tronquer les séries, on obtiendra de meilleurs résultats avec
le schéma Brueckner-Goldstone,

Notons, d'autre part, quu'il est pratiquement impossible d'utiliser le schéma

Brillouin-Wigner, car on ne connait pas les solutions exactes E nécessaires,
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IX - Résumé

La méthode que nous avons exposée répond d'une certaine manidre & la question:
Comment choisir V(r) ? Pour cela, il nous a fallu faire deux opérations étroitement

reliées 1'une & lfautre :

a - Restreindre V (rj) & une classe de fonctions analytiques simples,
dépendant de quelques paramtres, que nous appelons U (& ,r)

b - Définir des critéres de qualité, tels qu'a chaque critere C'P pourra
étre associée une fonction Sp(et ) ayant un minimum dans le domaine
de variation des (= ).

Nous dirons alors que le jeu de paramdtres, ( %u) rendant 5,(%y)minimale

correspond au potentiel optimal U { «n , r) selon le critere choisi.

Avec ces potentiels, on peut calculer les énergies et les fonctions d'ondes
atomiques a tous les ordres de la théorie des perturbations. Nous avons étudié
pour l'instant 4 criteres : comparaison théorie-expérience, principe variationnel,
et deux variantes d'accélération de la convergence des séries de perturbations.

Notre modele permet donc la comparaison précise de ces différents criteéres,
En outre, il permet d'étudier des spectres atomiques, de telle sorte que les études
de symeétrie angulaires si perfectionnées trouvent enfin leur partenaire radial,

Ses Jimites sont celles de la théorie des perturbations, et finalement, c'est

'expérience du calcul qui en montrera tout 1'intérét.
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CHAPITRE III

ETUDE DES CRITERES DE QUALITE

Ce chapitre comprend deux parties : .

- Dans la premitre nous exposerons une définition précise des critéres de qua-~
1ité pour les solutions approchées de l'équation de Schrédinger ; puis nous géné -
raliserons cette définition aux critéres de qualité pour les potentiels introduits
par la théorie des Perturbations.

- Dans ta deuxigéme partie, nous étudierons en détail pour chacun des.critéres que
nous avons cités au chapitre précédent, les applications physiques et l'analyse
selon les notions développées dans la premidre partie; la comparaison de ces
différents critdres ainsi formulés permettra de comprendre certains aspects

de la théorie des Perturbations appliquée aux atomes isolés,

A - Définition précise des critéres de qualité

Au chapitre précédent, nous avons dit que chaque critdre pouvait &tre relié
a une propriété de la fonction -‘fl,l » solution exacte de 1'équation de Schr8dinger,
Mais toutes les propriétés de cette solution ne sont pas intéressantes au point
d'en faire un critere. Ainsi la fonction V' est continue par rapport aux 3 N va-
riables et elle s' annule 2 l'infini. Or, on ne voit pas 1'intérét de prendre la con-
tinuité ol 1'annulation & l'infini comme critére d'une bonne solution, car il y a une
infinit € de fonctions ayant ces deux propriétés et qui sont de mauvaises approxima-

tions de ‘F
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Il nous faut donc &tre beaucoup plus précis. Nous aurons besoin pour cela par
la suite de quelques notions d'analyse fonctionnelle, mais pour alléger l'exposé, nous

avons reporté toutes les définitions en appendice.

I - Criteres de qualité pour les fonctions d'onde

1l - Criteéres et distances

Les criteres de« qualité que nous étudierons dans ce paragraphe concernent
toute solution approchée pour 1'équation de Schr&dinger, par quelque méthode qu'elle
soit obtenue, Cependant, pour simplifier l'exposé, nous nous limiterons au cas d'un
état non dégénéré et tel qu'il exis1.;e une correspondance biunivoque entre cet état et

une solution exacte de 1'équation de Schrédinger. C'est le cas pour le niveau fondamen-

tal des atomes, en général, L'opérateur hamiltonien :
H= S (-l .z ) 4+ &
g; 2 ¢ [: L-Try
£ A
est défini sur l'espace (3N) (cf. Appendice A 1), espace des fonctions 2

3N wvariables, continues, deux foig dérivables et de carré sommable,

Dire que nous cherchéns une solution approchée, c'est en fait, ne pas considé-
rer la totalité du domaine de H, mais seulement un sous-espace.

Ainsi,on se limite souvent Y DN » qui est 1'espace des combinaisons linéaires
de déterminants de Slater. Cette constatation explique la remarque - w0 o que la
continuité ne peut pas d 4 finir la solution exacte : En effet, chercher une fonc-
tion non continue reviendrait i englober e[z(3N) dans un espace plus général encore,
et la solution trouvée ne pourrait &tre que la vraie solution, qu'on ne sait pas obtenir,
Tandis quion sait obtenir dessolutions approchées dans les sous espaces considérés,
et nous allons voir comment,

C'est une évidence qu'un critere de qualité pour une solution approchée sert 3
juger si cette solution est proche, d'une manigre ou d'une autre, de la solution
exacte.

Nous allons donc introduire une distance dans le Domaine de H, notée f) (‘%,Y)

(Voir Appendice A 3a)
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2
soit alors G un sous espace du domaine de H, of (3N)
2 ,
G ¢ o (3N)
@ {.?.. .
et soit T € G , et Y& wds la solution exacte.
On dit que CP est la solution approchée de ¥ dans G , si
U /
PEET) «p(Y) ¥ e 2 ¢ (3.1)
On voit que cette distance peut servir i la fois & comparer deux solutions appro-
chées q’, e G, et i € G.a » et & calculer effectivement ces fonctions par
une méthode de minimisation. Ce sont les caractéristiques des criteres de qualité,

C'est pourquoi nous ferons l'hypothese qu'i tout critére on peut associer une dis-

tance et réciproquement:, .

2 - Exemple du principe variationnel

Nous allons vérifier cette hypothe®se pour le principe variationnel, Considérons

la fonctionnelle (cf. App. A.2.)

E'(¢) 'z(fwT?lHi?lS) $e G ¢ 01?3,\/)

P

(nous avons pris les notations classiques pour le produit scalaire et les éléments
de matrices). |
Alors, l'expression P (CP,Y>= | E°(®) - E(Y) | (3.2)
est une distance, .
a condition que

f’{cﬁ,ﬂﬂ) = 0o @\?":Y _ (3.3)
Les deux derniers axiomes des distances (f A 3 a ) étant évidemment satisfaits,
C'est a dire F(é)?):ﬁ(’f—’@)

P AT Y+ ptld, ) 2> p(F,X)

Or, (3.3) n'est pas vrai en général comme nous allons le montrer, D'une part en ‘
effet : , |

E'(/\ é) = FE ( é} ¥ A réel, donc ﬁ(%,/\@\:o @b J‘: # /\ @
D'autre part, soient @,, ek §L € G, et que nous pouvons, sans perte de généralité,

supposer normeées et orthogonales .
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Alors E'(‘E.‘_@?_): _(_75!:’1—;-‘}21[-}{_4{)1_%_ $.)
Cé‘l'i’ a'-).. l éi"" -.,3_,)
posons E4=(§E‘|Hi§:&)
E, = (% | Hl‘PZ)

=
'

W = (Boiwit B
16, = V(3,1 3)

Alors ET ( é,‘ - éz) - r-‘ + Ez+ 2 E.{g
=R
Supposons que Cb,; ek @2_ soient telles que
E . Ea-Ea
w T T
On a alors El(§4i— §2)= E, - El(ﬁ)

On a donc trouvé deux fonctions ?4 et ( {’,, + ‘Pz_ ) telles que

f(§’4, (é;{‘f'ég,.)) = © ak ‘i‘.‘ + ‘%41'@;

Cependant, nous voulons conserver cette distance, car il est bien clair, que selon le
principe variationnel, les fonctions d'onde sont jugées d'apres leur énergie totale .asso-
ciée, valeur de la fonctionnelle E ’ - Et si on se donne deux fonctions é,, & Gil
et é,_ & G¥2

ayant la m&me énergie totale, ne pouvant juger quelle est la meilleure, on doit les dé-
clarer équivalentes.

. . s . /
Nous introduirons donc des classes d'équivalence:: pour la fonctionnelle E . et nous

dirons ¢, = & si ECE)= ECE)D

en particulier X B ® Ao

l'expression (3.2) est alors une distance pour ces classes d'équivalence.

Donnons un: exemple de classes d'équivalence :

Considérons un ._enr-;e.:mblé G de'-'fonéf:i'qrrs'.df'e:s:-séis d-épenda.nt d'un seul pa:famétre : %(F)
On sait alors qu'il existe une valeur de F;Po rendant E' (@({5:_)) minimale. Au voisi<. .
nage du minimum, E' (é(fs,,)) ressemble & une parabole, et il y a donc 2 valeurs de 8

B ek P"- , en.cadrant ﬁo , qui donnent 4 E' la mé&me valeur.

14 (P.) 2k W(P‘) sont donc dans la mé&me classe d'équivalence,
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Montrons maintenant que lar-meilleure solution au sens du principe variationnel est
celle qui est lz plus proche de la solution exacte au sens de la distance (3.2)
- Nous savons en effet- d'apresle théordmetde Ritz (chap.Il; par. III) que la solutlon
exacte crf est tella que
B (f ) em () v B o+ 8 o Lt ()
Considérons méintené.nt un sous ensemble & de oL (33"N), ou il existe une
fonction S§1' telle que
| E' (3, ) ¢ E (&) w &4 P ¢ G - (3.5)
et que, de plus, ®, soit I unigue €lément de sa classe d'équivalence dans G tel que
h @y =1 ( pour la den.mtlon de la norme cf. A, 4)
On aura alors . ‘ : '
(B (E) - B ()] <[B (&) -E($)]| ¥ Pe G (3.6
'posons c-;_n éifet . | '
A, == B (}) . A= - B (&) ,A=-E (F)
" dlapres  (3.4) et (3.5) ona | ‘ '

A, > A, > A S )
alors - .A.'% LAY |
entraine A, - A cA_ - A ' (3.8)
Les deux membxﬁ étant positifs, on pe:lt passexr aux valeurs absolues, et on obtient
(3.6) |
Ré'ciprOCiue_ment, si on sait que B ) ¢ © (on ne s'intéresse rappelons-le

qu'a l'état fondamental), on peut écrire

A, - Ay (A, - A v Al
- A, 4 - A ‘
E(¢)eE ($) »@ ,

Nous avons'don:':- associé au principe variationnel une certaine distance dans ol (3 N).
De plus, notre ré.isonnement montre que la solution trouvée est unique si elle est la

" seule de sa classe d'éguivalence 2 &tre normée.
Or, nous n'avons pas fait I'hypothese que <j'5_a ¢ G. Nous avons ainsi justifié

l'application du principe variationnel & une classe de fonctions ol 1'on sait que ne se
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trouve pas la solution exacte, Ainsi, la critique de Bartlett et al. (29), (chap. II,

par. III) au sujet de la fonction de HYLLERAAS n'est-elle pas fondée.

3 = Généralisation

Le raisonnement précédent se généralise immédiatement 2 n'importe
quelle fonctionnelle T (¢) dont on sait que la solution exacte la rend extrémale,
en considérant la distance :
CRI | Tc4) = T (W
11 faudra introduire également des classes d'équivalences appropriées.

Soit maintenant un opérateur hermitique A, dont le domaine est également 0\/.1(3 N).

Nous pouvons définir la fonctionnelle

s (& )= (d1Ald)
(&1¢)

et la distance )
G ($¥) = 15Cd) - sl | | (3.9)
ou "\’ est la solution exacte.
Nous ne pourrons pas, en général, en déduire une méthode de calcul de ¢3 si on
ne connait pas S({¥) , ousi 8 (V¥ ) n'est pas extrémale. Mais nous nous servirons

de cette distance plus loin (III, II, 1b),

4 - Propriétés de la solution exacte

Remarquons que toutes les définitions de distance doivent satisfaire lec
premier. axiome: ( A, 3.a) f[l,y;) =0 & 2=y | |
Supposons que 1'on se donne deux distances e, 'et fz. dans un mé&me ‘espace.Alors

b (%, 4 )=0e  flx,y)=0
entrainent Z; = 3,::- Ry
a condition que X%, Y o R, soient seuls dans leurs classes d'équivalence. On en
déduit que, évidemment
( (M, ¥) = o : ‘Quelle que soit’ e
c'est-3-dire que la solution-exacte rend minimales toutes les distances et satisfait

tous les ¢ritéres.
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Inversement, il suffit que
f’( $, %) =o

pour une distance particulidre, et que $ soit 1a seule de sa classe d'équivalence,
pour gue CP soit la solution exacte.

En fajt cet énoncé n'est pas assez précis, car les sdlutions approchées s'obtien-
nent en général comme limites de suites, Et il faut énoncer:
soit A un ensemble de fonctions d'essai contenant la solution exacte Y , et soit
une suite 'q),‘_ telle que
t’( Qn_::‘y'\f) < € V> "o donné 2 l'avance,
alors, si A est compact (cf. A; 3.4.), on peut énoncer :

Limite ¢, =V

n =oo
et de plus, cette limite est indépendante de 1la définition de la distance choisie,

On voit qu'il faut faire appel & la compacité de 1'ensemble des fonctions d'essai,

II. Criteres de qualité pour le potenti'el

Au chapitre II, nous avons introduit les criteéres de qualité pour les poten-
tiels , en jugeant ¢haque V(r;) selon les qualités de fonctions d'onde et des énergies
qu'on pouvait calculer avec lui. Nous allons maintenant examiner cela plus précisé-.

ment, et nous verrons alors tout 1'intér&t de 1'introduction de la notion de distance.

de ce chapitre, et nous ne donnerons pas d'exemple, pour alléger 1'exposé,

1 - Définition des classes d'épreuve

Rappelons tout d'abord, qu'avec chaque potentiel U (&, r ) , on peut construire un

hamiltonien Ho

N
Ho= D (-40: + U(« ,7) )

<=l

et calculer autant de fonctions d'on'de et d'énergies que 1l'on désire.
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En général, les énergies et les fonctions ne sont pas obtenues au méme ordre
des perturbations, et 2 chaque potentiel, on peut associer deux classes infinies ¢
pl
1. La classe %&) est l'ensemble des valeurs des énergies que l'on peut calculer

al 'ordre p avecle jeu (el )
£4- {=la), .., EJFPE’:-.\J,--- }
2. La classe I—’fi’i est l'ensemble des fonctions d'onde que l'on peut obtenir 4 l'ordre
p' avec ( & ) ,
R L, e )
11 nous faut maintenant introduire un nouveau concept, indispensable pour définir
des distances de manigre précise, c'est celui de classe d'épreuve.
Une classe d'épreuve est une suite finie de N éléments, extraite des classes infi-
nies ci-dessus, et notée:

@
_[-® @ 1)
€a={2%) , B, .. ... EJo}

A chaque potentiel, nous associerons une classe d'épreuve choisie de maniere telle

qu'entre deux classes d'épreuves quelconques (se référant bien slir au méme spectre},
d 4 . . s

tc; (&) et %Gl’\I ( £/ ), il y ait une correspondance biunivoque de composantes

E(P’( & ) et EJ-Q}j (£/). Ceci exclut, en particulier, les niveaux d'énergies dont la

&

dégénérescence pourrait ne pas &tre levée a l'ordre g

2 - Introduction des distances

Les classes d'épreuves %; font partie de l'espace M des suites finies (cf.
Appendice A, 1) ; toutes les distances définies dans cet espace peuvent donc s'appli-

quer ici, en particulier
= (%° 7 y o ¢4 [W')”J;‘
fm( RASE (JZI(E*@ -E}(z‘ﬁ (3. 10)
=4

On voit,que, sans l'hypothése de la correspondance biunivoque des énergies, cette
distance n'aurait pas de signification physique. Il est possible également de définir
des distances entre classes d'épreuve de fonctions, en faisant intervenir les distan-

ces définies au paragraphe 1,3 :
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soit f ( Cb‘} Cb,_ ) une telle distance, par exemple

E(®, & )= s (b)) - scd]

ol S est une fonctionnelle quelconque; ..'L

F(Jfr F'I) (Z (’(‘Pf-*l, ‘P (49) ) (3.11)

est une distance pour l'espace des sultes finies de fonctlons de d(- (3N)

alors

En effet, le deuxigme axiome

b (EX). £ (¥, F)
est évidemment satisfait,

Pour le troisieme axiome
2. (EF) + E(FF)y g (FF)

on peut montrer gi'il I'est également a: cause de'l'inégalité de Minkowski, et de la

relation :

SR SEENICA SR AN AT A b

En ce qui concerne le premier axiome :

PLF, ¥Fr=0 &= F=F

il est satisfait si, 12 encore on introduit des équivalences pour les classes d'épreuves
Cependant nous pensons qu'un choix convenable des éléments des classes d'épreuves
doit pouvoir éviter cela, car il est douteux qu'il y ait plusieurs potentiels donnant

la mé&me valeur d'une fonctionnelle pour toutes les fonctions d'onde. Nous pensons
mé&me que grice au fait qu'il y a plusieurs fonctions dans une classe d'épreuve,

~

les distances définies 2 partir de fonctionnelles quelconques (n'ayant pas d'extrémium)

seront plus intéressantes que les distances définies & partir de la fonctionnelle E',

3 - Définition des potentiels optimaux

Donnons=nous maintenant la classe d'épreuve correspondante des solutions

exactes de 1'équation de Schrodinger, &:
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Nous généraliserons l'hypothese du paragraphe I.] en disant qu'a toute distance
ef,nt:'r:e‘ classes d'épreuves nous associerons un critére de qualité et réciproquement.
Nous pourrons alors dire qu'un potentiel U ( £, »T ) est optimal pour le

critére '1:(, si .
G, (Een), €7 < B (B, Bv] Vi = (2
IL n'estpas nécessaire que les fonctions S (&) introduitesau chapitre I soient

effectivement des distances. Il suffit qu'a chaque S & ) on puisse associer uné

dlstance telle que :

S, (da) < Scoa Vi Fc (Elen, E, T) < B (B, £2) ¥ o) et
pre |

(3.12)
Si deux fonctions S?( ) et SP‘( % )} corre spondent 3 la méme distance ,.
nous dirons que les critéres associés sont 'éqliiva.lents. I1 est évident que dans ce

cas la, les potentiels optimaux seront &gaux,

4 - Propriétés de la solution exacte

On généralise aisément aux classes d'épreuve les propriétés des solutions
individuelles.
G 0O .
- - - ~
- La classe des solutions exactes fn satisfait tous les criteres.

- Soit une suite de classes d'épreuves,

) &~ : &
7;(2”‘“ { d'f(i’“] / zc)g“"‘f o RS

. * (N
telles que les C’P (Lm)

P

a) soient Lémen’cs d'un espace r*ompact contenant les solutions exactes,

b} soient en correupondance biunivoque avec les solutions exactes, et que

c) pour chaque j

f“"-‘“ (p f--h} = Y

J
Nz o? :
Alors, on pnut montrer que du fait que les suites sont de dimension finie (l'espace

M étant corapact (App.A 3d), on a également :
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limite f‘ ( ;C;‘Eﬂ , }l J = 0
n =P c N
et, comme précédemment, cette limite est indépendante de la définltion de la dis-

tance choisie,

III - Conclusion

Nous avons montré que toute solution approchée de 1'équation de Schrodinger
peut &tre comprise comme étant la plus proche de la solution exacte, au sens
d'une distance convenable. A chaque définition de la distance correspond un cri-
tere de qualité et réciproquement,

On peut alors généraliser les critéres aux potentiels, en définissant des
distances entre ensemble de solutions obtenues & partir de différents potentiels,
Pour cela, nous introduisons la notion de classe d'épreuve, ensemble {ini de so-
lutions judicieusement choisies,

Grace a cette définition des critéres, nous pouvons chercher la meilleure
approximation des énergies et des fonctions d'onde, méme si l'on sait que les
solutions exactes ne sont pas dans l'ensemble des classes d'épreuve
D'autre part, on obtiendra des potentiels optimaux différents pour différents cri-
teres (sauf s'ils sont équivalents), et il sera du plus grand intérét de comparer les
résultats.

Nous allons maintenant appliquer les notions introduites ici a 1'étude des

guatre critéres mentionnés au chapitre 3.
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B - Etude des difiérents criteéres

Nous allons successivement examiner le criteére spectroscopique, le critére. ’
variationnel (ou HFGS), le critere accélérateur de convergence CAC , et le
critéere de Condon et Shortley., Nous verrons que les potentiels optimaux ainsi
obtenus peuvent &tre tres différents, et nous emploturonsl'expression de "modele'
pour désigner l'ensemble des résultats que l'on peut calculer & partir d'un de ces

potentiels optimaux,

I - Critere Spectroscopique

1) Description qualitative

Ce critere est le premier auquel nous avons songé, Il consiste a déclarer
optimal le potentiel qui rend minimal 1'écart quadratique movyen entre énergies
expérimentales et calculées a 1l'ordre p : 4

N : .
S (&) = {Z;’;!E-w(@!—ﬁl’wﬁl)& (3.13)
P 4= }
pour N niveaux choisis a 1'avance,

Avec ce critere, nous avons un modetle atomique paramétrique qui est une
extension de la méthode paramétrique classique appliquée paxr ©CONDON et SHO%TLEY,
RACAH, JUDD etc,

Nous avons déja dit, dans l'introduction & quel point cette méthode est utile
pour 1'étude des symétries angulaires des fonctions d'onde. Cependant, rappelons-
le, elle ne donne aucune information sur les fonctions radiales, et, en conséquence,
ne permet pas de prévoir d'autres grandeurs radiales que celles que l'on paramétrise,

‘Avec notre modele (3 critére spectroscopique), nous généralisons la méthode
paramétrique de telle sorte d'avoir une vue complete de fonctions d'onde, et pas

seulement 1'aspect angulaire. Ceci entraine de multiples conséquences;

1, Tout d'abord, sur le plan théorique, c'est un test beaucoup plus réel de la va-
leur de 1'hypothese du champ central. En effet, les intégrales intervenant sont
vraiment calculées 3 partir des fonctions radiales, et non plus considérées comme

des parametres, Donc, si on décide d'arréter.les calculs & l'ordre p, il n'y aura




- 45 .

pas d'effets des ordres supérieurs qui viendront se "cacher! dans des parametres .
Chaque ordre de correction apparait ainsi avec sa grandeur réelle.. En fait,

on arrive ainsi 3 séparer des eifets différents, mais ayant la méme dépendance
angulaire, et nous pensons mé&me mettre en évidence des effets que 1l'on con-
sidérait généralement comme négligeables (corrections relativistes & 1'énergie
cinétique, par exemple.)

2. Ensuite, sur le plan pratique, ce modele peut &tre beaucoup plus utile aux
spectroscopistes que le modele paramétrique classique. Il permet d'utiliser plei-
nement la trés grande quantité d'information contenue dans les résultats de la
spectroscopie optique, pour en déduire toute grandeur atomique. Ainsi, les
hauteurs des configurations deviennent des données utiles, et peuvent &tre
prévues les uns 4 partir des autres. Les deux parités des spectres peuvent

également &tre reliées l'une a 1'autre, Les parametres de structure hyperfine,

les probabilités de transition peuvent se relier aux énergies expérimentales.

3. Enfin, il est utile dans de nombreux cas ol la méthode classique ne s'applique
pas, parce que le nombre de niveaux est égal ou inférieur au nombre de parambetres,
Ainsi les spectres des alcalins, ol il y 2 un seul terme par configuration, de-
viennent-ils 1'objet d'une étude tres fructueuse, comme nous le verrons au cha-
pitre V.

Pour les spectres a deux électrons optiques (alcalino-terreux, gaz rares)
on ne pouvait pas, auparavant, considérer les mélanges de configurations, qui

introduisent un grand nombre d'intégrales, et ¢'est maintenant chose faisable,

Dans ce travail, nous avons en fait étudié trois criteéres spectroscopiques:
- CO: a l'ordre zéro, appliqué uniquement aux alcalins. Les énergies des
niveaux sont alors tout simplement les Ei\@ monoélectroniques, et le calcul des
fonctions radiales des couches complétes n'est pas nécessaire.

- € : 3 l'ordre un, les configurations sont calculées en tenant compte des
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interactions avec les couches completes, et elles se séparent en termes et
niveaux. Ce critére est applicable & tout spectre, et nous l'avons utilisé
pour les .alcalino=terreux et les gaz rares,
- @L: avec ce critére, nous avons introduit les mélanges de configurations
dans le calcul des énergies, en diagonalisant des matrices. Ce n'est donc pas
un véritable calcul & 1'ordre 2, mais une partie des ordres supérieurs est
traitée exactement. En fait, on peut le considérer comme un ordre 1 généra-

lisé, ol l'on aurait supposé la dégénérescence des configurations dont on &tu-

die le mélange .

Il semble donc que ces critéres ouvrent des perspectives intéressantes,
et il faut maintenant vérifier que 1'on obtierf ainsi une approximation correcte

des solutions exactes.

2 - Distance associée

Il est naturel de faire l'hypothese que les énergies expérimentales sont

les solutions exactes de 1'équation de Schrodinger. (Nous discuterons cela au
paragraphe suivant). Si nous le supposons, alors, la comparaison de la formule
de SP (£4) (3.13) avec l'exemple des distances (3.10) est frappante., En
fait, il faut introduire une nuance. En effet, ce ne sont pas les énergie_zs totales
qui sont connues expérimentalement, mais seulement les différences d'énergies,
c'est-a-dire, les énerpgies A une constante pres.

Montrons que l'on peut néanmoins associer une distance i cette fonction
SP (@) (3.13). Pour cela, supposons que l'on se donne une définition de la
norme des classes d'épreuves, et introduisons une ''translation normée" de
ces classes, définies ainsi :

T (E) = E +atdEN = {EJ, +al€l, E +«lBH , E, +ctE€0}

ou & est un nombre réel.

On vérifie alors que toute distance pour les classes translatées est une distance

pour les classes non translatées. C'est-a-dire que, quelle que soit la distance f

K
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s AR L e, TE))
alors ~@[ est une distance, -
En effet, '

emfémte’»-o = 'T'cw = Ta(®) & E-= g/
Jgl=let & | €=¥ '

‘les deux derniers axiomes sont satisfaits, puisque e est une distance,

car

Il est alors possible de définir la norme de ces classes par

el = (z|en”)-~

Pourm=1, et&:i

s on retranche mmplement de la moyenne les énergies

de la classe d'épreuveg(rappelons que EJ-(D 'd_l;' ) ; procédé classique dans

la méthode paramétrique., Ce choix assure le minimum de l“écartl qua&rgtique ‘

moyen,’ | | |
Nous avons, cependant, préféré utiliser la norme de Tchebychélf, m =qge ,

 On a alors |

“gﬂa _  max, ’EJI

ce qui est la valeur absolue de l‘energle totale du niveau fondamental, Si l'on
prend-alors ot =1, cela revi—ent a translater toutes les classes d'épreuves
de telle maniére que leur fondamental ait 1'énergie o. Ce choix correspond

" doric 3 la convention généralement -adm:i;se. en spectroscopie.,

~ Dans ces conditions, sil'on prend

p (T (2], T80 = ‘;ﬁ Tty - Tu£)® )

on a

S@ = 4 ¢ (B, ET)

) 1 1
(2 NE(E @ +E)- (& HE?U!P'(s 14)

Ce qu1 est identique 2 la s1gn1flcat10n 1mp11c1te de (3.13), mais n'est pas
égal ¥ (3.10)

Nous pouvons donc dire que le potentiel optimal selon le critére spectro-
scopique rend la classe d'épreuve la plus proche possible de la classe corres-

pondante des solutions exactes de l'équation de Schrodinger, au sens de la dis-
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tance définie ci-dessus.

_ Remarquons d'a..illeurs_,’ avant de discuter ce modtle, que sil'on connait
les valeurs expérimentales d'un obser{rablg autre que l'énergie, on peut ajouter
_‘."a S(ﬁ) un terme faisant intervenir la différence moyenne entre calcul et expé-
i:ienc'.e pour cet observable, au sens de la fb’rmule (3.11), qui est également

une distance,

3 ~ Discussion

.a, discussion des énergies expérimentales

Malheureusement, nous savons que les énergies expérimentales ne sont
pas les solutions de l‘equa.tmn de Schrodmger. En effet, cette equatlon ne tient
pas compte de la relativité, ni'de la structure du ; noyau, ni de la théorie quan-.
- tique du éhamp etCy v nooo Néanmoins, on peut apprécier l'ordre de grandeur -
des corrections nécessaires, grice a la théorie des perturbations au premier '
drd_.re, et on sait quielles sont petites; - _

En fait, si l'gfdre de grandeur de ces corrections est -g » ‘et que l'on
ait ' |
S () D¢
.oﬁ S ( Ay )est la valeur minimale de 5 (£) 5 ‘alors notre modele est jus-
t1f1e. D a.111eurs siona &
| Splsn) ¥ E
On peut touJours a,}outer aux énergies calculées les corrections mentmnnee 8.
C'est ce que nous avons fait pour les corrections relativistes & l'energle ciné-
tique (terme en P et terme de contact). On peut d'ailleurs remarquer que
8i on:. ne tient pas compte de 5 corrections, dans ce cas=13; les fonctions radié.-
les devienﬁent effectives, _ ali mauvais sens du terme; il faut donc utiliser ce
modele avec pfécautiom

b, Variation avec 1 'ordre

Depuis le .cha.pitre II, nous avons noté les criteres LF" avec l'indice p.

' Insistons sur ce fait : il n'y a pas : un, mais des critéres spectroscopiques,
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selon que l'on calculeles épergies allordre O, 1....5 P - Il n'y a aucune raison
pour que ces criféres soient équivalents,

Ainsi, supposons que l'on trouve le potentiel optimal a 1'ordre 1 pour un
spectre donné, soit U (efy, r). On nepas affirmer que les corrections d'ordre 2
-ca.lculées avec ce potentiel U ( of, , r) amélioreront 1l'accord théorie - expérience,
En effet, U (5_;4’ r) minimise la somme de tous les effets d'ordre supérieur 3
1, mais ces effets peuvent étre de signes.différents; et cela ne signifie pas que’
la contribution de éhaque. effet est petite., Si 1'on désire un bon accord a l'ordre
2, il faudra utiliser un critere iz_, pour obtenir un nouveau potentiel U ( =, r).

De plus, si nous imaginons la suite des potentiels optimaux U (et ,, 1), il n'y a

P
pas de raison pour que cette suite converge. En effet, nous avons vu que U (Koo, T)
est arbitraire,

Ce fait constitue, 2 notre avis, un grave incon‘..rénientg peut-&tre le plus grave
du mod‘eie avec critere spectroscopique. Il signifie en fait que, sauf exception,
le caractére prévisionnel est limité & l'ordre pour lequel on a fait lés calculs,
Quoique cela permette encore la plupart des applicatidns mentionnées plus haut,
cela diminue beaucoup la puissance de la théorie des perturbations,

C'est pourquoi nous avons étudié d'autres criteres, qui, appliqués 2 un
ordre fix€ une fois pour toutes, fourniraient de bons points de départ pour des

calculs de perturbations,

‘Il - Critére variationnel (HFGS)

l. Description qualitative

La miéthode de Hartree~Fock, malgré son incompatibilité avec l'hypothéée
du champ cent®al, donne en général de bons résultats (tout au maoins sur les atomes
légers), eu égard & son caractdre 'ab initio' et & sa simplicité. C'est pourquoi nous
avons songé a employer le mé&me crit‘er‘e de qualité, c'est-a-dire, la minimisation

des énergies totales & l'ordre. Cependant, comme nous étudions des spectres, nous
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avons généralisé ce critere a un gnsemble de niveaux, en posant :

S,(a) = 4 > E;'cm
N d=e '

5i la classe d'épreuve se réduit au fondarnental, on obtient une variante de la mé-
thode Hartree - Fock analytique ol les parametres variationnels ne sont pas dans
les fonctions radiales, mais dans le potentiel. Il est intéressant de noter que

L. BRILLOUIN avait suggéré cette méthode dés 1934 (31) mais personne, i notre
connaissance, ne l'avait mise en oceuvre.

'Examinons les propriétés de ce modele :

a) Propriétés théoriques
. On peut espérer qu'il constituc un bon point de départ pour la théorie des
Perturbations; comme H,P, KELLY (14) 1'a montré pour la méthode Hartree-
Fock, En éffet;. celle-ci 2 la propriété de satisfaire le théortme de BRILLOUIN,
que nous exposons brievement, de la mé&me manidre que KELLY.
Choisissons un hamiltonien Ho tel que

Ho= T+ VHF

ol VI_'IF, potentiel de Hartree-Fock, est défini par ses élédments de matrices
sur une base de fonctions monoélectroniques :

N
(1A Ve L= (=219 + mz [(C‘nlvlin) —(@mlving) ]
les symboles comme {ini ,|jn ) désignant des produits de 2 fonctions monoélec-
froniques, Vv est llinteraction coulombienne, le deuxieme terme de la somme
représentant 1'échange. Ce potentiel V, . n'est autre que le champ auto-cohérent.
On voit alors que, par définition ~
CYel Mo DY) = GE=Z§) = (Yl ) + 2 Lamivijn) - @nivin]

- = 0O
o Yi et ‘-l’j désignent des déterminants de Slater,ne différant que par les fonc-

tions monoélectroniques.{i] et &J'
C'est pourquoi le théoréme de BRILLOUIN s'énonce quelquefois ainsi :
L'!effet des excitations monoélectroniques est nul pour des fonctions de Hartree-

Fock,
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On voit immédiatement 1'intérét de ce potentiel de Hartree-Fock; une partie
des corrections du secoﬁd ordre s'annulent identiquement, ' '
A O n'est pés dé’raisomﬁable de penser que notre potentiel optimal suivant ce
- critére jouisse de propriétés-voisines, c'est-a-dire réndent assez petites ces
corrections. Eﬁ effet, H.P. KELLY montre que pour des niveaux atomiques
' r;'ayant pas la symétrie sp‘hérique v - doit &tre calculé avec une méthode Hartree-
Fock non re stfeinte, qu'il n'a pas employée,

Il a donc fait des calculs approxim atifs, modifiant de plus V HF Pour les &ats
excités, et néanmoins trouve des valeurs trds pefites pour ces éléments de ma-

trices, qui ne sont évidemment plus nuls, Nous pensons donc que notre potentiel

se préterait également assez bien A des calculs d'énergie de corrélation.

b) Propriétés pratiques.,

D'un .point de vue pratique, ce'modele péut atre utile aux spectroscopistes,
Il permet en effet ci'obtenir une idée raisonnable, quoique fotalement indépendénte |
de l'expérience, d'un spectre de niveaux d'énergie, En celas; ily a un‘gain dé temps
et de précision important par rapport aux calculs de Hartree-Fock habituels, qui
necessxtent un calcul complet de 1'énergie totale pour chaque niveau excité, Avec
le potent1e1 paramétrique, 1'énergie des couches completes est une cons‘tante
du spectre, et les différences des énergies ne font intervenir que des 1ntegra1es
portant sur les couches ouverte-s. 'Ainsi, la structure générale du spectré est

i

préservée,

2 - Dlstance associée

Nous avons vu (au paragraphe A, II) que l'apphca.tmn du principe va.r1at10nne1

- revenait & rechercher la meilleure approximation aux solutions exactes au sens
de la dlstance _ o '
f‘i"i" - mcd) - Bowl
°u '.._Ea((g;,-: (G| lda)
| | | (P C‘b)
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Or?._ si 1 on p*end pour @ des somfmns normees de Ho, la valeur de cette fonc-

T tlonnelle est simplement

l o . .
B8 = (cp“”g H, cm wwm = Ecé,) | (3.15)

(N ous verrons 1‘1mportance de cette remarque & propros du critere suwant)

Or, on szit que les dlstances entre classe d'epreuve peuvent s 'exprimer par :

B(EE) = (T ety 9)7)F

Con51derons la valeur m = 1, II est ev1dent que la recherche du minimum de ,

F(EL ED) = (et - €]

est équivalente & la minimisation de 1‘énergi=<‘3 moyenne a l'ordre 1'a cause (3. 15)
S@ = L D B
2 N = J
Cette distance entre classe diépre.uve n'est pas la mé&me qué celle du Ci‘ité:é-
s"péctros.cop.iqué (3.14) et ces deux crittres ne sont donc pas équiirallent‘s.. '
3. ﬁiscuséion |
Nous avons donc obtenu un critére de qualité pour le potentiel qu1 de-
'vra,lt donner un bon point de depart pour 1'app11ca.t10n de la théorie des Pertur-
bations, et permettre d'obtenir a priori des valeurs ralsonnables, comme la
méthode de Hartree—Fock, de certaines grandeurs atormques. Remarquons tou-
tefois, que dans le cas ol ces grandeurs font intervenir deux configurations dif-
férepte 8, la comparaison de nos résultats, de ceux de Hartree-Fock, et de 1lex-
périence peﬁf: nous &tre défavorable. En effet, le fait que dans cette dernitre mé-
thode les couches complétes ne soient pas identiques daﬁs-les deux configu:ra.tions
peut changer considérablement les résultas. Clest ce que nous avons observé dans
le calcul du déplacement isotopique spec1f1que, pour lequel J. BAUCHE sur le
spectre du. Ni I, employa.nt le programme Hartree-Fock de C. FROESE FISHER,
a obtgnu un accord avec l'expérience bien meilleure qu'avec notre programme.
Pouf reproduire ceés résultats, il 'nous faudrait‘probablément'failje intervenif des

interactions avec des configurations ol les couches complites seraient excitées
I »
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Il - Critére accélarateur de convergence (CAC)

1) Description

Le critéere précédent (HFGS), inspiré du princ.ipe variationnel, pouvait sem-
bler étranger i la théorie des perturbations. Nous avons pensé qu'il serait inté-
ressant de formuler un critdre entidrement justifi & par cette théorie.

Or, nous avons vu au chapitre II que les séries de perturbations (2.2) con-
vergeaient d'autant plus vite que la perturbation était plus petite. Il était alors
naturél de chercherd rendre H; le plus petit possible.

Pour définir la grandeur de l'opérateur Hj, nous avons utilisé sa valeur
Amoyenne.quadratique sur une classe d'épreuve, et nous avons associé 3 ce

critere la fonction’
' : kN
. i z
S = (3 4 (Y1 HIy))®

2) Distance associée

Pour trouver une distance associée cette fonction Sea), il nous faut
~ faire un petit raisonnement :

Plus < Hj) est petit, plus l'influence de <{H_,> dans l'énergie totale E =
LH AW est grande. Donc rendre {H;> minimum revient & faire de & 1a
plus grande contribution a la série »

o0 5 A"
E” = ‘?_ c
ce qui est effectivement 1'idée que 1'on se fait habituellement d'une forte conver- .
gence, . On peut alors associer & S (d) la distance n

FEw,E) = (Z |Efer ~ €] JEEERTS

-Ma1s, contrairement a4 ce qu.1 se passait pour le crltere variationnel HFGS on

~

ne peut pas relier cette distance & une optimisation des fonctions d'onde,

En effet, supposons que l'on puisse définir, en termes d'un opérateur X,

une distance, dans l'espace des fon%tlons d'(é;lde telle que
o LKD) XKD | |pe|
GO = | et (xIx) =
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pour obtenir (61 A Fd) =
C*ﬂ &)
il faut prendre X = Z—' A + Verg
et non pas B H= Z(_,J.A -Ze"' Z &

En effet, comme nous 1'avons remarque plus haut9 méme"avec 1a plus simple

approximation ‘@ on a :
(] B &) =g 2 g®
(%! 9
mais alors la fonction X_ telle que

LLiHdy) = B
AP

a2
n'est pas la solution exacte 43 de 1'équation de Schrodinger, qui, elle, est

valeur propre de H :

(&7IHEE™) - £
¢ o ¢*)

La classe d'épreuve qui minimiszla distance (3. 16) est donc composée de solu-

tions approchées de fonctions ) S et non pas de fonctions @w

Autrement dit, ce critére ne donne pas de bonnes approximations des fonc-
tions solutions de lﬂéquatioﬁ de Schrodinger, dont 1*hamiltonien est H, il donne un
opérateur Ho , dont les valeurs propres seraient les plus proches possibles, des

valeurs propres de H, ce qui est trés différent.

3) Discussion

Anticipant sur le chapitre V nous dirons que les résultats obtenus avec ce critére
sont extrémement différents de ceux obtenus, dans les modeles HFGS et Spectro-
scopiques, si différents, mé&me, qu'ils sont inutilisables pour la prévision de quel-
que grandeur que ce soit..

Ceci se comprend a la lumigre de l'analyse ci-dessus, @n voit en effet, sur
les résultats, que l'énergie totale 3 l'ordre o ainsi calculée est tres proche de
l'énergie totale a2 l'ordre 1 obtenue par HFGS, vérifiant ainsi 1'hypothese de la

distance (3.16)
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: Rema:&quonss également, qué ce critere est relié beaucoup plus directement
aux opérateurs que les deux précédents, qui s'attachent plus aux ré sultats. Nous
justifions ainsi "a posteriori' le choix des distances de classes d'épreuve de
fonctions, comme crittre du potentiel, et non pas l'examen des propriétés in-

trinséques du potentiel,

IV. = Critére de Condon et Shortley

1, Description 7

Ce critere esf une variante du précédent, que nous avons imaginé avant de
comprendre la raison de ses propriétés inattendues, Nous croyions, en effet, que
ses résultats venaient du trop grand poids des couches complétes dans la minimi-
‘ sation de  {HI >
C'est pourquoi nous avons eu 1“idée-dl'exc1ure les couches completes de la fonc-
tion S (#) ci-dessus,
D'une maniere plus précise, écrivons

E® = e, + ¢

-

4
Ew = e-'cr. + ec’o

h-3

e, et €l sont les énergies du systéme obtenu en supprimant les couches ou-
vertes, et e/, et el  la différence avec l'énergie totale (qui fait donc inter-

. 4 pt . .
venir pour & ﬁlnteractlon couche directe - couche fermée), Nous avons alors

" posé
: Y, 4
! > .
SCé‘) = ( z ‘T:Q ( eoco - efco) )
. =t

Pour plus de précision voir chapftre IV, paragraphe V, 5

2 - Distance associée

On peut relier la distance impliquée ici3 la précédente (3.16) puisqu'il
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ne s'agit que d'une variante du critére C,A,C. . Il faut cependant introduire une
translation dans les classes d'épreuve; cette translation revient & donner la
valeur zéro & 1'énergie des couches complates, Il est évidemment difficile de
relier cela & une norme dans les classes d'épreuve, Cependant, si on se li-

mite au sous-espace ,DN des déterminants de Slater, cette énergie des couches
completes est parfaitement définie, et on voit que le raisonnement du par. B.I1.2
est encore valide, sila correspondance entre une classe d'épreuve et cette éner-
gie est biunivoque,

Nous pouvons donc associer a ce critzre la distance

2\ %
¢ (5o, &) = (2 (€ el - (741521

3 - Discussion

Anticipons 134 encore sur les résultats : ils sont bien meilleurs que les précé-
dents. Cene peut &tre que 1l'effet de cette translation. En effet, les couches com-
plétes apportent une contribution & E® qui peut &tre mille fois plus grande que
celle des couches ouvertes, Dans ces conditions E® n'a aucune raison de deve-
nir minimale, et il est concevable que le résultat ressemble & celui du critére
spectroscopique d'ordre zéro. En effet, pour ce critére 13, il y a également une
translation dans la définition de la distance associée, et les deux distances se-
raient identiques si les translations étaient égales. En fait, elles sont tres voisi-
nes, dans le cas des alcalins, puisque 1'énergie des couches ouvertes est beau-
coup plus petite que celles des couches fermées,

Cet exemple illustre donc l'importance des translations dans la définition

des distances.

V - Définition d'autres criteéres

I, Comme tout critere correspond & une définition d'une distance pour les
classes d'épreuve, il suffit d'imaginer des distances différentes pour avoir de

nouveaux critéres. On peut faire cela de plusieurs fagons.
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a) l'tutilisation d'autres fonctionnelles que l'énergie peut servir a définir d'au-~. '
tres distances élémentaires (entre fonctions d'onde). |

Par exemple, on poufrait employer le criteére de BARTLETT et al. qui re~
vient 2. trouver le maximum d'une borne supérieure lde l‘énergie. Ils montrent
(29 ) que la fonetion qui a cette propriété rend minimale la fonci_iiennelle |

E ") = L_(_a, L) = Chrute)’ ]

(o1 &)
Le calcul de cette expressmn a ete étudié par F, COMBET FARNOUX (32)
On a alors E"(@J<E” { ) ¥ onp e[_m‘m '
et on. peut encore définir une distance
ele ¥y le”(d;J -8 vi

ce qui permeLtralt des calculs a pr10r1 comme le critére HFGS.Toute fonct1onnelle
rendue extrémale pa,r une solution exa.cte pourra1t étre employee de la méme fa-
gon., | ‘
b) remarquoris‘ que si on a deux distances 6 et fz dans le mé&me espace
i 5 |

%Y = ot f (%) +(§f>;,_o<,g] - a>e o [3>0
est une distance également. : , L
On peut donc employer la remarque du par, A, II 3 pour modifier le critere
spectroscopique . soit un opérateﬁr A dont on connait les valeurs moyennes ex- _

périmentales Iiour une classe d'épreuve. On peut définir
| @) (¥ lal W)
(Q‘Q f\}/) = ( dD LA -
G - | PIES YY) |

et en faire une distance entr_e classes d‘*épreu\re.'

é’ﬁ( (g_) E;a) ( €( fff‘) @ ) )

on peut alors remplacer la distance du crltere spectrosc0p1que € par ,
_{5_/ = 4+ (g b
Les observables que 1'on pourralt employer correspondent aux constantes de

structure hyperune, aux facteurs de Lande, aux probablll‘tes de tran51t10ns, etc,
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¢) il est encore possible de conserver les mefnes distances élérnentaires, mais de

changer la définition des distancps des classes d'épreuves, Dous avons vu en effet
' |

que : 7 ' s @ .loo'\m-m

é‘( :%-.Jgj (\}.\Ec&')-—' j)
A chaque valeur de m corr spond une dlstance différente, Cependant, 11 semble que
cela. ne fa.sse que changer le poids de chaque différence lEd- (g) — EJ i selon sa gran-
deur, et cela ne nous parait pas tres fecon_d._

| - |

2. 1'analyse du-critdre CAC montre que ies distances en'termes d'énergies (classes
d'épreuve E:j) ne sont pas toujours équivalentes & des distances concernant les
fonctions d'onde (classes diépreuves .?:NP ). 11 faut évidemment tenir compte de ce
fait dans 1'étude de nouveaux critdres, et nous pénsoné que les meilleurs seront

ceux que l'on pourra rattacher & une‘distance entre les fonctions d'onde.

3. la définition, et 1'étude, de critdres nouveaux édnt rendus poésibles par le faiﬁ que
le pétentiel introduit par la théorie é:st paramétrique, puisqu'on pourra chercher

le jeu de parametres (s:éﬁ) qui rendfa minima.le une forction S (=) quelconque. La
méthode du potentiel paramétirique’ qu.e nous proposons n'est donc pas, & propre=-
ment pa.rle.r un modgzle atomlqu.,, malis un banc d'essal pour de tels modeles, cha-
cun construit sur un critdre de qualité, c'est-i-dire, sur une définition d*une dis~

tance entre classes d'épreuve,

Vi-C onclusion

1, Résumé .

Noug avone dans ce chapitre moz'ltr.é'que, d'une manidre générale, 3 chaque cri-
teére de qualité poﬁr les fonctions dYonde cor‘réspon& une définition de la distance
‘dans l‘t.space de ces fonc’clons Nous avons généfalisé ces c:x:"itéres aux potentiels,
en 1ntrodulsant des dlstancer? entre classes d'epreuve qul sont des ensembles de

s

solutions obtenues avec ces po..ent.hel.s.
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En décrivant les applications de ces. crit®res nous avons vu que les résultats
obtenus étaient tres différents, et nous pensons qu'en fait il s'agit de modtles diffé-
rents, ‘

Voici les principales caractéristiques de ces modeles,

1. Le modele a critére spectroscopique est fondé sur la minimisation de I'écart
quadratique moyen entre théorie et expérience, & une constante pres. Il permet
d'étendre la méthode paramétrique classique 2 tous les problédmes ol la connais-
sance des fonctions radiales, ou des hauteurs de configurations sont nécessaires,
Mais nous pensons que son caractére prévisionnel est limité & ltordre des pertur-

bations pour lequel le potentiel a été optimisé,

2, Le modele a critere Hartree-Fock généralisé aux facteurs (HFGS) qui permet
des calculs 2 priori, nous semble un bon point de départ pour 1'étude des pertur-

bations,

3. Le crit®re accélérateur de convergence (CAC) débouche sur un modile ou 1'opé-
rateur perturbation Hj, joue un réle négligeable; nous montrons qu'il ne donne

pas de bonnes approximations de fonctions d'onde,

4. Le modele de Condon et Shortley, variante du précédent qui ne fait pas intervenir

les couches completes, nous semble réservé aux alcalins,

Nous avons montré qu'il est possible de définir de nouveaux critires, soit pour
des calculs & priori en utilisant des fonctionnelles rendues extrémales par les so-
lutions exactes, soit pour les calculs spectroscopiques, en utilisant la comparat-

son avec les valeurs expérimentales den'importe quel observable,
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2. Discussion

L'introduction du potentiel paramétrique a donc permis d'obtenir des
potentiels optimaux suivant différents critéres, et de comparer les proprié-
tés de modeles construit sur ces critéres.

L'analyse du critére CAC jette une lumi2re nouvelle sur la signification de
la théorie des perturbations et de 1'hypothtse du champ central : il ne faut pas
en effet que la perturbation soit la plus petite possible, car on ne peut pas
alors obtenir de bonnes fonctions d'onde.

Ceci justifie notre définition des criteéres de qualité pour les potentiels, 2

partir des résultats,.’et non pas & partir des propriétés intrinstques de V (ri).




DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie, qui constitue le chapitre IV, nous décrivons les métho-

des numériques nécessaires au calcul des potentiels optimaux.
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CHAPITRE 1V

Avec ce chapitre, nous quittons les considérations générales sur la
méthode du potentiel péramétrique, pour aborder l'éxamen cies moyens
nécesmires & sa mise en oeuvre, Nous rappellerons d'abord le schéma de
calcul exposé brievement au chapitre III, puis nous considérerons les dif-
férents problemes dans 1l'ordre ol ils surgissent dans ce schéma : choix
des formules analytique.s pour WUre ¥}, calcul des fonctions radiales,
calcul des intégrales, calcul des énergies et de la fonction S () , métho-
des de recherche du minimum de JSc#) , nfin.nous décrivons les per-

formances du programme actuel et les améliorations possibles,

I - Algorithme général -

P e el I s

Le probléme que nous avons a résoudre est de mener3 bieﬁ la suite de
calculs exposée au chapitré II1, et que nous reproduisons ici pour plus
de clarté,
I - GChoix de \S;,C &) , de la formule W, r) , et estimation d'un
jeu initial (&°)
II - Calcul itératif dont le k ~-igme cycle est :
b1 - Calcul numérique de WU Ce‘_k_, r)
2 - Résolution des équations radiales aux valeurs propres numé-
riquement
3 - Calcul des intégrales nécessaires (Intégrals de Slater etc.. )
4 - Calcul de § (k)
5 - Comparaison avec les valeurs précédentes . 5ion
a atteint le minimum, aller en III.

6 - Estimation de A aF tel que SP (ke Do) < SI’ czky

L 7 - Faire ot*' = k4 Ak
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III - Utilisation du potentiel trouvé

Rappelons que si la résolution des équations radiales se fait numérique-
ment, c'est parce qu'on ne connafit pas les solutions exactes de Ho, et que
si la minimisation de S (o) est itérative, c'est parce qu'il est impossi-
ble d'exprimer S {X) de manikre analytique.
Pour réaliser cet objectif, nous avons congu et mis au point quatre pro-

» . . -~ - *
grammes successifs, de complexité croissante, donc chacun a servi de banc
d'essai pour les méthodes nécessitées par chaque étape de l'algorithme géné-

ral. Voici ces programmes :

1 - MAPPo, oli nous avons mis au point une méthode de calcul des fonc-

tions radiales -

2 - MAPP 1, qui était congﬁ pour le critere spectroscopique a l'ordre zéro,

et n'était applicable qu'aux alcalins. C'est grale & ce programme que nous
avons obtenu les premiers résultats interessants. Il nous a permis de consta-
ter que la méthodé des moindres carrés n'était pas adaptée & notre problezme.
3 - ORDRE 1, qui calcule les énergies 2 1'ordre 1 en couplage pur. Clest

dans ce programme que nous avons ytilisé le procédé SIMPLEX pour réali-
ser l'étape n°® 6 de l'algorithme, et que nous décrirons en détail. Grice &

cela , nous avons pu tres facilement étudier les quatre critéres énumérés

au chapitre III. C'est & ce stade également que nous avons introduit les correc~
tions relativistes i 1'énergie cinétique. Ce programme peut traiter n'importe
quel spectre..

4 - MAPPAC, le dernier en date, contient donc des parties des trois autres.
Clest le seul utillsé actuellement ; en effet, en plus des possibilités de

ORDRE 1, il permet de traiter le couplage intermédiaire et le mélange de con-
figurations, et également d'évaluer de nombreuses sortes dlintégrales utiles

en Spectroscopie atomique.
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Nous n'allons pas décrire ces programmes en détails, ce qui serait de peu d'in-
térét. Mais nous allons examiner certains points importants de l'algofithme g2éné~
ral, et décrire les probiémes posés et 1;3s méthodes choisies. Nous ne parlerons
pas du choix de S(é) qui a été examiné au chapitre III, ni des étapes 5 et 7,
quibien que logiquement nécessaires 3 la compréhension de l'algorithme, sont

triviales,
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1 - Position du probléme -

Le choix d'une formule pour décrire le potentiel introduit par la théorie
des perturbations est une tiche délicate. En effet, en toute rigueur,

il ne s'agit pas d'approximer une fonction connue, mais de deviner quel-
le sera la forme des potentiels optima@ selon les critéres choisis

(chap, IIi). On pouvait donc craindre qu'une formule choisie au hasard
donne de mauvai:s. résultats, ou soit adaptéed certains cas seulement,
D'autre part, il était difficile de consacrer un temps considérable &
l'essai d'un grand nombre de formules pour de nombreux atomes., G'est
pourquoi, bien que ce ne soit peut-&tre pas la meilleure solution, nous
avons cherché dans la littérature des approximations analytiques de
potenti els calculés par les méthodes de .'T.‘homas -Fermi et de Hartree-
Fock, pensant que ce serait un point de départ raisonnable. Nous en avons
déduit deux formules, l'une simple et l'autre "complete' que nous expose-

rons tourd tour,

2 - Revue des formules existantes. -

L'idée de représenter la fonction V(r) par une formule analytique est dé-
j& ancienne : CONDON et SHORTLEY citent un travail de PROKOFJEW

datant de 1928 (33)/' celui-ci posait :

V(r)= U (r)

2

et il décrivait U (r} par plusieurs arcs de paraboles, dont il choisissait
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les coefficients et les points de raccordement. PROKOFJEW é&tait un
précurseur de notre méthode, car il a effectivement cherché les va-
leurs de ses parametres qui expliquaient le spectre du Sodium.

Plus récemment, de nombreuses tentatives de descriptions analyti-
ques de potentiels atomiques ont été faites, mais dans un esprit tres
différent : il s'agissait, non pas de faire varier les parametres pour
optimiser un potentiel, mais de décrire analytiquement un potentiel
obtenu point par point dans le cadre d'une méthode classique : 1°
approche de Thomas-Fermi ou de Hartree-Fock,

Ces tentatives peuvent se classer en deux groupes!

a -Corrections analytiques au potentiel de Thomas-Fermi

VILLARS (34), puis BRUDNER et BOROWITZ (35) ajoutent au potentiel

de Thomas-Fermi obtenu point par point des corrections pour tenir comp-
te de 1'échange, de la polarisation du coeur, et de la "pénétration'. Ils
empioient les formules suivantes :

r\€ AL
U(r)zUO(g)[('l-s- B e"(-";)) + %‘ (4- ¢ C:"))J

e

(-3} %, ok, sont choisis d'aprésdes considérations " priori'.

b - Description complete d'un potentiel

1 - R, LATTER (36) a employé l'expression :
v (1‘) = Z CP(r) 4+ A VEELY? < ¢ V(r) o _4_
P I r

! — s¢ Vi) £ J‘: _
ou - A:B-@\!Z' i 5 -1

et ¢(r) =(

L 3
1 * Y
+oy rI 4a,r +a3r4 +a, v +agrt A’ )

le premier terme est adapté pour reproduire le potentiel de Thomas-~
Fermi, le deuxidme terme est une correction d'échange s'inspirant

de 1'approximation de Slater,

2 - De nombreux auteurs ont employé des fonctions exponentielles, dites

""de Yukawa' du genre :
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(BYATT (37) ; STRAND et BONHAM (38)), pour reproduire des potentiels
de l'approximation Hartree-Fock-Slater.

STBAND et TIETZ (39) notamrment9 ont employe systemathuement
Xor P
U(r)—Z(Z-a'e. +"'Z"63 )

(=t . (31

ou M est le nombre de couches completes, et ils donnent des valeurs des

parametres jusqu'ad Z = 36,

3 « Formule simple -

a) raison du choix

Nous avons pensé que, pour notre problédme, cette dernitre catégorie
était la plus adéquate. Elle donne en effet des formules simples, qui per-
mettent aisément 1'évaluation de @ U nécessaire pour le calcul de
l'intéraction spin-orbite ; dans l'ogt'i:que de la méthode des moindres
carrés que nous avons‘utilisé au début (cf. par., VI) cette formule avait
également l'avantage de donner facilement QUE, 7) , dérivée du po-

. . . : 'a dk
tentiel par rapport aux parametres.,

b) adaptation

Cependant, nous ne pouvions pas utiliser ces formules telles quelles,
Elles représentent en effet le potenltiel atomique pour une charge exté-
rieure 2 1'atome (électrqn, pour probléme de diffuision, ou autre atome, -
pour calcul de moléculesj, Or, ce qu'il nous faut, c'est le champ dans
lequel se déplace un des électrons de l'atome. Lorsque cet électron va
a l'infini, la charge totale agissant sur lui est la charge du noyau et des

(N-1} électrons restants.

Si nous convenons de représenter le potentiel {ou, pour &tre plus précis,
1'énergie potentielle) par :

V)= = €. Zatd
(oW —e estla charge d: 1'électron, gui vaut -1 en unités atomiques.),
il faut alors que .

z;#( w) = Z—(N=1)

ou N est le nombre d'électrons. Remarquons que Z=N est le degré




66 -

d'ionisation de 1'atome considéré et Z-N+1 eét le numéro conventiomel
du spectre pour les spectroscopistes : 1 pourl'atome neutre, Z pour
1'atome ionisé une fois etc ... Si nous appelons I ce numéro, il vient :
Zell o0) = 1} |
D'autre part, On sait que les autres é&lectrons ne font pas écran & la

charge nucléaire tout prés de l'origine, nous aurons donc :

Z.e‘_hg (0} = Z,
.\Ious pouvons alors écrire notre formule simple ainsi :
(o
U (e,r)= - (z-) e~ e T (4.1)
o .

(formule a un parambtre). Nous-avons également essayé une formule

“
3

_simple & trois parametres :

U (s, z)= - (z-1) o= Lot re= ™ 4 1 (4. 2)
: - )

c)} discussion -
Nous avons fait de nombteux calculs avec ces forrmules pour le cri!:.ére.
ASpectroscoiDique a l'ordFe zéro, sur les spectres des alcalins., Les
résultats sont bons (cf Cha.p. V) pour les alcalins légers, mails cette
formule est nettement trop grossierepour les atomes lourds. De plus

. .avec: le critere HFGS, on obtierit des valeurs de l'énergie totale sens;i-
blement plus haute gue les resulta.ts de HartreesFock, Enfin, les para-
metres (044’ o, , o3 )n ont pas de 31gn1f1cat10n physique, ce qui rend

difficile l'estimation du Jeu initial (=) (vm.r algorithme general)

Clest pourqu01 nous avons cherche une formule plus fine.

4 = Formule complete -

a) Potentiel et repartltlon de charge

- Pour donner une s:.gmflcatlon ”Physz.que” aux pa.ra.metre 5, nous avons
tenté d’employer une formule, .décrivant le potentiel d'une- repartltlon 2
de charge raisonnable de_s couches completes. -

On peut, en effet, calclx';..ler_f'aihsi la répartition de'chargel:donnant le

-
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le potentiel { 4. 1)
écrivons

U(r)=-(2-Ne " +1= 2-201-") +1(1-¢") (4.3)
r r

L'équation de Poisson :
AU =—bnrpen

peut, en employant la densité radiale de charge

D {r) = plr)
Loy
s'écrire
1 d%Cr. Wer) = - D (r)
T drz g

appliquant cela i (4.3) on obtient :
D(xr)=2Z8co) — xrv (Z-1)a

Le premier terme repré sente correctement le noyau, mais la struc-

r

ture en couches des électrons n'est pas du tout apparente dans le deuxi®-
me terme., De plus, on sait que les fonctions radiales se comportent

a l'origine comme :

R in = A, y &1

b

k =
ce qui devrait donner pour °le deuxitme terme une expression en r

: — =
avec k 22 etnonre— "

Nous avons alors cherché & représenter les densités radiales de charges
par une expression simple, dont on pourrait déduire une formule pour
les potentiels. Nous montrons en appendice (B), qu'une densité de charge
électronique normali sée :

D(x)=- 47 (pam -gr)

Tt {

z

correspondant & l'approxirnation de Slater des fonctions radiales sans

noeuds, produit un potentiel electrostatique :
L

V(1) = %,__[_’4 e (Z (=) & )]

= A (es r)




- 68 -

Introduisant alors le potentiel produit par des couches completes et le

noyau, on décrit 1'énergie potentielle d'un électron en présence de ces

charges par : " .
Ulg,r) = - 2 R (Fen * g."wfenf“‘*‘”-r 1 (4.4)

r
Les fonctions 3;,{"‘% v) décrivent l'effet de la k -ieme couche complete

de nombre quantique orbitale maximum Ly . Les 9. ¢t 9.

sont des nombres d'électrons effectifs sur chaque couche ou sous-couche,

b) discussion -

Cette formule est plus complexe que la précédente, et elle fait interve-
nir plug de parametres. Mais ceci est compensé par ses avantages, qui
sont

- interprétation physique des parametres, permettant leur estimation

et extrapolation, -

- treés bons résultats pour les calculs HFGS,; indiquant que l'approxima-
tion choisie pour la répartition de charge était suffisante. En effet, si
nous avions exactement le méme résultat que la méthode Hartree~Fock, -
le potentiel serait autocohérent.

Nous avons ainsi résolu le probleme du choix de la repr.ésentation ana -

lytique de U (&, r) et de son calcul point par point,

III -~ le calcul des fonctions radiales

o e Tk S fes S e £ 0N MR L e DN Gn AN GG GO AT N R ES A G e om e

1 - Position du probléme

Nous avons vu (chap. II Par. I) que les équations donnant les fonctions

radiales :

S A (S5 VI = £, R ) 4.5
(-L& v Mo 4V () Ry ()= 64 Rye (£.5)
ne pouvaient se résoudre que numériquement,

Il y a deux méthodes pour ce faire, que l'on utilise également dans
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les calculs de Hartree=Focko

a) Méthode analytique : Elle consiste & développer Rng(r) sur une

base de fonctions analytiques, et & optimiser les ccoefficients, Cette
méthode est tres longue pour les atomes lourds, car il y a alors
un grand nombre de coefficients & faire varier. Or, la rapidité est
une de nos préoccupations principales, comme nous le verrons par
la suite, car nous devrons résoudre ces équations de nombreuses

fois, avec des U(e,r) différents.

b) Méthode numérique : On représente alors Rnl(r) , point par

point, et on utilise les méthodes de 1'analyse numérique pour la
résolution approchée des équations (4.5). Cette méthode, appliquée
par C, FROESE-FISHER (40}, est tres rapide, et clest celle-ci

que nous avons adoptée,

Nous allozns exposer maintenant la méthode de FROESE, puis ses
inconvénients pcur notre probldme, et enfin les modifications que

nous avons apportées,

2 =Méthode de FROESE

a) Choix des abscisses: On sait que les fonctions radiales ont des
"bosses' pres de llorigine, et qu'elles s'étendent fort loin pour
les €lectrons faiblement liés, Clest pourquoi, pour représenter
correctement toutes les régions, C, FROESE a choisi les abscisses
en progression géométrique :
rn=r03eenh n=13a,....N{(4.6)

P est la raison de cette progression,

Ceci revient, en fait, a faire un changement de variable

et : x = log,r

x = x_ +nh (4.6 bis)




h est alors le pas.

b) Etude de 1'équation -

Réécrivons 1'équation (4.5) sousune forme plus pratique. Pour cela
suivant la convention de HARTREE, nous changerons les unités d!
énergie en posant

E 0°~1&u

E L8 est maintenant en rydbergs, et positive pour les électrons
liés, De plus, nous poserons :

U(r)=-r. V(r)
de telle sorte que ;

U{o)=ZetU( }=1I(cfpar. II) (4.7)

on a alors :

d: Rt + [2 LL:r) _ E, - ?(ert\]] g, = © (4. 8)
r

On a alors trois zones intéressantes :
1) au voisinage de l'origine, U (r) = Z, et en développant on

obtient :

&+
[_sz(r) ]r.o= A, v (1 -2~ + .. )

e+
2) dans la zone intermédiaire, on a

£Cr) = [l_i&f.) - Efni - @l}] > 0 (4°9)
r r

et la fonction a un comportement oscillant.

3) dans la zone 'lointaine" ,F(r) change de signe, R'h? a donc un
point d'inflexion, T tel que : '
f(r)=0
apres ce point d'inflexion, la fonction & un comportement exponen-

e"“ v E‘h( r

tiel, et, & 1l'infini

( ] = A
[qu r) Fac? 4
Lorsque l'on utilise la description point par point (4.6), on peut

~

utiliser la variable x. On a intérét alors a étudier la fonction

P"V\Q (x) = R_ng (I‘)
Vr
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Cette définition supprime la dérivée du premier ordre qui apparait
du fait du changement de variable. On a alors 1'équation :
2
d° P +f2rWen —r*E, - @] P -0 (4. 9)
d x> ,
qui a les m&mes propriétés que 1'équation précédente,
5i on connaissait la valeur propre Emf, on aurait a résoudre une

simpie équation différentielle avec les deux conditions aux limites :
= o =
R, (=R, (=0) =0

En fait, on ne la connait pas2 l'avance et il faut la trouver également.
Or, si on met dans cette équation (4. 8) une valeur quelconque E, et si
l'on résoud l'équation différentielle ainsi obtenue, la solution ne se-
ra pas fonction propre, et elle ne pourra pa.s satisfaire les conditions
aux limites, Cet argument classique est utilisé€ dans la résolution de
l'équation (4. 8) pour 1'Hydrogene, Si on fixe

R o (0) = ©
on aura alors

Rnﬂ(ao) = E e

Il s'agit donc de ré& soudre 1'équation (4. 8) avec plusieurs estimations

de E g’ jusqu‘él ce que les conditions aux limites soient satisfaites,
n

c) Procédé itératif de FROESE -

FROESE employe une variante d'un procédé dd a HARTREE : on
coupe lé domaine de la fonction Rne {ou P) en deux parties, avec un
point de raccordement T On integre l'équation "en sortant', de 1'

origined r , puis "en rentrant', de l'infinia T . Si on a fixé
c

R(e)=0o=R (=2)
La fonction obtenue pour une valeur arbitraire de l'estimation E
n'étant pas fonction propre, sa dérivée ne sera pas continue au
point de raccordement. De la différence des dérivées''entrante '" et

"gortante' en r , on déduit une correction & 1'estimation initiale,
c .
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Pour sa part, C. FROESE a décrit un algorithme qui permet de se
fixer une abcisse maximale T telle que
R r < T
nl o) -
ol  est choisi & l'avance (par exemple IO ); ce qui évite d'aller

"3a 1l'infini",

On obtient alors le schéma de calcul itératif décrit ci~-dessous,
) . test de convergence, est également donné & 1'avance (par exem-
-6 . . .
ple 10 Rydbergs). Nd, nombre maximum d'essai-est également

fixé 3 l'avance

1 - estimation initiale E°
» 2 - intégration !sortante' de O a T,
3 - intégration "entrante' de r a r,
4 - calcul du défaut de continuité, de la dérivée et estimation de
la correction AEm
5-5i | AE™l § aller en 8
6 - 51 m> Nd » le processus est déclaré divergent, Arrét du
calcul. |
7 -E™ T o™y A E™ . allerenz
8 - fin de calcul £, - E™

d) divergences -

La boucle ci-dessus, n'est effectuée qu'un certain nombre de fois
Nd au maximum. (par exemple Nd = 15). Si on n'a pas obtenu la con-
vergence avant les Ny cyeles, on déclare le processus divergent.
C'est le cas en général quand les AEm successifs sont pratiquement
égaux en valeur absolue, mais de signes contraires, Alors les
erreurs dues a Ila précision de la machine ne sont plus négligeables
imur le calcul des AEm, et il se pourrait qu'on ne sorte plusde la

boucle, Cette limitation est donc nécessaire.
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e) ‘Méthode numérique

" La méthode utilisée pour 1l'intégration "‘éo;tante“ est la méthode de
Numérov, qﬁe nous décrivons dans 1"appendice C. Pour l'intégration
lentranté', FROESE a mis au point ui alg'.oi'ithme fde queue', égalei- i *
‘ment décrit en appendice: Pour }e point de raccordement X FROESE

A‘ch'oisit un point ol la fonction est Ygrande' , qui Ccorrespond au rayon

. moyen hydrogénoide : '

T =. 3'}\7‘ - {’({"H)
© 2z

f} Précision _

C. FROESE a controlé la pré&ision de ce procédé itératif en calculant
ainsi les fonctions de l'Hydrogene, et en:comparant aux solutions
exactes. Les erreurs sont de l'ordre de 10 -6 Rydbergé pour les éner-

gies, et de 10O -4 pour les fonctions d'onde,

3 - Inconvénients de cette méthode

a) divergence

D'aprés notre expérience du calcul Hartree-Fock, la méthode ci-
dessus est tres sensible au choix de l'estimation initiale E O, sur-
-tout pour les €lectrons externes. Ainsi, pour les électrons 6p du
Ba..ryun'i, une différence de 5 % entre llestimation et la valeur exac~
te cause la divergence. Il arrive également que ce soit les équations
- pour les fonctions sansinoeuds’ (1s, 2p, 3d, 4f) qui divergent. Dans
les deux cas, tout le calcul (c'est-3a-dire l'algorithme principal).
s'arréte. Pour les calculs Hartree-Fock, on peut recommencer avec
de meilleures eétimations d;e départ' des valeurs propres EnQ.et des-
fonctio.ns' Rné' Dans la méthode du potentiel paramétrique, on ne
con.nait pas la forme du potentiel op't_imal; ni, a fqril:iori, lgs Ene-
‘.. associées, Il riou_s a donc fallu s'affranchir de cette trop grande

dépen.dance de EO.
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b) Convergence vers un mauvais résultat
Il arrive fréquemment, avec ce programme, que désirant une fonction

Rnl (n et 1 fixés), on obtienne une fonction R Par exemple, cher-

10
chant une fonction 6p, on obtient une fonctionn71p, On s'apercoit de ce
fait en comptant le nombre de noeuds, On peut, en effet, montrer que
le nombre de noeuds des solutions de {4, 8) est indépendant de la forme
du potentiel (sous certaines conditions). ( 4l)p 795).,et est égal

a

N .

P n-1-§

(o n et € sont les nombres quantiques habituels, )

La encore, dans la méthode Hartree-Fock, on peut recommencer le
- - - O -

calcul en affinant l'estimation E , mais ce phénomene est tres grave

pour nous, puisque chaque potentiel est jugé sur ses résultats, qui

seraient faux dans ce cas.

c¢) Essais systématiques

Pour a:pprécier l'importance de ces deux effets, nous avons faits

des calculs sysfématiques de fonctions hydrogénoides, avec différen-
tes estimations initiales Eo. Les résultats sont reportés sur la figure
(4.1). Il s'agit d'un électron bp. Les fleches désignent les solutions

= 1
exactes (Ene e )

4 - Modifications

a) Compte des noeuds

Nous avons vu que la fonction RnQ possede un point d'inflexion,

au dela duquel il n'y a plus de noeud. Nous avons alors pris comme
point de raccordement, le point d'inflexion lui méme,. que l'on dé-
termine par l'abcissel qui rend nulle la fonction f (z) (4.9). Comme

: . . o p
nous voulong nous affranchir du choix de E ', nous avons prévu
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" "deux cas :

l-ri &0

: (ro est le premier point de définition (. 4.6), Ceci signifie
que le point d'inflexion est trop pres de I'origine, c'est--
dire que 1‘§stima.tion E® est beaucoup trop grande. Nous

" multiplions alors .Eo par 2/3, ‘et nous cherchons le nouveau
point d'inflexion. la valeur 2/3 a été choisie pour €éviter les

boucles sans fin qui avaient tendances & se former (voir

page suivante). .

W

2- 1>%
Le point d'inflexion étant dans une zone correcte, on effect;ue
llintégration "sortante' et on compte les noeuds de la fonction
obtenue. Si le n’bmbre"trouvé:corréspond?,’a/un norﬁbre quan- |
dque o _; ‘ o

n'# n
Nous faisons la torrection

Em'=Er%x'él1L]) 2 ' ‘ o '

-Ceci donne un bon ordre de grandeur, mé&me si l'estimation

est beaucoup tiop pet1 te.
Avec ces deux procedes, l'estimation initiale n'a plus aucune B

importance, et nous avons venf:.e que des valeurs initiales

de 10 ¥o x Enéh ou 10 -68 E’ne donnaient des résultats cor- .
: Bt ! i
rects. -

| b) Divergence‘ _ 1 ' B ‘ L
“ Le procédé de rew.smn ci rdessus n empeche pas la. dwergence. Oz,
© on vozt sur la figure (4 1) que la zone. d'esta.ma.tmn causant cette
.' dwergence est tres etro1te Pour en sortlr, nous mu1t1pl1ons lles-
‘ .tlmatlon qu.1 a donné le 'bon nombre de noeuds pa.r _

X ']+
-1
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Les cas, rarissimes, ou ceci ne suffit pas, apres plusieurs tentatives,
sont exclusivement des fonctions sans noeuds (surtout 3d et 4f), et
pour des valeurs des paramétres du potentiel qui sont loin de 1'optimum.
Alors, au lieﬁ d'arréter l'algorithme général, nous changeons légere-
ment les valeurs de ces parambetres.

Cela n'a pas d'importance, puisque les énergies ne sont alors que des

résultats intermédiaires.

C) Schéma modifié

En résumé, nous avons substitué i l'algorithme de FROESE le schéma

suivant :
+41 -~ Estimation E° (m:= o)
2 - Calcul du point d'inflexion T
3 - 51 T, < T, remplacer E® par E® x 2/3 aller en 1
$4 - Intégration sortante de o & T, ) omi= m+4i
5 - Décompte des noeuds
____46 - 8i le nombre de noeuds I'1'est pas convenable, remplacer
E° par E™ x (EL)Z; aller en 1
7 - Intégration entrante de a1 3 T,
8 ~ calcul du défaut de continuité de la dérivée et correction
DET, |
9 - si AEmg J ; aller en 13.
10 - si m 2> Nd; aller en 12 p—
a1 -2 "1e 8™ 4 AE™; aller en 4
__412 - remplacer E° par E° x ( ! +'E“’:1§) ; aller en 1 ¢—

Si on a pppliqué cette correction 3 fois, retour au programme

principal pour changer U ( & , v )
m

13 - Résultat E_ = E 4

Passer 3 la fonction radiale suivante.
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Ce schéma est évidemment beaucoup plus compliqué, mais grace a
lui, nous pouvons obtenir les fonctions radiales pour n'impoxrte quel
potentiel, pour toutes valeurs de n et de 1, de maniére indépendan~
te des estimations de départ, Nous avons ainsi franchi une étape
essentielle de l'algorithme principal puisque ces fonctions sont

indispensables pour la suite.

IV - Galcul des intégrales -

Nous avons vu que les fonctions S (&£ ) s'exprimaienta partir d'
énergies de niveaux. On sait que celles-ci dépendent d'un certain
nombre d'intégrales faisant intervenir les fonctions radiales dont
nous venons de parler.; ILa encore, nous nous sommes inspirés
des méthodes de C., FROESE, qui sont2 la fois précises et rapi-
des. La rapidité est encore plus importante ici que pour le calcul
des fonctions, car, dans le cas de mélanges de configurations, le
pombre d'intégrales peut &tre treés grand. Pour le calcul du Spectre
du Baryum, nous avons eu besoin de 250 intégrales, qui repré-
sentent presque 2/3 du temps de calcul de chaque cycle de 1!

algorithme principal.

Nous allons examiner en détail le calcul des intégrales de Slater,
puis nous dirons quelques mots des autres intégrales que nous avons
programmées (Spin-Orbite, Structure hyperfine etc... ), et nous
terminerons par la description des corrections relativistes 3 1'éner-

gie cinétique.

1 - Intégrales de Slater

Nous avons utilisé la m éthode de FROESE,
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So1t 1! mtegrale :

Rk(a, b, c, d)*/ 'Q(’*) ‘Q (r.) :5.1.‘ R tn) ﬁc.l”‘-) de, dr,

-:On sait que les mtegrales Fk et G en. asont:r ?; cas pa.rt:.cuhers :
Fk (a,.b) = R (a, b,a, b)
G* (3,b) = R" (a,b, b, a) :
Introdulsons 2 fonctzons de x, yk etz :
2% (o, b, x) / R Ryay )" oW
Y (a, b, r) = 2% 4 _ /Q (ry RC"') ( )I“dr'oh"
On peut alors écrire :

.‘Rk (a,b,c,d) = /(E () £ tr) ..—Hj C'D d, ) dvy

k .
Si l on connait la fonctlon ¥, on se ramene donc} une intégrale simple

§

que l'on peut évaluer par la méthode de Simpson(SO).

‘a) calcul de la fonction-'i‘,fk

.

Rappelons que les forractions sont obtenues point par point, avec les

~ abcisses en progressmn géométrique, ce gue 1l'on peut exprimer

o A
o pa.r le cha.ngement de varla.ble :

xn = ]0031 Ton

" et

[}

X .
n

_ k
'On voit alors. que yh et 'z sa.tlsfont deux equatlons d1fferent1e11es

D(O-J-‘nlx

. couplées 7 o '.

iz * = rRr {z) R, (r) -k !z

dx

(:4. 11)

g K (k+ l).yk | k._ ) (4,12)
.& . . . fl ' !

D'apres les définitions ci-dessus, les conditions aux limites sont :
- i - B ‘

-(2k+ 1)y

75 (a,b,0)= 0
5 (a,b, o) = ,.:zk;_(é, b, oo )
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On intégre alors 1'équation (4.1I) de O & 1'infini, puis 1'équation
(4,12) de 1%nfini & O, Pour ce faire, on emploie les facteurs

intégrants ¢

d (=¥ 4"") = v R N chr) e** dx
d(% ) e CZk%—’i)Z e

dx

Ceci s'intégre par quadrature, en-appliquant la méthode de Simpson,
b) Précision

FROESE a comparé les résultats obtenus par cette méthode, avec les
valeurs exactes, pour 1'Hydrogene. L'erreur est comprise entre

10 -5 U.a et 10 -6 U.a. selon les cas., Ceci correspond & quelques

4

dixiemes de Cw™~ , ce qui est largement suffisant pour nous.

2 - Intéprale de Spin~-Orbite

Nous avons programmé deux formules,la formule classique et la
formule de BLUME et WATSON,

a) Formule classique

L'interaction Spin-Orbite peut se décrire, dans la théorie du

champ central par
ou

(ici &% est la constante de structure fine)

Il est donc nécessaire d'évaluer les intégrales :

fJV
/P - dr (4.13)

Pour calculer dV nous avons utilisé deux méthodes :

dy

1) méthode analytique comme le potentiel est décrit par une formule

analytique, on peut le dériver formellement , et calculer ensuite, la
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dérivée point par point pour &valuer I'intégrale.

2) méthode numérique on peut également calculer la dérivée numériquement, Etant

donné la finesse du pas, il suffit d'une formule trés simple, Pour une fonction v

queliconque donnée aux points x y» de pas h, on a-:
n

T =

Yn '?E (Yn+l - Yn--l )

Apres comparaison,il est apparu que la méthode numérique était aussi précise que
l'analytique, mais beaucoup plus rapide, et nous 1'avons préférée. Les intégrales

(4.13) s'évaluent alors par la méthode de SIMPSON,

b) Formule de BLUME et WATSON
BLUME et WATSON (28) ont montré que, pour une fonction de Hartree-Fock

(o V(r) n'est pas connu) on peut exprimer Khﬂ par une combinaison d'intégrales

de trois sortes :

' ke

M, b) = ei‘/] Ricm Ricr,_) T, de, 4

4 6> e

rk . R, (ry J/r,, dr
Nk (a,b) = %{‘-qu>r1ﬂatr‘4] eb(r,‘} éi-f..f'; RaCr) p(ra) 3
k 2 k AR ] I

Via,b) = f}_ﬂ ) Kpln) (R tn) 2 — KRy Ra“»))r dr,dr,

& Rote "ot TEN ) A, b de, !

C. FROESE a montré que ces intégrales?peuvent &tre calculées de la mé&me manitre

- - L] k rd - L3 -~
que les intégrales de Slater, en définissant des fonctions y légerement différentes
et nous avons utilis€- également sa méthode.

3) Autres intégrales

Nous avons également programmé le calcul d'autres intégrales.

a)_Intégrales de Spin-Spin et Spin-autre-orbite
. k
FENEUILLE er ARMSTRONG {42) ont généralisé les intégrales Nk etV , intro-

duisant les symboles Pk et Qk - on a alors:

Nk(a,, b) = Pk(a, b, b, a}
M¥(a, b) = PX(a, b, a, b)
VE(a,b)= QK(a, b, b, a)
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Ceés nouvelles intégrales sont calculées de manitre identique aux précé-

.dentes; )

b) Structure Hyperfine i

Nous avons .calculé les corrections reiativistesa la structure hyperfine,

selon les formules de CASIMIR (6), et de JUDD (43). Il intervient dans

ces for mules une valeur e:f*'ectiv:a .de la charge- 'nucléa,ire Z,. qui est '
d'habitude évaluée d'apres une regle empmzque. ZQH_ = Z-4 pour les

electrons P etC. .. )

Nous avons employé : _,

s - , y
Z{ﬁg(ﬁ\-ﬁ) = fu :;e ?&Cz";*‘}- r 'SGLP’ ‘
<.\-"">,Ke_ i

Ciei ultyo-= Fhl (/v
- et. ., { ‘_-'K> /(' qu ‘ r“'3 A/r

qui est utile egalement pour la. structure hyperfme.

_ . . _ .
On obtient ainsi, en général, -des c:orrections plus grandes qu'avec la

formule empirique.

. ' 3 - 3 L3 . ) - iy -
4) Corrections relativistes & l'énergie cinétique

‘a) terme en o » o
Dans l'hamiltonien non relativiste, l'énergie cinétique s'écrit :
PR o - l
T=1 a=-1 L - 4,14
=1 _p LA, : : (4. 14)
2 m 2

{en unités atomiques m, masse de l'élcctroh, vaut }, ainsi queﬁ, et ¢ vaut
Afet ) '
Diayire part, on sait que l'équation de Dirac a des solutions tyes différentes
de celle de Schrodinger, maic on peut s'intéresser aux corrections A 1'énergie
cinétique en faisant un calcul ae perturbation au premiey opdre. Pay rapport
a la difféfence entre la théorie et 1'é5cpérience, que nous obtenons, ces correc-
tions sont 101n d'etre neghgeables. Pour les calculer, nous suivons la methode
de Condon et Shortley((l5) p118) et nous écrivons l‘énergle cinétique relati-

.v1ste :

T--Q 'mc. [\/44— 2t - 4]

mlcﬂ-
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Si on développe la racine, en ne gardant que le premier terme en 1 , on

obtient : . @
T;Q: 1 p2-1 o 4.,
2m R om3 et

Comparant ceci avec (4, 14), on voit qu'il vy a un terme supplémentaire que
l'on peut traiter comme une perturbatiop, On obtiendra ainsi une correction
aux énergies d'ordre zéro :
A A

| Eng = Eng = Tmach < Pme
Pour évaluer cette correction, suivant toujours Condon et Shortley, on proce-
de ainsi :
l'hamiltonien p our une particule Ho s'écrit :

Ho=1 p2+V (r)
2m

donc %hpz—i-V(r:) (ﬁ‘e = g‘fni Cﬂ?%g
soit ‘ P ?ﬁ( ;Zm(éﬂga\/cr))(ﬁkg

- -~ -~
élevant au carré les opérateurs :

b, _,_a Ak '
Pc&@.wm, (g4~ Very ) %\Q

Comme cet opérateur n'agit pas sur la partie angulaire, la correction vaut :

- 1 & - “dﬁ}f& -ﬂ-v 2
T B T <p%\£ = QEM(EW )t dar

8 a3 cH

Cette intégrale est calculée par la méthode Simpson,

b) Terme de contact

Cela n'aurait pas de sens de calculer la correction précédente si on n'ajou=
| tait pas le terme de contact, qui est du méme ordre de grandeur, mais de
signe contraire (tout au moins pour les électrons S). Ce terme peut s'écri-
re : (15) p. 130)

C=-1 v o @
Aot ¥ dr Tr e

or (fh.ﬂ - Rut %)éf(@-,]p}

v

- der, R
R
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I1 faut donc évaluer 1l'intégrale :

I = &2 (5 v (dBw2 - Bux)ar
- g Rt g fr =

Nous avons calculé les dérivés numériquement, comme pour les intégrales

de spin-orbite, par une formuled 2 points,
Nous avons comparé nos intégrales avec les valeurs données par HERMANN

et SKILLMAN (2), et nous obtenons le mé&me ordre de grandeur,
5 -« Conclusion

En utilisant trois méti'lodes classiques :

- la méthode de Simpson pour les intégrales simples,

- une formule & deux points pour les dérivées,

- les fonctions y‘k et oK pour les intégrales doubles,

nous avons pu calculer toutes les intégrales intéressantes pour la spectro-

scopie atomique, avec une rapidité et une précision acceptables. Nous avons

ainsi franchi 1'étape n° 3 de l'algorithme principal {voir chap.IV par. 1).
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V - Calcul des Energies et des fonctions S (et )

Apres avoir obtenu les fonctions radiales, puis les intégrales radiales nécessaires
il nous faut calculer les fonctions S (X ), dont le minimum donnera le jeu de parametres

( &M ) optimal pour le potentiel U { % m > T).Ces fonctions S ( X ) dépendent des

Energies. Nous allons donc donner les formules des énergies, puis nous examinerons les -

différents critéres tour & tour.

l. Formules des Energies

~Nous allons maintenant décomposer les énergies en plusieurs parties logiques,

que nous regrouperons pour le calcul,

On a H=H +H
o 1

et avec des fonctions d'onde d'ordre zéro, (c.2.d solutions de Ho)

B (VO ) o, 4oy | YO

e°+e“

Or,on a
e® Z Ciq\[’ 1\9
ouc} nl est le nombre d'électrons de nombres quantiques ''nl'" dans la configuration
considérée ( y compris les couches completes), Il nous faut maintenant apprﬁéier:a.el.
On a
Lo YO H Y,
= (Y2 Ve -2e1+§ £ (1)
Nous allons séparer cette expression en qua.tre pa.rtles :

1
el =e:l +e1+e +ei

s AL
¢ est l'énergie des couches fermées, €

1'interaction couches fermées-couches ouvertes,

N 1 . .
oue est une correction du potentiel, e
v

1
1 fo
et e, est l'énergie des couches ouvertes.

1*énergie des couches fermées, e

1) Correction du potentiel

posons - Oo?- -V -
U -[RM,( 0 -Z) dr

on peut alors écrire
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 2) Energie des couches fermées

~ S5i on limite la somme sur i et j dans 1'équation ci-dessus aux fonctions mono-

électroniques des couches fermées, on obtient une formule simple (1), (15) etc. :

%{%—v qk(cﬂ": ‘ﬂ) F"(@.}ap — % A (-@A’k) Fk’ca./a;}
e - k G-k( b)j}’
+ Zb{q“?" Feeds g B¢, 0, k) A,

Les symboles a et b représentent des nombres quantiques (nl) des couches complites.
Les coefficients A (ia, k} et B{la, 1y, k) sont donnés dans les références citées.

3) Interaction couches ouvertes - couches fermées

On montre également qu'elle peut se me ttre sous une forme simple (1)
(15), etcsooss. nous désignerons les nombres quantiques (nl) des couches ouvertes

par des lettres grecques (1) on a alors

?@ Z‘ﬂ} {Z [q, Foal) ~ ) ﬂﬁ%ﬁ&l QM’})]}

4) Energie des couches ouvertes

Il v a dans cette énergie une partie que l'on peut programmer, et qui corres-
pond au parametre: 'Fo'" symbolique de la méthode paramétrique, on a en fait :
el = 2 = 9, (9,-1) FOO» 4 {g_ 9,9y FOUD  +el
il ne reste %ius que le terme e_;, qui constltue l'objet de 1'étude paramétrique des
énergies et qui, seul, dépend du niveau étudié; En général, %]: est donné par les
valeurs propres d'une matrice qu'il faut diagonaliser, comme nous le verrons tout

# ltheure,

B) utilisation du potentiel de Hartree, -

Nous allons maintenant regrouper les quatre parties pour que le calcul soit
plus commode. Nous allons, pour cela, utiliser les fonctionsy k introduites au
paragraphes IV,

On a effet :

< o
F®{a, b)-= f@a(r&j ‘%La”/mj _?L j, (’b;,@m) O{tu
v 4
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On peut alors réécrire le premier terme de ?]b

HIUF @ =9y [ (4o wan)s

Ce qui fait apparaitre le potentiel de Hartree :

Vpin) = 2 q Ly (2.a,r)
o

On peut alors ajouter ce potentiel au terme elv pour obtenir le potentiel perturbateur:

W(r)==-V()-2Z2 + VH(r)'

T
Le potentiel perturbateur interviendra dans toutes les configurations ayant les mémes
- couches completes, et on peut le calculer une fois pour toutes.
On peut également définir un tel potentiel pour chaque couche fermée (différent pour
chacune) : )

Walr)= - V(r)-Z + 18(9-1)y° (a,a,r) + Z o® (b,b,r)
a = Sy s
E‘ﬁ a b+ qL"J'

r

G) Regroupement

On peut alors réécrire I'énerpie totale, en groupant 1'énergie du coeur diune
g s g g
part, une partie de 1'énergie des couches ouvertes et l'interaction couches-ouvertes
fermées d'autre part, enfin ce qui dépend de chaque niveau en troisizdme lieu : on a
’ P q
alors
El =e® +el

= Egpenr T E conf * E niveau

Ecoeur = Za- q a{&a +<{Wa (r) 2a - %OA (&, k) FX (a, a)} (4.15)

- a;k B (12, 1b, k) G* (a,b)

1
E conf = +{wenr)) ++- { -1YF°( ) - B (la, 1 k) GK(a,)
4 127‘1{5} < r%; 7, X X g —-—H—M}R )Gl )

Fe(¥,A
, | R ’.’jl

E niveau = e‘T
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Nous conviendrons d'appeler "é€nergie totale' cette expression, ol intervient
1I'énergie du coeur, et nous employerons l'expression "énergie de configuration”
pour le deuxiéme terme seul, Nous sommes maintenant en mesure d'e}ﬁﬁminer les:

fonctions S (¢} pour chaque critére,

2. Critére spectroscopique

Pour ce critére, on a (chap. III BI) n
spled) =1 [ZME (a) +IE®wWl) - (ES” +1E]” I)P}'z

Avec cette écriture, 1‘01"1g1ne des énergies est telli que les fondamentaux éle toutes
les classes d"e’preuve sont & zéro, Les seules quantités intéressantes sont alors les
énergies des configurations et des niveaux, et on ne calculera pas l'énergie du coeur,
Les énergies des niveaux dépendent de l'ordre p choisi, et nous allons examiner suc-
cessivement l'ordre O 1'ordre 1 en.couplage pure, et l'ordre 1 avec diagonalisation
de matrices,
a) ordre zéro

Les énergies sont alors simplement ;
o

B () = 2 9, 5@
qu'il faut comparer au "m111eu" des configurations exper1menta,les (Remarquons que
nos formules ne sont pas celles du centre de gravité; ce qui rend les calculs plus
simples). .

Remarquons que l'ordre Zéro est particulierement adapté aux alcalins, puisqué,
dang ce cas, il n'y a2 qu’un seul terme par configuration,

Dfautre part, si on a obtenu un bon accord avec l'expérience, c'est qufil est

possible de trouver un potentiel effectif, donnant des énergies monoélectroniques

telles que

| . ) .

g, = £ +{W (r)> + 1(q, - 1) E°C) - Z, '3_%%&35'2 o) +Z, 4T
Y

C'est pourquoi nous d1rons que les calculs i l'ordre zer‘c') sont plus effectifs qu'aux

ordres supérieurs,

b) ordre 1 en couplage pur

Les énergies sont alors

E] (2) = E conp () + e (&)
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ol l'on suppose que la matrice donnant e (&) est diagonale. Nous avons vu que

I'on peut programmer le calcul de E con‘F . Par contre, il faut, pour chaque cas,
Pl - - 1 ’

donner des précisions sur e ( & ). En général on écrira :

B 1 Z .f(}na) E f"@)&) + Z 33(19)&—(10) -+ ZZJ,()\)C (4,16)
T MV kzo A9k

k Z. , sont donnés par l'utilisateur sous forme numérique,
J

Les coefficients fé{, g5
ainsi que les indications sur les intégrales nécessaires, comme nous le verrons au
paragraphe VII.

Le terme e L levant la dégénerescence des niveaux, on compare directement ces

J
régultats aux valeurs expérimentales,

¢) ordre 1 avec matrices

Les énergies sont données par la mé&me formule que ci-dessus, mais on tient
compte maintenant d'éléments non diagonaux pour le calcul de e _;‘. Lintroduction
de ces matrices a posé trois probleémes; la lecture des coefficients, la diagordiliza-
tion et l'affectation des valeurs propres.

1) Lecture des coefficients . Lorsque l'on veut traiter l'interaction de nom-

breuses oonfigurations, le nombre d'intégrales nécessaires croit tres vite, et il
faut prévoir un grand nombre de coefficients (pour le Baryum, nous avions 10 ma-~
trices d'ordre 10 2 15, faisant intervenir 180 intégrales). Le travail de calcul et
de préparation de ces coefficients est alors énorme, Pour éviter cela, nous avons
rendu notre programme compatible avec la chaine de programmes du Laboratoire
Aimé Cotton (44) qui calcule les formules, et construit les matrices des coeffi-
cients de maniere convenable.

2) Diagonalisation. Comme pour les autres problémes numériques rencontrés

dans ce chapitre, nous avonsl cherché une méthode rapide. Le programme DIAGAL
(44) du Laboratoire Aimé Cotton utilise une algorithme basé sur la méthode de
Ruthishausen qui rend les matrices tri-diagonales avant de les diagonaliser vrai- |
ment et qui est trés rapide, Nous avons incorporé cet algotrithme 4 notre programme
sans le modifier.

3) Affectation, Les niveaux d'énergie sont calculés comme étant des valeurs
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propres de matrices, et la correspondance entre ces deux ensembles n'est pas tou-
jours clan:'o:a° En fait, le probleme est méme pluq complexe, car les spectroscopis-
tes en géneral ont attribué aux niveaux expémmenta.ux des noms qui servent éga-~
lement & désigner les états de base, sur lesquels est construite la matrice. Il ¥ a
donc en fait 3 ensembles 2 faire correspondre. Lorsque les éléments non diagonaux
de la matrice ne sont pas négligeables, ce travail est assez délicat, et il est en
général effectué en tenant compte de nombreux facteurs, qui sont difficiles 2 pro-
grammer (structure du spectre etrdes spectres voisins, etc..)

Nous pensons qu'il doit’ &tre possible de résoudre ce probléme en considérant
de manigre approfondie le tableau des vecteurs propres, mais, dans un premier
temps, nous avons utilisé une n€ thode assez simple, en deux phases :

a) nous affectons une valeur propre i un état de base, si le carré de la

composante du vecteur propre correspondant est plus grand que 1/2,

b) dans les autres cas, nous classons les valeurs expérimentales correspon-
dant aux états de base non encore affectés par ordre croissant, de méme
que les valeurs propres non affectées, et nous faisons 1'affectation une 3

s Crimpe sulvant cet ordre,
Cette méthode a un grave défaut : si parmi les états de base qui restent a
affecter a la deuxi®me phase, il y en a qui correspondent a des niveaux dont
l'énergie expérimentale est inconnue (ce qui est fréquent), on ne peut plus
‘réaliser:aufune affectation de ce genre,
Néanmoins, nous n'avons pas, pour l'instant, programmé de méthode plus

puissante, et cela limite de mani®re assez sévere les cas ol l&s interactions

de configurations peuvent &tre traités,

3, Critere HEGS

Pour ce ¢riteére on a : v

S(e) = 1 ) Eta)
Nc}:l 3
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Les énergies sont ici les énergies totales que nous avons définies plushaut (1.c),
et elles sont calculées selon les formules (4, 15)

Nous pouvons faire deux remarques @
a) I'énergie du coeur est une constante du spectre. Nous pouvons donc écrire:

S (&) = Eigeur + 1 Z (E cong 4 E n'LVt,aa)
N d=z

b) si 1'on tient compte des miveaax: convenables, il n'est pas nécessaire de diago-
naliser des matrices pour avoir 'énergie des niveaux, En effet, on ne se sert que
de la somme de ces énergies, et on peut utiliser le fait que la trace de la matrice
est constante, Les formules des énergies sont alors les mémes que pour le criteére

spectroscopique a 1'ordre 1 en couplage pur, (4.16)

4, - Critare C.A.,C_._

La fonction $ (6l) associée & ce critére est, comme nous l'avons vu (chap. III)

S (2) = -e&.& [ mwamw }

Utilisons les notations du paragraphe 1 pour &tre plus précis'j On a :

1
= E coeur + E conf 4 E niveau - ( %‘Ec\ga\. t 5 %g}_ )
Nous avons toujours appliqué ce critere 2 des "milieux" de configurations, car
nous pensons qu'il nfy a pas de raisons diessayer de rendre minimal 1*écart entre
le s piveaux. -
d :
On a donc N $

S (d) =1 E coeur + E con, -(Z a€a + 2 5)2}5
\FLSZ{ £-1< 9 <9 N

E
On voit que les formules sont tres voisines du critére précédent,

5. Critere de Condon et Shortley \
Ce critére revient & poser : S (&) = [Z(E conf - zq}g} ).2‘51
J > f]
soit S (ﬁ ) =

[(%?}{'( W’(ﬂ}}‘ - 2 M (_’%_k(a}.) &--‘-(cﬂ—l)F (X}J

ke 4gy42 }
{
v Z 5 Fa) b
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Pour les alcalins, il n'y a pas d'intégrales F° et on reconnait dans ceite expres-
sion la suggestion de Condon et Shortley (p. 115) de chercher un potentiell V (r) qui
rende W (r) minimal,

Notons que nous avons ajouté le terme d’écha.n'ge GE (a, ™). Nous cherchons

donc & minimiser "le déplacement de configuration'.
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VI - Méthode de minimisation

TR G o G G TN RS e v MaT My fm Ve s e ms

Parmi les méthodes de recherche du minimum d'une fonction, la plus connue est,
sans conteste, celle dite ""des moindres carrés''. Nous l'avons utilisée dans notre
programme MAPP 1, mais nous l'avons abandonnée par la suite. Nous pensons
qu'il est utile, pour comprendre la raison de ce changement, de décrire britve-
ment cette méthode. Nous en avons également utilisé quelques variantes, que

nous citerons. Puis, nous examinerons l'algorithme dont nous nous servons actuel-

lement, appelé SIMPLEZX,

1 - la Méthode des moindrescarrés

a) description

Cette méthode serta résoudre le probleme suivant : chercher le jeu de para-

metres (q(,“ eo el ) qui rend minimale la fonction :

S( & ) 19 (¢) (4.17)
ou f.() = 4{.(0‘4, ey an)
la solution est le jeu de parametres 5{_" tel que

25 = 28 ver. = _oF =0 (4.18)

el U Dok
Si les n  équations y

35 -y 2 =

oy ey ™

sont linéaires, on dit que 1'on est dans le cas des "Moindres carrés Linéaires'.

I1 suffit alors de résoudre un systeéme linéaire de n équations & n inconnues
pour avoir la solution.
Si le systeme n'est pas linéaire, on emploie la méthode de linéarisation de

Newton :

Posons Fk{gd) = 25(4) k=1an
Dl g .
et supposons que, pour un certain jeu (of), nous ayons calculé les n valeurs

Fk (£°), que nous avons trouvées non nulles. Cherchons quels accroissements
nous devons donner aux (o’ ~-- %5 ) pour que les Fk (o) deviennent nulles,

On fait un développement en série de Taylor :
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Fk (') = Fk (&) + Zﬂa« i’;o(\fl + .... k=1lan

ce qui peut s'écrire aussi sous forme matricielle

[Fk (a" )] = [Fk(¢]+ Aacg] [_9 Fi (') }

les trois premikres patrices sont des matrices colon:ne 8,

et 0Py est une matrice carrée., Ecrivons que Fk (')} est
Dke
nulle :

o PRue J} - |~ (o;')]
Ve

On reconnait 12 un systdme de n équations 2 n inconnues, qui sont les A,(Q .
Avyant réslu ce systéme, on aura :

AR UYL
mais il est clair que

rr (7 ) 5= o
car nous n'avons pris que le premier terme du développement de Taylor,
Nous procéderons donc de proche en proche :
1- Estimation d'un jeu initial (=°)

2 - Calcul itératif, dont le m-igdme cycle est

-———p a- calcul de S (™)

» 0 Fea™}
b- calcul des Fk (R) et —s5——

'bote

¢~ résolution du systéme

o) 28] < <[]

Siles Aoﬁ sont suffisamment petits, on déclare que le processus a convergé
°

- aller en 3 -

. o m
—qd- sinon, oo = o +

H
3- of T & - fin de calcul

" -
Ao - aller en a
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b) calcul des Fk

Lorsque l'on a :

f(x) = AF ()
le processus est assez simple - en effet,
N .
Fk (&) = 2 A4) 04 (&) k=12 n
1N ‘bd‘k
et, en négligeant les termes du second ordre :
i
OF (&) = ?-Z Do) PENC)) ketl=1, ....n
fbde =4 (He 'éol’;,_

Remarquons que si les fonctions fi ( o) ne sont pas des carrds, on peut -

néanmoins appliquer ce procédé. On a alors

i PPy

Fk () = ¢ (et
. c=i K

Wl = 5 2 2£:(4)

ng 2 3"-{ Fadll.

et il faut maintenant connaitre les dérivées secondes.

c) Convergence

Ce processus étant itératif, il faut examiner sa convergence. Il y a & cela
deux conditions, dont l'une porte sur la fonction S (¥ ) et 1'autre sur l'algo-
rithme :

1) Convexité - C'est la condition sur S (of )

On appelle convexe un ensemble de points (of ) tels que si pour deux

pointe (®7), et (oR) de cet ensemble,

S(#) € Aet S(f) < A

oll A est donné, alors pour tout point (9?) tel que :

() = N 4@~ (%) o <
ona S (d}) < A

5i la fonction S (o ) est telle que la totalité du domaine de variation
des (&) est convexe pour tout A, alors cette fonction n'a qu'un seul
minimum.

Ce n'est pas le cas en général, et pour A suffisamment petit,
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" le domaine de variation se sépare en zones convexes et zones concave 8.
On montre .que, si le jeu initial () est dans une zoné conVexe';, le pro= .
cessus converpge vers le minimum de ce convexe, & condition que 1' ‘

"algorithme soit stable, o

- 2) Stabilité - C'lest la condition sur l'algorithme. |

I1 faut, pour que les systeémes linéaires soient solubles que

déterminant de’ ( DFe (&) #= O
P , odg _
Liorsque ce déterminant est nul, ou assez petit pour étre de l'ordre de
' q p
grandeur des erreurs de calculs, on dit que le systéme est instable
(ou "mal conditionng").

Dans ce cas, les points successifs (&), (2™ etec... peuvent sortir

"du convexe initial, causant la divergence.

- Nous allorﬁs‘, par la suite, comparer différents algorithmes de recherche de .

minimum,. Il est clair que les améliorations doivent porter sur la stabilité,

puisque la convexité est une propriété de la fonction S ().

1) méthode de Levenberg (45)

Cette méthode, dite "moindres carrés amortis', consistelé. minifniser en
méme temps que la fonction S, la somme des carrés des accroissements,
- On montre que pour arriver & ce résultat, il suffit d'ajouter une cons-
tante & la diagonale de la matrice: ‘— DFe ta) ] « On gagne ainsi en
stabilité. "Bdg |

2) méthode de Newton-Raphson C o . |

Toujours pour gagner en stabilité,en remplace 1'étape
o(%M = P 4 AQL%' :

o™ Ly b Bl

ol t peut prendre plusieurs valeurs, positives ou négatives. Il faut alors
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recalculer les valeurs de la fonction
s (& +t4dse )

et on choisit la valeur de t donnant un minimum avant de calculer les

dérivées. Nous avons également utilisé cette méthode,
e) discussion
La méthode des moindres carrés s'est revelée inadaptée 2 notre probleme.
On voit en effet, que mé&me avec les variantes citées, le choix de l'estima-
tion de départ est trés important, puisqu'il détermine le minimum vers
lequel on convergera, s'il se trouve dans un convexe, Or, il arrivait
souvent que, n'ayant aucune idée de la fonction & minimiser, nous esti-
mions un jeu initial (e&®) dans une zone concave.
De plus, s'il y a pluéieurs minimums, celui que nous voudrions trouver
est le minimum minimorum, et non le plus proche du point de départ.
Enfin, dans le cas ol les calculs sont poursuivis jusqu'a l'ordre p, les
dérivées des énergies par rapport aux parametres sont tr‘es‘longues a
calculer. Il faut en effet évaluer les dérivées de toutes les fonctions radia-
les par rapport 2 chaque parametre, et calculer les énergies en rempla-
cant successivement, dans les intégrales, chaque fonction par sa dérivée.
IL n'y a qu‘z‘a._ l'ordre zéro que nous avons fait ces calculs, car on a alors

la formule simple :

3 E"b\.t = /{ﬁzl(@-j gu(ﬁi’;ﬂ dr
'ao‘.k_ [4 " 'a"-k

Par ailleurs, pour le critére HFGS, ou la fonction & minimiser S (£}
n'est pas une somme de carrés, il aurait méme fallu calculer les dérivées
secondes,

Devant la complexité de tels calculs, nous avons préféré chercher une mé-

thode qui ne nécessite pas 1'évaluation des dérivées,

2 - L.a méthode SIMPLEX

Nous avons trouvé la méthode que nous allons décrire maintenant dans la
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bibliothéque de programmes du service de calcul de la Faculté des Sciences
d'ORSAY. Cet algorithme, mis au point par D. TAUPIN, s'appelait NLS MPX
(Non Linéar Simplex}. Nous avons changé son nom en y apportant quelques
modifications pour la rendre plus rapide.

1) Introduction :

Si on ne veut pas se servir des propriétés locales d'une fonction {c.a.d. sa
dérivée), il faut utiliser ses propriétés globales (valeurs en plusieurs points)
pour trouver son minimum, C'est ainsi que prockde cette méthode. En quel-
ques mots, on part d'un ensemble de points initiaux, et on cherche & rempla-
cer le moins bon de ces points par un autre, meilleur, et ainsi de suite,

jusqu'a ce que l'on obtienne un ensemble de points encadrant le minimum,

2} Schéma de calcul :

Nous allons décrire l'algorithme original NLSMPX, et nous préciserons ensuite
les modifications, Soit, donc, i trouver le minimum de la fonction

S (d/\; e | OLN)
On procede ainsi :

1 - on se donne un jeu initial ( f"_’ - - -)ol:,))oct'l'(a_i_o), ainsi que des accrois-

sements initiaux (Adﬂ ; ~-7¢j°';;).

2 - on fabrique N + 1 "points', dont les coordonnées sont :

dkz-{o{'ﬁ:} ={oc:. o C#£ k ‘ ]‘K:?
1

oo gy, 2ok

m' su/
2 2

- 3 - .on calcule les N + 1 valeurs de la fonction

s (29 K=o0oaN

—a4 - on recherche, parmi ces N + 1 valeurs, la plus grande que l'on nomme

HA¥

SMAX , et ses coordonnées o(‘: » puis la plus petite, SMIN, et ses

coordonnées  MIN, On calcule également les coordonnées du centre de

gravité :

A=A T wk
N
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_ . s 14 . _—
MAX SMIN‘<i (€ choisi & l'avance) on déclare que le mini

mum est atteint, et on va en 10,

5 - sis

6 ~ sinon, on calcule les coordonnées du point symétrique du moins bon

par rapport au centre de gravité :

_@ = {29‘?-— ?M} ¢ :",.,.,N

et on calcule la valeur de la fonction :

sl=s(pl ,,,,,, PN)

On estime que la direction était bonne, et on continue dans la méme

voie en faisant :

i
¥ = {4 3" ) i=1aN
8 a - On calcule alors la fonction :
S, = 5{%,-—- W)

g9 a -~ Puis on remplace, dans l'ensemble des N + 1 points, les coordonnées
o MAX par les coordonnées de la meilleure des deux valeurs, Sl ou

5., €t on va ensuite a 1'étape 4,

La direction essayée n'étant pas bonne, on tente :
. G hax aleaw
ﬁ"{‘{(zi +0(L' )_} t="
8.b -~ On calcule la valeur de la fonction
SZ = 8 (‘6’)
I1 v a alors de nouveau deux possibilités :
9.b - S SMAX : on remplace alors dans les N + 1 points & MAX par
2 , pary
4 SMAX par S

59 et on retourne en 4.
9.¢c - 82 > SMAX : on interpréte cela en pensant que l'estimation initiale

——q était proche d'un minimum, et on fabrique un nouvel ensemble de N + 1

points, de la manikre suivante :

2k L AN
Ao s 3 (A H4e )
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et on va en 3.
Miwv
10 QM = g{ : - fin de calcul,

3) Discussion : Comparons cette méthode, & celle des moindres carrés.

~

a) Stabilité : D. TAUPIN a montré que les accroissements successifs

L L
restent toujours finis, car ils sont obtenus par un nombre fini d'additions et
goustractions & partir des accroissements initiaux. Qr, l'instabilité des
moindres carrés venait de ce que les accroissements devenaient infinis, Cette
méthode est donc stable, quelle que soit S (%)
b) convexité : Si les accroissements initiaux sont suffisamment grands, on peut
parfaitement comparer des valeurs de S {f ) se trouvant dans plusieurs convexes.
Comme on élimine a chaque cycle le moins bon point, le résultat final sera
forcément le minimum minimorum de tous les points explorés, On s'affranchit
donc de la nécessité de choisi:t: un jeu initial (¢°) dans un ensemble convexe.

¢) estimation des accroissements initiaux

Celle-ci est délicate. En effet, si les accroissements sont trop petits, on risque
de ne pas sortir du convexe de départ, s'il existe, et de ne pas trouver le mini-
mum minimorum, Si par contre, ils sont trop grands, on risque d'explorer trop
grossierement certaines régions ol pourraient se trouver un minimum plus bas
que celui sur lequel on s'arretera.

I1 faut donc avoir une certaine expérience de la fonction 2 minimiser pour choi-
sir au mieux les accroissements initiaux,

d) Longueur des calculs

Il faut beaucoup plus de calculs de la fonction S (&f ) qu'avec la méthode des moin-

dres carrés. Cependant, si on est dans le cas oli le calcul de la dérivée de S (&£ )

| par rai:port a éhaque parametre est plus long que celui de S (g(' ), les temps

globaux de recherche de minimum sont comparables, mais il y a 1'énorme avan-
tage de la simplicité du calcul, '
e) Généralité

On voit qu'il suffit de savoir calculer la fonction S (& ) pour tout (<4) dansun
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domaine choisi & l'avance, pour pouvoir trouver son minimum ; aucune hypothe-
se n'est faite concernant sa dérivabilité, ni sa continuité.

Cette méthode est donc tres g.éné:t'a.le° Elle s'applique particulidrement bien & notre
probleme, oll nous voulons minimiser des fonctions quelconques, relides & des

criteres différents, le plus simplement possible.

4) Modifications

Sous la forme originale, l'algorithme est malgré tout assez lent, I1 faut, par
exemple, une centaine de calculs pour trouver le minirnum de 1'énergie totale
moyenne dépendant de 5 parametres. Nous avons donc cherché & le rendre plus
rapide, en introduisant deux modifications.

a) dans 1'étape 7a) nous avons distingué deux cas :

par —p ou _ﬁ selon les cas, comme dans l'algorithme original.

—

2) §1}/I_I}\I__;<_§t_§§3v_u}§ Dans ce cas, nous estimons qu'il n'est pas néces-

saire de calculer une autre valeur de la fonction S, qui est en général

plus mauvaisge que Sl; Nous remplacons alors simplement of MAX par_ﬁ_)

cette simple distinction fait gagner entre 20 % et 25 % du temps de calcul.
b) pour accélérer encore, nous avons introduit des poids dans le calcul du cen-

tre de gravité, ainsi:

dﬁ . Sowt ot

ces poids sont différenciés selon l'évolution du calcul :

1) si on avait Sl & SMIN, et S2 < Sl, pour éviter les oscillations, on
amortit légerement en déplagant le centre de gravité vers le moins bon
point, Il suffit pour cela de faire :

whk=  |scalyl
2) par contre, si SMIN £ S1 & SMAX, on peut accélérer le proces-

sus, en faisant :

[Scatl

ce qui déplace le centre de gravité vers le meilleur point.
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'3) dans les autres cas, nous posons
w= 1

Nous avons constaté ainsi un gain de temps supplémentaire d'environ 10 %

3 - Conclusion

Nous utilisons maintenant exclusivement le procédé modifié SIMPLEX, avec
lequel nous avons obtenus tous les résultats, sauf ceux du critére spectroscopique
3 l'ordre zéro . Pour ces derniers, nous avons utilisé la méthode des moindres
carrés sous plusieurs formes,

Il n'est pas exagéré de dire que c'est grace & la généralité de ce procédé que
nous avons pl comparer si facilement les différents critéres ; de ce fait, il

joue, & nos yeux, un rdle presque aussi important que la parametrisation du

potentiel.;
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VIL . Description et performance du programme actuel

o T T T I I I I I T I T AR Mt i e e e Lt A T e St At T A S T e e e e e

Nous allons, dans ce paragraphe, donner tr2s rapidement quelques précisions
sur notre programme actuel MAPPAL, Sa description compi‘ete étant faite par ail-
leurs (46). Apres avoir énuméré quelques caractéristiques d'écriture, nous décri-
rons ses performances (place en mémoire, temps de calcul et les améliorations
possibles,

1) Ecriture - généralités

la qualité essentielle d'un programme complexe, toujours en évolﬁtion, doit
€tre la facilité du dépistage et de correction des erreurs, qui sont inévitables;
On a intérét pour cela, a découper le programme principal en un grand nombre
de sous-programmes dont chacun effectue un travail précis. Notre programme,
qui est composé d'environ 3500 ordres FORTRAN est découpé en 40 sous -program-
mes, Chacun d'entre eux peut ainsi &tre controlé et vérifié séparément. Malgré
tout, il reste toujours, en fait des erreurs, soit dans des combinaisons d'options
assez rares, soit dans des sous-programmes qui influent peu sur le résultat, Le
mei}leur‘ moyen de dépister ces erreurs est de faire utiliser le programme par de
nombreux utilisateurs, pour des calculs différents,

2F Préparation des données et présentation des résultats

Dans le m&€me esprit d'éviter Fes erreurs, nous avons facilité au maximum 1la
préparation des données, nous servant le plus possible de données alphabétiques
dont la signification est évidente. En voici deux exemples :

a) nombres quantiques "nl" , Il faut donner au programme les nombres quantiques

des fonctions radiales que l'on désire calculer. Nous avons codé les symboles spec-
troscopiques s, p, d, f, de telle sorte qu'il suffit de perforer sur une carte une
suite de t}ﬁ:f-ffes et de lettreg pour commander le calcul des fonctions souhaitées,
par exemple F |

2P 15 28 35 3P 5 F 6D

b) intégrales radiales . Les intégrales nécessaires (voirpsre V) sont chacune
codées par une suite de symboles représentant : le genre, le rang, et les arguments.

Le Genre est représenté par une lettre conventionnelle, et les arguments de la méme
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fagon que ci-dessus , Voici un exemple :

G1l(6S 6P) R 2(6S6P5D6P) F4 (4F 4F)

Nous avons également pensé aux utilisateurs pour l'impression des résultats,
Ceux-ci sont présentés de manidre claire, et économique, évitant les paquets de
papiers superflus. Il y a cependant des options spéciales pour la mise au point per-

mettant 'impression de résultats i ntermédiaires.

3) Place en mémoire

Notre programme a été écrit pour l'ordinateur UNIVAV 1108, qui dispose d'une
mémoire d'environ 64. 000 mots de 36 bits, Pour ne pas dépasser la capacité de la :
machine, nous avons organisé la mémoire de manidre assez complexe, utilisant les
mé&mes places pour différentes grandeurs au cours du calcul., Mais la description de
cette organisation n'a pas sa place ici,

Voici quelques exemples de limites du programme :

Nombre maximum de fonctions radiales : 30

" " points par fonction : 300

" n donfigurations : 20
" " niveaux : 200
" " intégrales 300
n " matrices 37
ordre maximum des matrices 20

4) Temps de calcul

Nous avons iessa.y‘é d'optimiser le plus possible le temps de calcul,

Ainsi, nousl avons utilis€ NTRAN, sous programme de FORTRAN, qui permet des
opérations sur périphérique en simultanéité avec le calcul, pour lire sur un tambour
magnétique les coefficients d'une matrice pendant que 1'on diagonalise la précédente.

Voici un exemple de temps principaux : |

une fonection radiale : de 25 3 90 millisecondes
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une intégrale 80 a 150 millisecondes
une matrice : 100 a 300 millisecondes
Pour les fonctions, le temps dépend des estimations, pour les intégrales, cela
~dépend du g.en:t"e9 et pour les matrices, de l'ordre.
. Ence qui concerne les temps des calculs globaux, ils dépendent évidemment des
nombres de parametres, de Configurations, d'intégrales, etc.
Voici des exemples :

- Potassium : 15 configurations, 20 niveaux, 10 intégrales,
3 Parameires ...sseerosnennscocnconcscccscscnsonass & Minutes

- Cesium : MEME ChOLX ... ... oeeveoanncansonccncsssansasecssss O minutes

- Baryum : 20 configurations, 104 niveaux, 181 mtégrales
8 parametres ....c.c0000s00sac0meconsosonoasoasose 2D mmutes

5. Amélioration possible

Nous prévoyons, pour un proche avenir, deux sortes d'améliorations, correspon-
dant aux deux rubriques ci-dessus :

a) place en mémoire : Il reste encore les méraocires inutilisées, dans l'ordinateur,

par notre programme, et nous pouvons augmenter quelques uns des chiffres du par.3
Ainsi, nous comptons passer a 35 fonctions radiales, 25 configurations, et & des ma-
trices d'ordre 40,

b} temps de calcul : Nous espérons réduire le temps de calcul de manidre impor-

tante, en perfectionnant encore le programme SIMPLEX,
D'autre part, nous modifierons le calcul des intégrales pour le rendre plus ra-

pide.

Fnfin, une amélioration importante que nous comptons programmer, concerne

le probleme de l'affectation des valeurs propres mentionnée au paragraphe V,
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VIII - Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que de nombreux problédmes d'analyse numé-
rique et de programmation se sont pozés pour mettre en oeuvre la méthode du poten-
tiel paramétrique, Pour une grande part, nous nous sommes inspirés de programmes
existants que nous avons modifiés ou perfectionnés,

Bien que les calculs ne scient gugre plus longs que ceux de la méthode Hartree-
Fock, nous pensoﬁs que de nouvelles améliorations les rendront encore plus rapides.

En tout cas, une remarque s'impose : Il aurait été impossible d'obtenir ef-
fectivement des potentiels optimaux sans ordinateur. Ou alors, il aurait fallu étre
HARTREE soi-méme, pour avoir le courage de passer les années a faire les calculs

a4 la main,
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Cette partie ne comprend qu'un 'chapitre, ol nous décrivons

les résultats obtenus,
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CHAPITRE V

B Ry ey —

Dans ce chapitre, nous exposons les résultats que nous avons obtenus avec des

potentiels. optimaux selon les quatre criteres,

1) Introduction

A plusieurs reprises, au cours de ce mémoire, nous avong souligné le fait que
nous jugeons la qualité des potentiels, sur les résultats qu'ils permettent d'
obtenii & l'ordre p. La raison va en devenir apparente au cours de ce chapitre :
c'est que nous considérons la paramétrisation du pbtentiel comme un moyen
d'introduire, de maniére simple et économique, des paramdtres dans le calcul
des fonctions radiales. Nous utilisons réellement le champ central comme un
artifice de calcul ; c'est pourquoi nous dirons fort peu de choses des potentiels
eux-mé&mes, alors que nous nous appesantirons sur les énergies et les fonctions
d'onde, que nous allons présenter maintenant critére par critére,

Nous avons fait des calculs concernant les alcalins - Lithium, Sodiurr;, Potas-

sium, Rubidium, Cesium -, deé alcalino-terreux : Beryllium, Magnésium,

Calcium, Baryum, - un gaz rare : le Néon et un élément de transition :

le Nickel.

Si, dans ce tra\-rail, nous nous sommes particulié'rement intéressés aux alca-

lins, c'est pour plusieurs raisons :

- leurs spectres sont trés simples, chaque configuration ne comprenant qu'un
‘doublet, Il était normal de vérifier la validité de nos hypothéses sur ces ato=
mes avant d'entreprendre des calculs compliqués,

- d'autre par't, ces spectres constituent une bonne illustration de 1'utilité du
potentiel parametrique, puisque la méthode parametrique classique ne s'appli-
que pas aux alcalins, Il y a en effet, autant de parametres - hauteur de la
configuration et écart du doublet - que de niveaux,

- enfin, on pouvait penser que si les résultats n'avaient pas été satisfaisants
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TABLEAU 1

_——m—mmmmmm—e=——

Alcalins - Critere spectroscopique ordre 0

U(r) - Lz4 &= Lo,e~ %" 4 4

r
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pour les alcalins, ils ne l'auraient pas été pour les spectres plus complexes,

a fortiori.

2) Critére Spectroscopique

e e e N T T T R Y A

Nous allons voir les résultats concernant les alcalins & l'ordre zéro et & 1'or-

dre un, puis des alcalino-terreux et d'autres atomes 3 1'ordre un.

1 - Alcalins A l'ordre zéro -

a} rappelons qu'a llordre zéro, les énergies de configuration pour les
alcalins sont simplement :
E? = E,4

YL

d
(en négligeant la structure fine). Pour les atomes a deux électrons opti-

ques, il y a plusieurs termes par configurations et les calculs & l'ordre
z€ro ont déja moins d'intérét. Les résultats qui ont déja été publiés (47)
sont résumés au Tableau 1. La troisitme colonne donne le nombre de
configurations intervenant dans le calcul, ce que nous avons appelé au
chapitre III. : la dimension de la classe d'épreuve. La quatrieéme colon-
ne contient les écarts quadratiques moyens, La petitesse de ces &carts
est frappante, et nous en chercherons la raison en les comparant aux
écarts obtenus & l'ordre un. Ajoutons que, utilisant les mé&mes poten-

tiels, on peut prévoir des niveaux avec une erreur égale ou inférieure

a 1'écart cité,
2) Alcalins 3 l'ordre 1 -

a) Energies

Alordre 1, les énergies des configurations sont données par les formu-

les du chapitre IV (Par. V). Ces formules sont suffisamment complexes
pour constituer un bon test de la méthode parametrique, test qui n'est
plus fondamentalement différent des spectres 2 plusieurs électrons op-

tiques.
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TABLEAU 2

e m e gm e EE e W R WL G I3 E SR ek e i B e HA e b o ke e i e dA T B b M 4 e GR

1l parameatre

e EaN ) e e T e Ea ey
.LITHIUM 2,081 : 73 7,88 10,26 4,122 49 .
s sw2s s 1w asos | zes | 23
poTasM | 253 61 ssss 1026 | Lose | s
RuBDIOM | 2,765 s 05 more | Ls | 151
omsM 26 toow 30 Leo | 1oz 10

Formule compléte

_______________________________________________________________________ EQM (cm-1)
: CESIUM P : 8 g1 : 18 go : 18 g2 : 8 g9

sans cortrel, : 89,62 : 41,00 21,87 : 7,843 2,135 269
___________________________ T . Fhu A U VR g U AR
:CESIUM 22 go : 8 g1 $ 18 gy 2 18 gy : 8g1 : :
avec corr,rel, : 87,72 : 37,72 : 19,42 8,999 2,100 : 118
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b) comparaison des formules

On voit au tableau 2 que les EQM sont sensiblement plus petits pour les
atomes lourds (R b et Cs) avec les formules & 3 parametres, eta 5
parametres pour Cs. Ceci justifie notre analyse du chapitre IV, Par. II,
selon laquelle la formule du potentiel doit correspondre & une réparti-~
tion de charge raisonnable. C'est en effet apres le Potassium. qu'a lieu
le remplissage de la couche 3d, et il devient alors difficile de représén—
ter correctement la densité de charge par une formule 3 un seul para-
metre. De méme, la différence entre les 3 formules pour le Cesium est
frappante,

c) comparaison des atomes

On remarque que c'est pour le Sodium que les résultats sont les meil-
leurs. Ceci correspondrait peut-~&tre au fait que l'approximation du
champ central est d'autant plus justifié qu'il y a plus d'él ectrons dans
le'coeur' de l'atome. Avec les deux électrons 1s2, celui-ci, dans le
Lithium, est probablement assez "'granulaire'. Le Sodium représente-
rait alors le cas ou l'hypothese du champ central est déja bien justifide
et ol la formule a trois parametres est encore suffisante.

d} comparaison avec l'ordre zéro

Nous avons vu que les EQM &taient plus petits & l'ordre zéro qu'a l'ordre
un et on peut s'étonner de ce fait.

Nous proposons l'explication suivante, utilisant 1'idée du champ autoco-
hérent, (rappelons que ce champ est celui qui agissant sur un électron
est produit par les densités de chargés des autres électrons : il est

donc différent pour chaque fonction radiale).

A l'ordre zéro, il est possible de trouver un potentiel représentant 1'
effet des couch.s completes sur 1'électron externe, qui serait "auto-
cohérent' pour les seules couches ouvertes. Mais, a l'ordre un, on cal-

cule les fonctions radiales des couches complétes, et l'on s'en sert pour
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TABLEAU 3

D S G ma e G e DS e ool R308 M K G CR G GE WD L ) G2 GD b e s £ e m m oW e S e B o e e da A e

Formule complete EQM (cm™1)
. BERYLLIUM 2 ¢ Lge | . . . .
J13,23 1,727 . , _ . 1459,
MAGNESIUM, 2. £ 2 f° 61 .1, . 938

TTTT U T R s e S U ER L AL 7 wn G G om M e M D R R S e DR DL PR L ) G e BD i s me e W e B e e i 7 G KR (A ED e o e M G O om 3 mr e e o

CALCIUM ‘u 2, g0 ° 8 gl “ 8 gl , 1 4o , o 2836
"51,21 18,33 2,438 ‘2,208 ° ‘ '

BARYUM " 2g ° 85 18, ' 18g2 8 gl 1£° ° 2110
e 182235 29,607 326,12 : 7,712 ;2,031 :1,975
~ Gaz rare -

Y L . o5t
2 P2 25 62,2

NEON 13,05 | 7,210 _ 3,678

N Sk G 3 U S DDt SH VD M e e O3 e Dm MU AW LT S WD ER R WS PO R m o UD M e CN e e £ A U G N Le WD Gk L U M L e B e Ta e G mm ke P e o tm v um G0 N v ne Ge e e o am e R
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calculer les intégrales de Slater. Or, ces couches sont mal représentées,
car le potentiel U (g‘,ir) ne peut pas &tre autocohérent pour tous les électrons
a4 la fois, d'apres la remarque ci-dessus.

Autrement dit, & l'ordre zéro, les calculs sont plus effectifs, du fait que
les couches fermées ne sont pas explicitées.,

En conséquence, les résultats & l'ordre 1, bien que moins spectaculaires
que ceux de l'ordre 0, ont pour nous plus de valeur. Remarquons d'ail-
leurs que les EQM sont du mé&me ordre de grandeur que ceux que 1'on
obtient dans les spectres complexes par la méthode parametrique classi-
que.

e) effet des corrections relativistes 3 1'énergie cinétique

On voit que les résultats du Césium sont bien meilleurs avec les correc-
tions, Nous pouvons donc dire que, grice & notre méthode, nous avons
mis en évidence un effet sur lequel on n'avait, auparavant, que des don-
nées fragmentaires, Ceci est une illistration de la possibilité du potentiel
parametrique de séparer des "effets" ayant méme dépendance angulaire.

3) Alcalino-terreux 3 l'ordre 1 -

Les Spectres des alcalino-terreux sont d'un grand intér&t ., Les configurations
sont en effet déjé,. plus complexes que les alcalins ; d'autre part, comme nous
l'avons vu dans l'introduction, l'interpré&tation de leur structure hyperfine pose
des problemes. Nous n'avons pas, d'ailleurs, éclairci ces probleémes dans le
cadre trop général de cette thése-}

a) comparaison avec alcalins

On remarque sur le tableau 3 que les écarts sont beaucoup plus grands.
Ceci vient de ce que l'ordre 1 est une mauvaise approximation pour ces
atomes. On sait en effet depuis BACHER (48), que l'inversion des
singulets et des triplets dans les configurations sd peut s'expliquer par
le mélange avec la configuration p 20

Nous avons, de plus, observé un autre effet : Alors que dans les alca-

lins les écarts se répartissent normalement, entre tous les niveaux,
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pour les alcalino-terreux, l'écart théorie expérience est souvent le méme pour pres-
gue tous les niveaux, a l'exclusion du fondamental ; en effet, ce dernier est, par
convention, pris égal & l'expérience. Nous pensons, qu'en réalité, ce serait le fon-
damental qui ne serait pas & sa place ; En effet, dans tous les cas, l'écart entre le .
fondamental et les autres niveaux est trop petit, Or, une perturbation du fondamen-
tal se traduirait par un abaissement de ce niveau, remettant donc les autres 2 leur
place correcte, Les fondamentaux des alcalins étant tous du type ns2 !So , on peut
envisager des mélanges avec ns n's ‘So , Ou encore p2 l% . Dans ce dernier cas,
1'intégrale qui intervient n'est autre que G1 (sp), qui est, comme on sait, tres
importante.
Cet effet est encore un exemple de phénomeéne passé inapergu avec les méthodes
parametriques classiques. En effet, la configuration ns2 , ne comprenant qu'
un seul niveau, nfest d'aucun intéré&t dans ce cas-l3,
Remarquons d'autre part, que 1'étude de ces perturbations des niveaux ns 2 .
seraient de la plus grande importance pour le calcul des probabilités de transitions

de toutes les raies aboutissant au fondamental.

4) Baryum avec intéraction de configuration

Pour améliorer les calculs du Baryum, nous avons mélangés entre elles les 12 pre-
mieres configurations paires et les 8 premieres impaires. Ce qui fait 104 niveaux
et 181 intégrales, L'EQM résultant, 939 cm ‘1, n'est pas excellent (voir tableau 4).
Ceci peut venir de notre programme d'affectation des valeurs propres, qui fausse
de manigdre systématique le calcul de 1'EQM, parce que les énergies de plusieurs
niveaux sont inc.‘onnues, Il est possible également que d'autres configurations que
celles que nous avons étudiées perturbent celles-ci de maniére sensible.

Notons enfin, que, probablement, les noms donnés aux niveaux par les expérimen-
tateurs sont incorrects., Ainsi le niveaun a 34,370 est, selon toutes vraisem-
blances celui de la configuration 6s8s, et non de 6p2., Celui-ci doit &tre au dessus
de ‘“D-i de sa configuration en l‘ébsence de perturbation, et le mélange avec 6 5

ne peut que le remonter. En outre, nous proposons
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TABLEAU 4

Baryum avec interaction de configurations

qu une partle des intégrales necessan‘es.

+ + + + + + +
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d'attribuer le nom 6s7d gu 'Dy & 35344 au lieu de 6p2; on obtient ainsi une
inversion éingulet triplet dans 6s57d, mais celle-ci est classique déms les
alcalino-terreux., On voit d'ailleurs que nos calculs en rendent compte. On
voit qgue le spectre du Baryum, et probablement celui de tous les alcalino-
terreux; mervitent uné étude tres approfondie, que nous n'avons pas pu mener

dans le cadre de ce travail.

5) Le Spectre du Néon

a) sans interaction de configuration

Les spectres des gaz rares sont plus complexes que ceux des alcalino-
terreux, a cause du couplage JP assez particulier. Néanmoins, il
semble que l'apprinmation du premier ordre y soit bien meilleure
que pour les alcalins, si l'on en juge par les résultats, qui sont
aussi bons que pour les alcalins. (Tableau 5),

Fait curieux, toutes les intégrales calculées correspondent assez bien
aux valeurs parametriques classiques, sauf une : G° (2p, 3p).Celle-ci
n'intervient que sur un seul niveau de chaque configuration, et il est
possible que la valeur parametrique cache un "effet' de configurations
perturbatrices,

b) en couplage intermédiaire et mélange de configuration,

On voit ici (tableau 6) que les résultats du couplage intermédiaire sont
aussi bons que ceux du couplage pur, quoique lesmélanges soient assez
importants, Le potentiel est le méme dans les deux cas. Les niveaux
pour lesquels 1l'écart est grand sont précisément ceux sur lesquels A
influe la valeur de cette intégrale G°,
Ce spectre mériterait donc également une étude plus approfondie.

6) Conclusion

Nous avons vu que dans plusieurs cas, les résultats étaient bons, et que dans

d'autres cas, il apparait des effets qu'il faudrait examiner de plus pres :

corrections relativistes & 1'énergie cindtique (Césium.), perturbations sur le




UIR)=

TABLEAU 5

Neon - Critére Spectroscopiq.ﬁe'

+ .

+ 42C000+01A0 EXP{=- 6 R
T+, 20000401A0 EXP(=TTTT7.21039 R
+ »50000+01A) EXP(-=

Couplage LS pur

13.05676 R)

1487782 R)

DERNIERS RESULTATS

ys
Y=
Y=
¥Ye

2P&
150

2PGe35

S apz

3PD .'

2P5* 3P
- 303

2P5+45
3Pz
3P0

'2P5#30
AP0

IF4

2PSe4p

303

2P5w55
3Fr2
3P0

62-418_
62.58]

624272
624863

X{li= 13,04011

X{I)= 13.10182
Xtli= 13,08676

X{lr=

13,06341

7422655

7+146980
7¢21039%9

7418987

3.6B292
3.47782

367494 T

3'6811?.;m"

EXPERIENCE

0G0

1349043.78¢9

1348204592
1496594000 .

1584034070

1593814939

1615114590
1615924309

1628324684

1658304145

2P5840

3P0
3F 4

C2PSe4F

365

2P5e 5P
303

2P5%6&5
3r2
3F0

166608.,309

1669691639

167002+008

1670624500
167561029

1689260627
1697074898

ECART GQUAQRATIQUE MOYEN =

FALCUL

2000

:149443-469f“”

1586004125 7
© 1593724937

)

161562+687 )
1616544844 -

165833531
1666069344

166995, 187,

. 134090e250 T T
134863.062 7
' |

162755375 -

"15707}.412L::ﬁ

1675314094 "

1689334094 7
1697054906

§20259

[P YRS PP SO SUPE P

 DIFFERENCE

GO0

wdaebbl
) -42\4?1

2150531

20945
90002

¥

.“5]ou98
~634535

77.309

“34387
1 e965

'25:539
=324523
T =l4e812

2¢9+938

'1'60967
.10992‘




120 -

B T e TP S,

TABLEAU 6

* ., Néon - Critére Spectroscopiquer
Interaction de Configuration '
et couplage intermédiaire,

_ Etats de base ! couplage J [

DERNIERS
e s .

—

Y=

e Y

T apgeee

1+

-

-

RESULTATS

46174657
1 613.810
6144894
hlb.804

CUUEXPERIENCE T

-_X(!)='
ily=

»26000+01AD EX
.50000+01A1 EX

Xily=
x{ly="

14,05779
14,00922
[4.01472
14,01561

:

Plw - 8424428 R

P~

v .20000+01A0 EXP(= '14.00922 R}

)

3447499 RY o

- '8.102?3 .‘._..3.q9304...._.-........,.,..‘...,

Ba24428"
‘8e20532
T 8.175849 7

S eakcun

3, 47499 0T
3l4z946
3 4saag

y -

i;m 150 -QOOifwmwf“"Mw‘ L00g "
mm:295‘35 : e ) , o et e e e e
t'"“ +3/2%2 1340434791 77777 U 1a4193e59y T T mi49.803

Te3/2v]
~1/2%0

-1/201 .

_...I 2?5"3[9.-
' +1/2%
T e5 /23

+5/282

T 43729

1344614236 7T T
13"”320.5‘?2 R
135890.4670 77777

148259.748 s

T 149659.002

150123.,553 7

13446104425

1499464500

134917 e8] "5
1364264750 7T

© 1482164625
149495487587~ -
149690 [B7 ~w v -

-P4e5689

434123
Tt 1630127
1354994
' -1-5']0(.153

T 437242 150317822 77 7 1502864156777 T 31,666
T /290 1509194393 77 S 0 1883B5,469 U T i i344076
=3/2¢1° T 150774.072 T 1506664875 T {07197

=3/2%2 1508604471 JTTTIS0T7 e 219 T T By 282
Comk/2eg 151040412 7 7 1609524425 . TTTURUT 0 87,787
) ©=1/2%0 C1829726697 T T U IBN8B24831 T T 20904166

(000,

nl494389 7

~534,080




T 2Pse4S

w3/ 2%2

Tt T w3/2vy
ooml/2e00
mi/2%1

T 2P5e3D

T ays2e3 T
T w3724

+til2*0
/2%
+7/2%4

T w5723
w “5/2%2

- =B/2w3
T w3/2%z
iy

e e e +3/2‘l -, ._,,,i...'.- - -
e e = s +3/2 ‘2.‘ N N

T ZPS*4P
T /2y ,
e S g pey

+5/252

*1/2+0
3/2%]
U om3/2%2
w29

/e

T 2PE#5S

© 2PS*4D

+3/2%

-1/2%0

C=l/2%g

w1 /2% T

"#7/2%3

S 3292 -
"7+3/2¥1:ff
+5/2¢2'

+5/2%3

“G/2%2. 7
—5/2*3.'“:

h3/2ﬁ2

-3/2%§

2P&®5P

+1/2¥1-

+5 /287
“+5/2w3

+3!2"r“
*3/2%2

S %3728
#6522

+3/2%2 -

Fb/2vp
#7724

TABLEAU 6 (suite) '

1586034072

|58797+965
15938 .939

T 159536.572 07 0T

1615114592
1618262135

1415924311 ,
161594,080 ~ "

161609225

1616384580 7T
1617016623 777777
16 1 703 . ‘1, 1 2 e abm et AR Eae A ay
1624106639 ° 77
T1624124139 T T
162621 eghg = e
T1624374643 T

158607906 ~ "

1588354312
- 159331.219 " _
159545719 . T

161560344

'162519,350f”f““-m_m
162832:684  f-wfﬁ.h_

162901094
16301424600

163040330 7.7
1634030283 0 77 T
. 163859.248 7 T
“1637104580 -

163709.70)

164287865 T

145830«1486

16591 4eTga
166608431 ’
1666584486 T

1669694639 "
1669774322
167002010 ' :
1670034004, 7.7 77T

1670134537

1670285969 7 77

}67049+580

1678504639 577
1677964939
{67795 B ag
1677984956 7 T
167809725 7 T

1674514439
T 167593.182
1675461.,029 ¢
[6T76HeS29 2 T T
167650+ 600

165379156

1635394656
1636062219

1463620+000°

16581460312
166920+28

'151539-0007f“

14616244500
161633500 .
1616426658 7
1616976375 7
T16174542197 T
1461748.031
162392562
T 142396844 77
1624080719
T 1462433844

1625250408777
162760825 77
T146m28484.031 7
162968+53) 777777
" 162998125 7

1634574000

T T T 8300865,

-4 . 834
C =37 ¢357

-27.%06“”

T =34¢209

-3z2el89 7
. Te39ed20 7
D L3au432
T abBa79%
T a3 .596 T

5“ . 721 . am - \ P
el

Tty b9 T

b b .-‘.._..H. . 1 5 . 295
e e e 13,225
PR 3 . 799 ‘A._.. R

166539.000

16660%-906;““f-jn fﬁ‘

16694674594

1669834500

1670014654 ¢

167006844 70T
Le701b.n0g "
1671424469

167054+812
167058062

1674464219

167743406 "
T 16774628 7 T o
1677474937 7
1677654844 "

1675554456 .

167516-625--Un“_g'

1676020844

1676166031

~54+557

Bselib8
42,405

Tl 97Ged73
Tt 19.5%2
T 04436107 77
e Cge 70 ST

e g6y T
T I PU

.’13.83‘* .....-. - ameae.

e -G B2G ¢

T b94311

Zoﬂﬂsu'uum
LV N O
B « 354 °
Tm e 7O

24569
T wi134510

TUos34580 0

74232 .

53+533

‘434881

- 5,221
© . 3745257

4444904

JBe686

T 3445686

74424

T Ble584
e B0 907G




T 41/2%00
Y

T =3/ze2

2P5*65
ST +3/282
e +372%9]

2P5°6P

e *1/2%
.--_7-',”.,.—.. .. +5/2“3 - B ..

-'+5/2ﬂ2

e 43 e

h“jﬂ.‘“_"."-“;. Ry l /?*O e .
S ...._....... ._3/2‘ 1 N

N -3/32
I e i/gwy

=1/2v)
“l/2%0 "0

-I/2¢U'~F~-?c,ju
Combrzey o

+3/2%)

- 122 -

TABLEAU 6 (fin)

1678694148
1683570439 7
1683800689 7 T
1683604572
168568 Bog -~

1689266627 TTTTITTT
1689654330 =
169707900 "

1692799,150 v
' 15?8‘}1.q51 R

169645479

1699784699
1705664939

1705804350

170691, 3227 "

““m*j‘ ECART QUADRATIQUE MOYEN oI

S 7 0heT.Ed g
L 1705124375 77T
17050828
”‘11031&.375}

613 793

1468062500 .

1682584906
_ T 1682B74531°7
e a581.000
169105,250 77T

168907500 "=
1689614000
16963] 46562

1697294604 77T 1496614187

169734 +000
© 14976541547 T
L1 a9788eBb2
o 169811187 T
T 1 698156187 77 -
o 1728071877 T
R I Ty

v BgeBlyg
T 724088 77
S aT4, 947

TS 18343327

P33 T

S 93.1b8

79572 "

T T whleeq22

19.127

334994

A A rm—— —— . :, - 3 1 .U 3 7 -
T 30e264 7

30604
T wmZ24Z2Be480

E 83307 ‘
V63387777
e eE R

-__...‘__‘...~-~--.‘ ‘,,....‘.‘ l 6 . l I 1 N




- 123 -
fondamental (A_lcalino-terreux)f Intégrale G° (2pmp) dans le Néon,

La méthode du potentiel parametrique, avec le critére spectroscopique, est
donc une véritable extension de la méthode parametrique, classique, .ouvrant

la voie & une étude approfondie de spectres que l'on croyait bien connus.
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TABLEAU 7

Alcalins - Critére HFGS (Energies du fondamental)

v ok e v e e W L e P = M mm Em o e W L L L Ll L e

______________ Ta s Bo i Ma i % : X3 2 Eo G HF __:
LITHIUM : 1,703 f—7,47171 ) 2,431 ;1,202 :1,602 :-7,4753 :—7,43277 .
SODIOM | 2,490 161,700, 5,536 | 25.36 4519 -1e1, 161,505
POTASSIUN 2,4216.-395 361 4,388 | 19,735 2,085 599,125 599,165
RUBIDIOM. 3,467 2023,512 5075 | 51,1 | 2.anz 29a,036 8998358
O S R

TAR S M T TR S AR A A W S ik G s o wm e M Y R M S T e M AR R R e AR MR A M e AR e e e s dn G M MR S e vm B A M e S T M e W M A b Am PR M M em vt hm Em mm e e

et A e s 1

CESIUM :2 go : 8y : 18 g2 : 18 g2 8 g 3..7553,19 2—7553,698:
: 108,5 : 35,73 : 19,46 16,285 :2,041 : : :

s R R L e e WA T W A e dmh GE SR P Am G G T S R S OR M M e A AR M et b v e M W MR W M MR et M U A e ma B e G e e e e e M e M R e BN WD N ML MS MM dm o e e Em




- 125 -

3 - Critéere HF GS

B e T N R

Selon ce criteére, on recherche le minimum de 1'énergie totale moyenne d'une

classe d'épreuve :

S (ex ) = 1S pY
= % 5 (2)

Pour juger de la qualité, au sens varationnel, de nos résultats, il faut ies
comparer a2 des calculs de Hartree-Fock, s'inspirant du mé&me critere,
Mais, il faut noter deux détails :
a) l'énergie totale trouvée par Hartree-Fock doit toujours &tre plus
basse que la notre, car notre potentiel n'étant pas autoscohérent, notre
approximation est plus grossigre,
b) d'autre part, les résultats de Hartree-Fock ne sont connus, en géné-
ral que poi:zr les fondamentaux, Il nous faut donc comparer les énergies
des fondamentaux, que nous n'avons pas cherché & minimiser directe-
ment. Ceci est une cause supplémentaire de différence qui est au

désavantage du potentiel parametrique.

1) les Alcalins

On voit sur le tableau 7, les résultats pour les alcalins. On remarque que les
parambtres ont des valeurs assez différentes de celles du critere précédent.
Les deux criteres ne sont donc pas équivalents pour le potentiel,

D'autre part, les énergies obtenues avec les deux formules sont trés voisines
pour le Lithium ef le Sodium, confirmant encore que la répartition de char-
ges des couches completes est assez correctement décrite jusqu'au Sodium
par la formule simplifiée,

Par contre, le Césium est mal représenté par une formule & trois parame-

tres, alors que la formule complete donne un trés bon résultat,

2) Alcalino-terreux et Autres

Pour ces atomes également, la formule compleéte donne d'excellents résultats

comme on peut le voir au tableau 8. Pour le Nickel, nous avons fait varier
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-TABL EAU 8 -

o m s e an e om e e e s e

X 1 G, oAy fy 5 Eo HF

2fo 1 fo . .
BERYLLIUM 4 424 0, 8146 . ‘ . . -14, 5642 ] -14, 57307 )
-—Em i S D D e e o e e e e o L ] e e dm -?. mmmmmmmmmmmm Nkt R e e R ] - -

"2fc 8gl 1fo

MAGESIUM * 5, o4’ 5, &3 12111 ' ” C-19,195 - 199, 61
:CALCIUM : 2 fo : 8 gl : 8 gl : 1 fo ) H : H :
. 30,08 ;1272 . 2,84 .266 s . - 676,6% : - 676,7600

: ‘“2fo ‘8gl ‘18g2 ‘18g2 ° 8gl ‘ 1fo -
B
: ARYUM 1153 . 37,87, 22,3% : 7,475 .2,200 :1, 060 ; -78%3,19 : -7883,554 .

R o dman e M e OB O o G0 G G0 W CR RO R m ED G P CH D G K SO IS O 0 U e AD RS e O G O 0 W D OB PR OGS G mo ms G e OO e o o AU e G e M OO e e G W Gm a0 mm e e

. NICKEL : 2% Sl Bl LBf &L "L 1506, 771 ‘- 1506,820 -
37,28 18,73 7,872 1,582 4,90z o TP
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les coefficients qui sont homogeénes & des nombreg d'électrons, ce qui fait
q

s

p . . . 8
que les électrons des configurations extérieures (d ; s2, d’s, etc..) se meu-

vent dans un potentiel effectif de plusieurs répartitions de charges.

3) Effet de l'auto-cohérence

On peut remarquer que la différence des énergies totales Hartree-Fock et
des ndtres est pratiquement la mé&me quel que soit l'atome. Or, cette diffé-
rence d'énergie représente des effets de second ordre, qu'on pourrait appe-
ler "effet de l'auto-cohérence', ou '"effet de corrélation'. On voit donc que
les effets sont petits devant les valeurs de 1'énergie totale.

Nous avons donc la un critéré simple pour calculer les fonctions radiales

a priori, qui a presque les mémes qualités que Hartree-Fock.




T e o oo re o mD Em mm e o e oo s w0 e

Alcalins - Critere C A C

1 Parametre

&G < HIY (U.a) E% (U.a)

LITHIUM 0, 537 0,198 - 7,363
- sopmm ¢ Lo ' o ¢ Cis0m
- porassum ¢ v s ¢ ss091

. e s L D N b i e e O e em O e e w T MR N SR SR L Lm e DD MR W R R M CD Ee AN A U7 = T G mm KN R MR M e e e e e mm ew m SR N MR SR SR MR AL $% v wr mm Em e e

3 Parametres

: LITHIUM : 4,382 : 13,33 s 4,099 : 0,0122 : - 6,945

: POTASSIUM: 1,952 : 15, 86 : 1,761 : 3,198 : - 589,4

O S Em o Ge s es O3 EM E MR RN ER R R AR A D A D A v e G T M M A NN TR ED MR R LR e e e e e M UG EY 3 MG AR N BN ML AR S A v b mm UM M P MR R Er ER e e e e e
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- TABLEATU 10 -

Ll e I I .
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AL R« SO L L. S o i Kz i (May
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.

Il consiste & chercher le minimum de[ﬁ( ¢ i HIY )sz

Nous n'avons appliqué le critére qu'a qli:elques atomes alcalins. Nous en corﬁ-
prendrons la raison lors de la comparaison ultérieure des différents critéres, -

Mais on peut déja remarquer sur le tableau 9 que si la formule & trois para-
metres permet dobtenir des valeurs de Hi plus petites, I'énergie totale est plus
haute qu'avec la formule 3 un paramztre. Ceci nous montre donc déji qu'il y a en-
quelque sorte incompatibilité entre ce critere et le précédent. On remargue égale-
ment que l'analyse du chapitre III est justifiée par le fait que la conséquence de ce
critére est bien une énergie 2 l'ordre zéro qui devient presque égale 3 1'énergie

totale,

V - Critere de Condon & Shortley

Ici on ne minimise que la valeur moyenne de ! portant sur les couches ouver-
tes (voir chapitre IV par., V). On remarque sur le tableau 10 que cette valeur de-
vient béaucoup plus petite que les valeurs précédentes, puisqu'elle s'exprime main-
tenant en cm '10 Nous verrons, lors de la comparaison avec l'expérience que ce
potentiel ne donne pas des valeurs ridicules des énergies comme le précédent.
Nous pensons que cela est df au fait qu'il s'agit d'alcalins, et on a alors quelque

- chose d'analogue aun critére spectroscopique 2 l'ordre zéro,

Nous avons jusqu'a présent jugé chaque potentiel optimal selon le criteére qui
‘a2 servi a 1'obtenir. Nous avons vu que les potentiels ainsi obtenus étaient assez

différents d'apres les valeurs des paramedtres,

Examinonsmaintenant les tableaux 11, 12, 13, 14, ol llon voit le spectre de Potassium

calculé suivant les quatre critdres. On remarque que, pour la comparaison avec l'ex-
périence, les critdres HFGS et CCS ne sont pas ridicules, ce qui n'est pas vrai du

critere C.,A,C. De plus, pour HFGS et CCS, la différence entre théorie et expérien-
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ce est presque constante pour tous les niveaux , et cela peut s'interpréter par le
fait que 1'énergie du fondamental n'est pas assez basse, tandis que pour le C,A,C.
le fbndamental n*est plus le plus bas niveau,

Enfin, on voit que les intégrales ZETA (c.a.d. E’nl, constante de couplage spin-
orbite) sont énormes ainsi que les intégrales{l/# ).

Dans ces conditions, on comprend que nous n'ayons pas appliqué ce critere
a d'autres atomes, On voit également tout 1'intéré&t de l'analyse théorique des cri-
teres que nous avons faite au chapitre III, qui nous a permis de montrer que ce cri-
tére ne correspond pas i une bonne approximation des fonctions d'onde solution de

1'équation de Schr8dinger.

VII - Conclusion

Nous avons appliqué notre méthode & plusieurs types d'atomes différents, pour
les quatre criteres, Les résultats montrent que d'un point de vue pratique, deux
seulement de ces criteres ont un intérét,

- le critdre spectroscopique, qui donne des E.Q.M. comparables 3 ceux de la mé-
thode paramétrique classique

- le critere HFGE , dont les résultats sont tres semblables A ceux des calculs
Hartree-Fock,

- les deux autres criteres, C.A.C, et C.C.S., ne sont pas utilisables pratiquement
Mais leur intéré&t théorique est grand, car nous avons montré au chapitre III, et les
résultats le confirment, qu'ils ne donnent pas de bonnes approximations des fonc-

tions dionde, .




- 136 -

CONCLUSI ON

LI i T T S —

Nous allons ici résumer la méthode que nous avons décrite dans ce mémoire,
rappeler quelques résultats, et comparer britvement les critdres de gualité

étudiés.

T L -

Nous nous plagons dans le cadre de la théorie des perturbations, appliquée aux
atomes isolés grice a l'introduction d'un champ central fictif. Nous montrons
que ce champ n'est pas indifférent, dans la mesure ol les calculs ne tiennent
pas compte de tous les ordres (jusqu'a l'infini) des corrections de perturbations.
Nous demandant alors comment choisir le potentiel, nous sommes amenés 3

la notion de critere de qualité. Pour les fonctions d'onde, la satisfaction de

ces criteres revient & la minimisation de fonctionnelles, dont nous montrons
qu'elles correspondent & des distances dans un espace de fonctions. En généra-
lisant ces distances & des ensembles de résultats obtenus avec ces potentiels,
nous arrivons a définir des potentiels optimaux. Pour les calculer, nous les
représentons par des formules analytiques dépendant de quelques parametres,
gue nous ajustons pour rendre minimale une fonction S (%) correspondant au
critére choisi, Ces fonctions S (¢4 ), que nous décrivons au paragraphe suivant,
font intervenir les énergies, et les fonctions d'onde radialeé, gue nous calcu-
lons numériquement, suivant les méthodes employées dans les programmes de
Hartree-Fock,

Pour obtenir le minimum de ces S (% ), nous avons adapté une méthode de
tatonnement systématique extrémement efficace, mise au point au centre de
calcul d'Orsay, Gréace a cette méthode, nous avons aisément pu obtenir des

résulta.ts) pour différents criteres, que nous allons rappeler brigvement.,
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2 - Résultats -

Nous avons optimisé des potentiels pour des zz'.lt.‘:-aulins9 des alcalino-terreux et un
gaz rare. Nous n'avons jamais utilisé plus de 7 parametres, et leur nombre ne
dépasserait pas la douzaine pour les atomes les plus lourds ét les plus complexes,
Ces potentiels ont des propriétés différentes selon le critére choisi, et nous allons

décrire leur utilité en rassemblant quelques résultats typiques.

a) Critére Spectroscopique -

La fonction & minimiser est 1'écart quadratique moyen entre expérience et théorie

a l'ordre p, 2 une constante pres. 1

[
Sp (g ) = L S(e%y_eg2ee) 2 | 2
p () [“&_2:(5 sy - &%) }

Nous avons fait des calculs & 1'ordre zéro pour les alcalins, & l'ordre un pour les
alcalins, les alcalino-terreux, le Néon et deux calculs avec mélange de configu-
rations., Les E.Q.M. sont de l'ordre de 30 cm -1 pour les alcalins & l'ordre zéro,
de 100 cn-1 & l'ordre un (car les calculs sont moins "effectifs'). Pour le Néon,

on a obteau 63 cm -1 sur 170.000 ¢m -1 (17 niveaux et 3 paramzetres),

Avec ce critere, on a donc une extension de la méthode parametrique classique
qui donne les fonctions radiales en mé&me temps que les fonctions angulaires,
Ceci permet d'utiliser et de prévoir, les hauteurs des configurations, et de

P p g

déduire des niveaux expérimentaux, toutes les intégrales radiales souhaitées,

b) Critére variationnel (HF G S)

On minimise, ici, la moyenne des énergies totales des niveaux étudiés,

N
S (X)) = 1 4,
1 NgﬁJ.(é.)

C'est donc une généralisation 2 un spectre de la méthode Hartree-Fock, ol l'on
minimise 1'énergie totale d'un niveau. Les résultats ainsi obtenus se comparent

tres bien avec les énergies totales de Hartree-Fock classique. Par exemple,




- 138 -

pour le Baryurﬁ, le fondamental est 3 - 7883, 56 u,a. (HF) et nous trouvons

- 7883,19 .u.a. Mais, de plus, la structure générale du spectre est préservée,
a cause de l'hypothese du champ central, et les fonctions obtenues sont ortho-
gonales, ce qui rend aisés les calculs en couplage intermédiaire, et en intérac-
tion de configurations,

Avec ce critere, on a donc un outil commode pour les investigations '"& priori',

c) Les critéres perturbationnels (C,A.C, et C.C.S,)

I1 s'agit, ici, de rendre minimal 1'Hamiltonien perturbateur H1l. Soit

) 4
RPN LA
o=

pour le critere Ac.:céléra.teur de Convergence {(CAC), et la restriction de cette
expression aux couches ouvertes pour le critére de Condon et Shortley (CCS).
Au premier abord, les résultats du critere CAC nous ont semblé aberrants,
l'ordre des niveaux n'étant pas conservé, les intégrales ayant des valeurs,
‘jusqu‘.é 1000 fois, trop grandes ol trop petites. Mais, comme nous le verrons
nous avons pu justifier cela par une analyse en terme de distances des fonc-
tions d'onde. Le crittre CCS donne apparemment des résultats meilleurs,

mais nous pensons que ce n'est le cas que pour les alcalins,

3 - Discussion et comparai son

L R R e e

Avec les criteres spectroscopique et variationnel, nous avons en fait, deux
méthodes différentes et valables d'étude des atomes, Ces deux méthodes ont
une méeéme limite fondamentale, qui est la convergence de la théorie des
perturbations. Plus précisément, il peut arriver gque pour certains effets,
des fonctions d'onde d'ordre élevé soient nécessaires, et, dans ce cas-13,
les calculs deviendront fort longs, mais non impossibles.

Le fait étonnant est que les potentiels optimaux selon ces deux criteres, d°

esprits si différents, ont des propriétés beaucoup moins dissemblables’
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que ce que l'on aurait pu attendre.

Par contre, le critere accélérateur de convergence donne, lui, des résultats‘
sans rapport, ni avec les deux précédents, ni avec l'expérience.

Nous avons pu expliquer cela, en montré,nt que les deux premiers critéres
correspondaient 2 une bonne approximation des fonctions dionde exactes, alors
que le troisieme donne un opérateur Ho dont la valeur moyenne est proche de 1!
énergie totale exacte. Nous avons montré que, dans ces conditions, les fonctions
propres de Ho ne peuvent pas &tre une bonne approximation des fonctions exactes,
Ceci éclaire d'un jour nouveau la théorie des perturbations pour les atomes
isolés, En effet, paradoxalement, il ne semble pas souhaitable que la perturba-
tion soit la plus petite possible, pour que les résultats soient les meilleurs,
Cette question mérite évidemment d'étre approfondie, et nous pensons le faire

en définissant et en étudiant de nouveaux critéres.

Ainsi, la méthode du potentiel parametrique peut servir, non seulement & cal-
culer et & interpréter des spectres atomiques, mais encore 3 explorer un nouveau
champ d'investigation : l'étude comparative des critéres de qualité pour les solu-

tions approchées de 1'équation de Schrodinger,
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Toutes les notions que nous rappelons ici sont utilisées au chapitre III, Pour

plus de &tails, voir la référence (49).

I Espace vectoriel
Un espace vectoriel est un ensemble qui 2 les propriétés suivantes :

1. On peut définir une loi de composition interne(appelée addition ) :

< E ,y-'éE:@X +v = E
Cette loi doit &tre commutative et associative .

2, On peut définir une loi de corposition externe (appelée multiplication) avec un
élément d*un corps G (habituellement le corps des nombres complexes)
On a alors :

a. X€E, A&eC =b AxéE
b. "}\('}.\x)‘ = Q/UJX
C-(}+’/u ) =< :'}&K-i-/&,kaz

kloety) = Dat X g
d, e = e élément unité de C
e, 0 X = o élément nul de C ; € &lément nul de E

Exemples :
1. Espace M des suites finies de nombres réels bornés
x ¢ 1 six={s¢fﬂ§_&) __”%’N} b ﬂ‘%;ﬂ < w0 = A4,...
N es* la dimension de cet espace,
si ¥ ={‘bh ;oo %N} , l'addition est définie par
%é'jﬁ {%34?311)’ %{LI*T@@.J - om fgw%aﬂm}
2, Espace L2 (R3) des fonctions de carrés sommables définies sur la droite

réelle, Il est de dimension infinie.
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Liaddition est 1'addition habituelle des fonctions,

L'espace 1.2 (R3N) des fonctions de carré sommables & 3 N variables et deux
fois dérivables est particulitrement important, C'est en effet dans cet espace
que nous pouvons définir l'opérateur Hamiltonien,

Dans cet espace, nous pourrons distinguer successivement les sous-espaces
suivants -

- (L2 (RB)JGN, qui est 1'espace des combinaisons linéaires de produits de fonc-A
tions définies sur R3 et possédant les mé&mes propriétés que ci-dessus,

~ Dyy» sous-espace du précédent ne contenant que les fonctionsantisymétriques
par rapport & 1'échange de deux jeux de coordonnées, On a :

12 (Ryy) O RV > oy

II - Fonctionnelle {ou forme)

om TN E as Ew own e K Em on wn am

a) une fonctionnelle est opérateur qui fait correspondre un espace vectoriel au
corps des réels,
-~ Exemple : Le produit scalaire fait correspondre A tout couple de vecteurs un
nombre réel
- Quand on a défini un produit scalaire, noté
(x 1 v)
on peut définir des fonctionnelles par
fx=(x lax (=|lal x
ou A est un opérateur,
Exemple : dans 1l'espace 1.2 (Rlé on peut définir un produit scalaire par
xfy ) =/ =)y () a
Dans fespace L2 (Ran ) awv'::‘::s le m&me produit scalaire, on peut définir la

fonctionnelle

gael )
ou H est 1'opérateur Hamiltonien,

b) on dit qu'une fonctionnelle f (x } est linéaire si

f{x+y) = £(x) +£(y)
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La fonctionnelle E* n'est pas linéaire, en effet,

E'(x+y) {2/ Hix) + (y]HIy) vy} +2 (X!HlY);_L (xlHl x) + (yiH]y)
(xb=] +(vly)  +2Gay 1x) (yiy]

nous avons utilisé la propriété d'hermiticité de H :

H|] v) = ¢ 1 H| =

3. Distance

a) une distance est une fonctionnelle, qui a tout couple d'éléments d'un espace
fait correspondre un nombre réel positif, et qui satisfait aux axiomes suivants :
(>(x, y ) (%X, v e E) est une distance pour l'espace E si
Lp(x.y) = o et plx,y) =0 & X=y
2. @ (xy)= e (y.x)
3. inégalité triangunlaire
p (xv) +v.2) 3  p (v.2)
~ On peut définir plusieurs distances dans un mé&me espace,
Exempleé :

- dans l'espace M, on peut définir :

e (xy) = (2 |& —9.]" )™

Cmed

pour toutes les valeurs de m 3z 1.
- Les deux premiers axiomes sont évidemment satisfaits, L'inégalité triangulaire
resulte de l‘1nega11te de M1nkowsk1 : (49)(p 214) qu1 s 'énonce
w | P
(Vg )PP (2 ) b (2 1nal?
'~ Lorsqu'on prend la 11m1te m = ®2 dans cette d1st¢nce on obtient la distance

de Tchebycheff,

£x,y) = max [ £, -1,

on vérifie aisément que les tro1s axiomes sont satisfaits,

b) Espaces métriques : Lorsqu'on peut définir une distance dans un espace,

on dit qu'il est métrique,
C'est gréce a la notion de distance qu'on peut définir la convergence des

suites dans les espaces métriques,
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Soit{ x kune suite de E
Si f( Xy Xp) <& pour tout metn p No, on dit que {xm} est une suite de
Cauchy. '
c) Espaces complets : un espa.ce métrique est complet si toute suite de Cauchy
converge vers un €lément de cet espace :
A, —> 3 si
f( 2n,®%) <« ¢ pour nP no
_Exemples : 1'ensemble des nombres rationnels n'est pas complet, L'ensemble
des nombres réels est complet,
On peut montrer que l'espage M est complet.

d) Espaces compacts :

On dit qu'un espace E est compact si, de toute suite infinie de E, on peut ex-
traire une suite convergente.

Un segment borné et fermé de la droite réelle est compact d'aprés le théoreme
de Bolzano-Weierstrass.,

L'espace M est compact parce que les suites sont bornées,

L'espace L2 (R) n'est pas compact.
- On remarque que ces propriétés dépendent de la distance introduite,

4, Norme

a) Une norme sur un espace E est une fonctionnelle, qui satisfait les axiomes
suivants (norme de x s'écrit lx})

1. ﬁxea p2 oét fixf =0 = X =0

2. WXal = P ik ' " (homogénéité)
3. 8 x + vl g bxl + v {inégalité triangulaire)
- Exemples : st

i
- dans L% (R) 5/ et (2 dE T = fal
2.8 )
1.'inégalité triangulaire résulte de 1'inégalité de Minkowski pour les intégrales (49)

p. 213
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& n
dans M ( _Z’ l%’cﬂ‘“)""‘
est une norme’. -
en particulier, pourmn = ¢
=il = max ﬂgcl
est une norme, comime on peut le vérifier,
b) 2 toute norme on peut associer une distance (mais la réciproque n'est pas
vraie) aingi
f(x vy = bx - vi
Exemple : Dans L2 (R)
x - v (f (t)my'(t) lc“‘:)
est une distance

c) Voici un exemple de fonctionnelle qui n'est pas une ncarme

. g
B (a) = i Hix) x e Lig
(=) ZIrS (B}
en effet cette fonctionnelle n'est pas homogene:

E' (e )= E' (z) ¥ A

et on ne peut pas non plus montrer 1'inégalité triangulaire,

d) Eléments normés. Un élément est normé lorsqu’il est divisé par sa norme.

x! = x est normé,
ELH
On a alors §xtd =1,
%3
Exemple : dans aé (3N} on peut définir une norme par

(]d> $ de )i - NTGTE)

alors o “est normée (ou normalisée.)

————tircs

il &4

Remarque : Lfensemble des éléments normés ne constitue pas en général un

T a m man oemedoom o

espace vectoriel, En effet, si
il =1 et Yyl = 1, Bx + vy ié' 1, donc on ne peut pas
définir une addition dans l'ensemble des éléments normés,

Clest pourquoi nous exprimerons toujours 1'énergie par la fonctionnelle

EC{({ )= (¢ Hi®), quiest définie dans tout 'espacef2(3N) «
\W&
Nous zvons ainsi défini succxntement les notions dont nous avons besoin,
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- - e o s cm o s e s R

Soit une répartition de charge correspondant & un électron décrit par la fonction
radiale :

Rnl(r)= Ar c @

Si on introduit la densité radiale de charge :

D (x) = g (r)

4 T2
ol e (r) est la densité volumique, on a :
D (z) = Ran (r)
un €électron ayant une charge négative, on obtient :
D(1‘)=—I\IJ:"ZQ+2 e_dr
ol 1 =(2® 1+ 2

N Wt 3
o
Cette densité de charge étant sphérique, le potentiel ne dépend que de r, et on

peut écrire l'équation de Poisson
2

d__(rV (r)) = -D(r)
dr2 T
Posons alors vy (z) = rV ()
P = 8 +1
dn a l'équation :
dzy = N rf e. - =T (1)
dxr2
Lia solution y doit &tre de la forme :
y(B=e T f@)+C rtC (2)

1 2
ou f (r) est un polyndéme de degré p. En effet, la dérivée d'ordre quelconque

d'une fonction produit d'exponentielle par un polyndme de degré p est encore

un produit d'une exponentielle par un polyndme de degré p.
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Soit
P P'rl
f =a
(r) p¥ +ap_11' ceso + ao
1'équation (1} s'écrit alors :
cﬁ' -2 % df + A*f=NzP e - X ¥
drd dr
égalant les coefficients des diverses puissances-de r, on obtient :
a = N
P ot."
a = a 2 p = 2N
p -1 P AL o3
et
a . =N (2 (p-k#l).k.p (p-1)...... (p-k+ 2)
p-x "~ K+ -
4 A
- (k-1) (p~k+2) (p-k+1) p(p~1) ... (p-kt3)
e{k
ot (p-k)! o«
..E. P - k
Soit f(r)=N3  (ktl pl 1 ) or

k=o &d* (p-K} ¥

posons i=p-k

o .
E L imeNel S et (=)

cﬂ'ﬂ.z' J= &!‘
or N = <

(p+ 1)}

en reportant dans 1'équation (2), on obtient
-

y(r)=e Z a-_4 ) (a-’-r)d‘} tCir + C,
ptl &i

-

Mais lorsque r —» ¢o , on doit avoir :

[v @] = -1

Faoo
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o]

-1

donc CI=
cC =

2

Lie potentiel électrique produit par la charge est donc :

V()= -1+ e"’"rzp’ (1-_ & ) (st 1)
g =o g +1 ¢!

r

d

Supposons alors que l'on assemble un noyau de charge Z et Z - 1 électrons de

. méme répartition de charge, on obtient :

V)= 2 + (Z-1) (-lte % £(z))

e r

= (z-1) e 3
T

f(r)+1

etl'énergie poter;tielle d'un électron dans ce champ est
U (o, r)=-eV (r)

=-(z-1 e 2T f(r)+1

T

On peut alors représenter l'effet des diverses couches et sous-couches avec les

deux fonctions :
._mr i“"‘ }
fg(dﬂr)z e Z (1- L ) (OL]:)
| g=0 2+ 2 a!
L .
g, (64 ,r)= Z(4I’+2) fo(x, 1)
D=0

L
7 41+ 2)
=0

et on obtient la formule indiquée au chapitre IV,
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- Appendice C -

-------------

el e e ]

L'équation radiale & résoudre point par point est

atp - [FE -2rU@+(1+4 ) } = (1)

d =% .
ol

X = 1 o ge e
et P (x)= Rnt (r)

VT

Ceci est un cas particulier de

P £yt g () (2)
ol1 g(x) =o

La méthode consiste & appliquer la formule de la différence finie du second

ordre : . . .
Sy = hi(y” + $2 " ) (3)

n désigne 1'indice du point :

y_Ey (x)
et h, le pas X =x +nh
Szn o}
et yn=Yn+1~2Yn+Yn-1

remplagons-dans (3} V" par sa valeur dans (2), on obtient :

Yn+l B 2Vn * Yp-1 ~ hﬂ' (fn Y:n * % (£n+1 Yn+l ;anyn * fn-l Yn-l )
Ceci donné une formule de récurrence :
Yn + 1 = (2 +10—}§:‘ fn )y n (1 —‘If: fn-l ) Yn-l (4)
12 12
1= ll}: £ n+l

12
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51 l'on connait yo. 34_ et les fn-' on peut donc obtenir lafonction recherchée
jusqu'au point de raccordement rc.

On calcule donc l'expression entre crochets dans 1'équation (1) point par point,
pour avoir £,

Pour les deux premiers points, C, FROESE se sert de fonctions hydrogénoides,

et nous faisons la mé&me chose.

O . T G o e T S Ay

44 2 ¥4 "8 Yo
a, d, ag Vg o
a, dg a, t = 0 (5)
| R . :
ot A= -(2+10 1 1)
g, —
12
- < ’
et !aﬂ-\. - (l - _h fn)
12

Pour résoudre ce systéme, on élimine les éléments en dessous de la diagonale,
en définissant :

1, =dy

Im =d, = _am Bn

Ch T -3 Yo
Cip &= - Capot Am~v
. Bneq

De plus, on connait le comportement a2 1'infini de la solution, et pour un certain
indice N, on pose

Ini  © B N (6)

Si on veut résoudre le systeme (5) jusqu'au point¥. ., on peut alors l'écrire sous

N
forme triangulaire :
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- . - e
?4 2q 1
il '@il.. Gy 7 32 &
SN - . '~ (7)
~ N = h
~ . ' .
~ \ }
~ ]
~ N /
[ N_a _ X ,_C'N =Ry ‘3’m3

remplacons %MM par son expression (6), on a:

b -
b (1 * 2 i % exp(a.‘{f;' h))

On peut alors résoudre le systeme (7) én remontant :

yn = (Ca -any, Fayy ) n= N-1, N-2, ...2,1

n
Il reste la question du choix de N. FROESE montre, que si on calcule les

coefficients a ln, c_» pourn = 1, 2, 3, ..., la premieére valeur de n, no,
pour laquelle ! Cho | <% {ou T est choisi 3 l'avance) correspond a

un domaine ol

v'y &
h
on choisit alors ¥ de telle sorte que les valeurs de la fonction pour n > no

soient négligeables, et on fixe N = no,

3 - Ajustement de 1'énergie

- s R M AR e e A AL e ey e

FROESE a montré que l'on peut utiliser le résidu au point de raccordement r.-

Le résidu X est défini ainsi

x= 3% -nt gty )
12

c'est la quantité par laquelle la relation (3) n'est pas satisfaite).
q q

Avec les notations précédentes, on a :

X = Ge-1 Yc-1 +dc Ve +ac+l Yc+1
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Les estimations successives sont alors données par :

+ 1
Em =&m+PcX

dae
o

- Pc est la valeur de la fonction P au point de raccordement T,
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