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Thése présentée par Monsieur Serge FENEUILLE

sous la direction de Madame le Professeur COUTURE

_ N
" ETUDE THEORIQUE DES CONFIGURATIONS ELECTRONIQUES(L+{) w

Dans le cadre de l'interprétation paramétrique des spectres ato-

miques complexes, une étude générale des configurations électroniques mélan-
. N |
gées du type (A4+{')

nus,de la seconde quantification,et de ses représentations graphigques.

Les opérateurs infinitésimaux du groupe unitaire en 4(2+0'+1)
b

4(Let+1)
soriels doubles susceptibles de connecter les états lySL) des configura-

dimensions, y ont tout d'abord été identifiés aux opérateurs ten-

tions (£+2')N. Cette identification, associée & la réduction de U . S
4(L+041)
a2 ses divers sous-groupes, a permis de classer les états considérés suivant
leurs propriétés de symétrie dans les opérations du groupe symplectique

et dés produits directs.Ssz R +1)et 50

- .
Sp4(l+£'+1) 2 (4+¢ 2 * Bogeq * Ropegn,
L'étude particuliére de la symétrie symplectique qui laisse invariantes les
formes bilinéaires antisymétriques, a conduit & la définition d'un nombre de

seniorité généralisé. Afin d'éviter l'introduction explicite des états

g r e T i timemre et me e e e e e e

a été conduite & 1'aide de la théorie des groupes conti-
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déterminantaux dans le calcul des éléments de matrice de 1l'hamiltonien entre
les états caractérisés au moyen des représentations irréductibles de divers
groupes coﬁtinus, le concept de parenté fractionnelle a’ été généralisé aux
configurations (L+£')N; ces éléments de matricé ont &été ainsi éxprimés

au moyen de coefficients de parenté fractionnelle qui permettent d'ignorer
completement les propriétés particuliéres des configurations t?, LN_11‘
....,ZE'N-1,EfN. Le calcul effectif de ces coefficients a été réalisé

pour la configuration (d+s)3.

Les coefficients de parenté fractionnelle ont été reliés ensuite-
aux éléments de matrice réduits des opérateurs annihilation—qréation.qui
ont conduit, d'autre part, & la définition d'un opérateur quasi-spin généra-
lisé dont les valeurs propres ont été rattachées au nombre deé Seniorité.
Ce formalisme permet d'exprimer trég simplement la dépendance surN des -
éléments de matrice entre les états des configurations ({+£')N, de tout

opérateur possédant des propriétés de transformation blen définies dans

l1'espace de quasi-spin.

Afin de mettre en évidence l'intér&t que peuvent présenter les

résultats précédents, un certain nombre de problémes physiques particu-—

L]

liers ont été examinés. Tout d'abord, la classification des op%rateurs de
1'interaétion coitlombienne & l'intérieur des configurétions (d+s)Na permis
de représenter celle-ci au moyen de sept termes eiEi. ol les Ei sont des
paramétres, et les e des opérateurs 3 deux électrons poséédant des
propriétés de transformations simples dans les opérations des groupes

R R

5!

6 et {pour certains d'entre eux)Sp12. La dépendance sur N de leurs

éléments de matrice a pu &tre exprimée de fagon trés simple, principalement

par utilisation des propriétés du quasi-spin, et de nombreuses factorisations

P




-

qui permettent le calcul de tous ces é&léments de matrice 3 partir d'un

nombre restreint de coefficients, ont été réalisées,

La seconde quantification et saﬁ%résentation graphique au
moyen des dlagrammes de Feynman a conduit ensuite & la détermination,pour
les configurations (1+£')N,des opérateurs effectifs qui rendent compte des
effets d'interaction de configurations lointaines dans 1'approximation du
second ordre. La nécessité d'introduire les rangs des opérateurs relat.ve-
ment & l'espace de spin et & l'espace d'orbite pour pouvoir utiliser
1'équivalence topologique des diagrammes de Jucys et de ceux de Feynman,
a entralné la modification de la représentation habituelle de ces dernieré.
lLes résultatsrobtenus sont en parfaite analogie avec ceux qui sont valables
pour les co-nfigurations d'électrons équivalents et une application parti-

. . . . . N N
culiére en a été faite aux configurations £ s et (d+s) .

Enfin, par la mise en évidence des propriétés de symétrie des
opérateurs a trois particules pour les configurations (d+s)N, il a été
montré que cette interaction effective peut &tre représentée 3 l'aide de
cing paramétres additionnels seulement. Ainsi, pour les configurations
(d+s)N, la théorie des groupes, en apportant une réduction notable du
nombre de paramétres réellement nécessaires pour représenter les interac-
tions de configurations lointaines, permet de proposer une &tude paramé-v
trique de ces configurations qui est parfaitement cohérente avec l'approxi-
mation du champ central au second ordre de perturbation. Pour les configﬁ«
rations st au contraire, l'état actuel des données expérimentales conduit

a4 penser que seule une théorie linéaire est applicable.

11 a donc été montré que l'ensemble des concepts introduits par

la théorie des groupes continus et la seconde quantification dans 1l'étude




des configurations d'électrons équivalents, peut €tre généralisé aux
configurations (l+£')N. Les résultats ainsi cobtenus présentent un intérét
théﬁrique évident, et les problémes physiques étudiés ont démontré que
leur utilisation peut apporter de grandes simplifications dans 1'étude

paramétrique des configurations considérées.




4 Monsieur L& /@mfmfac?uuwé;
avec meb serlimernld ragpecéaaﬂ)f/

et dévoubs.




REMERCIEMENTE

Ce travail a été effectué au laboratoire Aimé Cotton. Je prie

Messieurs les Professeurs P. Jacquinot et R. Chabbal d'accepter l'expres-

sion de mes remerciements pour 1'accueil qu'ils m'y ont réserveé.

Je tiens A exprimer ma profonde gratitude 3 Monsieur le

Professeur B.R. Judd dont l'enseignement a fourni 3 cette é&tude ses
bases fondamentales, et qui m'a constamment soutenu et guidé de ses
conseils bilenvelllants.

Mes remerciements s'adressent également 3 Madame le Professeur
.. Couture pour le soutien qu'elle a bien voulu m'apporter dans la

réalisation de ce travail.

Le calcul des é&léments de matrice des opérateurs 2 trois
particules a été réalisé par J- Schr@ver,, sur un programme de Y.
Bordarier. Que tous deux veuillent bien accepter mes remerciements.

J'aimerais enFin remercier mes camarades du laboratoire,

-

en particulier J. Bauche et M. Xlapisch, dont les stimulantes discus-

cions m'ont aidé & éclaircir un grand nombre de questions en relation

avec mon travail.

T e T e T e T S




TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION
NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THEORIE DES GEOUPES DE LIE

I Groupes continus et groupes infinitésimaux associés
I1I Classification des groupes semi-simples
11! Représentations des groupes semi-simples

IV Produit de Xronecker-Théoréme de Wigner-Eckart

CLASSIFICATION DES ETATS (S,L) DES CORFIGURATIONS

(E+8 )N COEFFICIENTS DE PARENTE FRACTIONNELLE.

I Opérateurs tensoriels (rappel)

II Relations de commutation—groupes infinitésimaux

III Représentations
IV Symétrie symplectique et séniorite
V Définition et factorisation des CPF

VI Les CPF ({d+»)27§'i+i|}(d.+b)g’~;5 L).
SECONDE QUANTIFICATION

I Opérateurs annihilation-création (rappel)
1I Caractére tensoriel des opérateurs annihilation-création
III Quasi-spin

IV Groupes

SYMETRIE DES OPERATEURS A UNE,DEUX ET TROIS

PARTICULES POUR LES CONFIGURATIONS (d.+;t;)N

I Opérateurs & une particule

15

22

26
28
31
33
35

38

46
48
50

53

57

59




II Opérateurs de l'interaction coulombienne 61
IIT Interactions de configurations lointaines pour les
N
. )
configurations (L+ £ ) 73

iV Opérateurs & trois particules 85

DISCUSSION DE L'ETUDE PAPAMETRIQUE DES

I} N
COBFIGURATIONS (d+b) et f ).} 96
N
I Configurations (d+4) 97
, , N -
I Configurations f A 103

CONCLUSION 106




troduction de nouveaux concepts, opérateurs tensoriels

INTROPUCTION

Depuis les premiers travaux de Slater1et leur extension dans le
livre célébre de Condon et Shortleyz, la théorie des spectres complexes h'a
réalisé de progrés essentiels que dans la mesure ol les méthodes subissaient
elles-mémes des bouleversements importants. L'hamiltonien du systéme noyau-
électrons est en effet bien connu et l'approximation du champ central au
premier ordre permet généralement de rendre compte d'un grand nombre de
données expérimentales au moyen d'un nombre restreint de parametres ajust
tables. La contribution majeure de Racah réside fondamentalement dans 1l'in-
,

? seniorité, parenté

Eractionnelle5 en particulier, et c'est la théorie des groupes de Lie qui

1'a conduit par une remarguable interprétation des résultats qu'il avait

obtenus antérieurement, & la classification des états des configufations
%Net 4 la détermination des énergies c0ulombiennes correspondantes6'7.
Ces méthodes ont permis de dégager le processus mathématique .des.régles
énoncées par Slater, et oﬁt conduit a une meilleure compréhensioh du pro-~

bléme & plusieurs particules; cependant,aussi bien dans 1l'oeuvre de Racah

que dans les- déyeloppements ultérieurs de Jahn8 et de Flowersg, leur appli-

" cation dans toute leur intégralité porte essentiellement sur les configura-

tions d'électrons éguivalents 1N. Il en est de méme de l'application de la
théorie des opérateurs annihilation-création et de la seconde quantifica-
tion introduits récemment en spectroscopie atomique par Judd10 qui par
ailleurs a remarquablement exposé dans son livre "Opérator Techniques in
Atomic Spectroscopy11" , l'ensemble des méthodes de Racah. En 1958,

Elliot '

a montré que certains des résultats valables pour les configu-
rations 1N pouvaient &tre facilement généralisés aux configurations mélan-

gées;




les applications qu'il en a faites 3 différents modéles nucléaires ne pré-
sentaient qu'un intéré&t restreint pour la spectroscopie atomique, mais les

méthodes employées étaient susceptibles d'un grand développement.

L'ensemble de ce mémoire peprend le probléme de l'application
de la théorie des groupes de Lie 3 l'étude des configurations (1+1*)¥
—-¢i
et de la généralisation & celles d'un certain nombre de concepts qui appa-

. a . : . N
raissent d'un intérét considérable pour les configurations 1.

La premiére partie est consacrée & un rappel, dans la présentation
de Racah7, des géfinitiong, des théorémes et des propriétés fondamentales

de la théorie des groupes de Lie.

Dans une seconde partie:'il est montré que les états des configu-
rations (1+1')? peuvent &tre classés suivant leurs propriétés de symétrie
dans les opérations de divers groupes unitaires et orthogonaux, un nombre
de seniorité éénéralisée est défini en relation avec la symétrie, la notion

de coefficients de parenté fractionnelle (C.P.F.) est discutée, et le calcul

effectif de ces coefficients est réalisé pour (d+s)3'

La définition des opérateurs annihilation-création et leurs
propriétés d'anticommutatiion sont rappeléesdans une troisiéme partie ol
égal¥ment sont mises en évidence les Propriétés tensorielles de ces oﬁéra—
teurs, et leur relation avec les coefficients de parenté fractionnelle; un
opérateur quasi-spin généralisé egt défini ¢t l'application d'une seconde

quantification est ainsi réalisée.

La quatriéme partie est consacrée & 1tapplication & des problémes




physiques particuliers, des résultats précédemment obtenus. L'interaction
coulombienne & l'intérweur d-es configurations (d+s)N est étudiée au moyen

LY

des méthodes proposées, et ce probléme simple et bien connu es% remarque—
blement adapté pour mettre en év-idence 1'intérét qu'élles présen-tent.

Dans le cadre de l'approximation du champ central, les opérateurs effectifs
a deux et trois particules qui représentent les effets de second ordre sur
les configurations (1+1')N gsont déterminés. La symétrie des opérateurs &
trois particules pour les configurations (d+s)N est examinée dans les trans-
formations orthogonale et symplectique, et dans l'espace de quasi-spin.

La possibilité d'introduire ces opérateurs dans une étude paramétrique est

discutée dans une cinquiéme partie.

Parmi les méthodes et les raisonnements que nous avons utilisés,
nombreui sont ceux qui sont en compléte analogie avec ceux de Racah ou de
Judd et nous n'avons pas jugé utile de les reproduire dans ce mémoire.
lLes démonstrations d'ordre purement mathématique en ont été - égagement écar-
tées, mais nous avons tenu a conserver, dans 1a mesure du possible, le

maxi-mum de généralité i la fois dans les méthodes et dans les résultats.




I GROUPES CONTINUS ET GROUPES INFINITESIMAUX ASSOCIES

NOTIONS FONDAMENTALES DE LA THEORIE
DES GROUPES DE LIE

Soit un élément xod'un espace vectoriel En de dimension n; cet
élément est défini, sur une base donnée, par h composantes,x; ,,__,x;',,__.x:_
Considérons un ensemble de transformations, dépendant d'un ensemble de
T paramétres & =-(al',....,a,‘f..u',') qui transforment X, en X . Cette transfor-

-

ma-tion peut 8tre définie au moyen de 'n équations :
sz]t‘l (x),...,x8; a...a”), (4.4)
Nous supposons que l'ensemble des paramétres oh définit de fagon unique et
compléte la transformation, c'est-3-dire qu'il n'existe pas deux transfor-
mations définies par deux ensembles distincts@ et a'.rqui soient identiques pour

tout élément xo'

Par définition, l'ensemble des transf‘ormations-f formera un groupe

d'ordre r si les conditions suivantes sont sat-isfaites :
1_deux transformations successives X = F[xc,d.) ek X'= f(x,b)

ont pout résultat celui d'une transformation appartenant 4 l'ensemble,

3

ce qui signifie qu'on peut trouvery paramétres €

cf’:cp*’(a.,b), (1.2)
tels que X'= f(xoﬁ)i

2_3 chaque transformation de l'ensemble correspond une transformation



inverse, appartenant & l'ensemble.
Si nous transformons X.,en X ,puis inversement X en R ,nous obtenons
une transformation qui appartient au groupe; cette transformation est
la représentation identité a laquelle nous pouvons faire correspondre
un ensemble de paramétres nuls; en d'autres termes, nous supposons que
K=-F(X,O) . (4-3)
ltidée fondamentale de Lie)‘.3 a été de ne pas considérer la totalité du
groupe mais uniquement les transfo-rmations infiniment voisines de 1'i-
dentité, cest-i-dire - les transformations infinitésimales.Or un change-
ment infinitésimal de X peut &tre obtenu de deux maniéres différentes,
soit en modifiant 1es'paramétres QL de la transformation générale XK= .F(xﬂa‘
d'une quantité infinitésiﬁaleciq” soit en introduisant des paramétres
infinitésimauxézldans 1l'équation (1-3);nous pouvons donc écrire
x+dx=f (X,,0 +da) ou Xtd X = f-(x,Sa.\,
ou encore en utilisant la convention d'Einstein :

ax P& go0r o, axz(M) S, (4.4)

30" Y&
(i =0
L'équation (1-2) permet d'écrire : -

a+da = ‘f)(a,,So,),
et l'équation (1-3) :

Q. = (P(a.,o),
en conséquence :

daf- '.Lz (@) 8d° oL F.,';(a.) .-_@@)b . (4.5
=0

ob*

Le systéme d'équations précédent permet q'exprimerSCL comme combinaison

linéaire dec].d. :

S Nardal o M, - 87 (4-¢)

Si nous posons U
UE(X) =G__F("’°')) , 4. 7)
i /g =0




les équations (1.4) et (1. 6) permettent d'écrire :

PE - U <(X) >\ (a) (1.8)
'ba.P
S'il est possible de construire une transformation finie par une succes-

sion de transformations infinitésimales, alors 1'équation (1.8) doit &tre

complétement intégrable et en conséquence :
. .
-azxu _ ) :Eb
da*daf daf dat

(U due _ud N X vk (D] N )0,
Kb'x,j T Yo% 30.

ce qui conduit & :

ou encore, en tenant compte de(l.6)

S YT 33y _¢¥ (alu (41.9)
UKBT“UT_?);S_- nT v

ou v WMy NP Y T uf
cm(a.) =(§J"— _{a?) P Mo (4.40)

v
Mais les le(x )sont indépendants de &, et linéairement indépendants, en

v
conséquence les quantités (:Kwsont indépendantes de Q..

D-ans la transformation infinitésimale de X , une fonction F(X )
se transforme en F(X) +d.F'(X); cette transformation est effectuée par

ltopérateur : :
-
S, =1+8"X_,

o Xo= U (x)g : . ' (4.44)

Les opérateurs X sont appelés opérateurs 1n£1n1te51maux du groupe et 1l'équa-

tion (1.9) impose qu'ils vérifient la condition suivante :

[ X X] C Re (.42)

les quantités C: sont appelées constantes de structure du groupe.

O'r

La condition précédente, telle qu'elle a été établie, est une

condition nécessaire; Lie13 a montré qu'elle est également suffisante,




clest-a-dire qu'un ensemble d'opérateurs qui vérifient cette condition
peut &tre considéré comme formént les opérateurs infinitésimaux d'un
grbupe.
i1 faut remarquer que les opérateurs Sa contiennent uniquement

des termes du premier ordre. Dans une suite de transformations telle que

S SO‘S;‘ Sz,ces termes disparaissent, et en conséguence, il semble que
dans 1l'expression de S‘a, des termes d'ordre supérieur: doivent étre consi-
dépks. En fait, on peut montrer qu'il n'est jamais nécessaire d'aller plus
loin que le second ordre et 'que d.ans tous les cas, les expressions telles

A . ]
que SbSmS;" Scp peuvent &tre écrites :

¢+ 807 867 X0 X, 1,
ce qui léve la difficulté.

Comme pour les groupes f‘ihis, un groupe est dit abélien si tous
ses éléments Sa.. commutent; dans ce cas, toutes les constantes de structure

T L
sont nulles : Cft ~-0. {1.43)

Un sous-groupe est défini comme un ensemble de transformations qui appar-

~ tiennent au groupe et qui elles-mémes satisfont aux conditions d'existence

d'un groupe. S5i Xh_....)XP sont les opérateurs infinitésimaux du sous-

groupe, alors : o h

Cr,c_—_o F,’GS.P,G'>P. (4.44)

Un sous-groupe invariant contient tous’ les conjuglésde ses éléments, c'est-

3d-dire que pour tout é&lément Su'du sous-—éroupe, et tout &lément Sb du groupe,

- .
SbSa.Sb appartient également au sous-groupe. La condition sur les cons-

.

tantes de structure s'écrit alors :

-
C[,,c.—_o F§-P »y TP (4.45)




Si les opérateurs infnitésimaux Xcd'un groupeK peuvent gtre séparés en
deux ensembles tﬁPet‘c>]:>, qui forment respectivement les opérateurs infi-

. . ' L
nitésimaux de deux sous-groupes 1var1antsq d:}(. , alors 3

T

CF°=0 FSP,¢>P1
CF‘.B::.O Z>P)G-..<..P')
et F;zo P‘S'P"-C>PJ' (4 .46)

tous les éléments de g ek de.::H. commutent et le groupe]{est appelé produit
direct de getde.}(, cehue l'on écrit :

K=GxH=HxG.
Un groupe est dit simple s'il ne cpntient fas de sous-groupe invariant
en dehors de la transformation unité, il est dit semi-simple s'il ne con-
tient pas de sous-groupe invariant abélien en dehors de la transformation

unité. Un groupe simple est nécessairement semi-gsimple.

La distinction entre groupes semi-simples et groupes contenant
un ou plusieurs sous—groupes invariants abéliens est fondamentale. Un
critére d'identification des groupes semi-simples peut &tre trés simple-
ment exprimé & l'aide du tenseur symétrique grw,constr_uit a partir des

. " ,
constantes d-e structure @ - % =C C
Pr= TpA Tep
(1.13) et (1.15) montrent immédiatement que, si le groupe est semi-simple ,

| gf‘."l £0 .

.Cartan14‘a montré que cette condition est également suffisante. En corsé-

. En effet, les conditions

quence, pour les g-roupes semi-simples, le tenseur grrpeut €tre considéré
comme tenseur métrique fondamental, et il permet de définir ainsi une

relation d'orthogonalité entre les opérateurs infindtésimaux.




IT CLASSIFICATION DPES GROUPES SEMI-SIMPLES

Cette classification est due essentiellement 2 Cartan14 et

repose sur l'emploi d'un systéme de coordonnées standard pour 1l'ensemble

des opérateurs infinitésimaux d'un groupe semi-gimple. Afin d'obtenir ce

systéme de coordonnées standard, on consi-dére le probléme aux valeurs

propres suivant : [A s X ] '.= Fx (4.1"!)

oih Aest un opérateur.infinitésimal fixé arbitrairement A = CLP'XP. ;

tandis quex-_—.tngest un vecteur propre correspondént a la valeur propre f)

L'équation {1.12) permet d'écrire (1.17) explicitement :
a”x?cﬁyxc=-Fm?XC ,

et le fait que les opérateurs infinitésimaux soient linéairement indépendants

conduit dlléquation séculaire suivante :
T

!(m”cpv—FSz)l=o.
S'il existe v vecteurs propres, linéairement indépendants, ils peuvent &tre
utilisés comme vecteurs de base d'un systéme de coordonnées, dans l'espace
a3 v~ dimensions. Cependant pour un choix qu-elconque de A , 11 n'existera
pés généralement T veeteurs liné.;:\ireme_nt indépendants, et 1l'équation sécu-
laire aura des racineg dégénérées. En fait, pour les groupes semi-simples,
Cartan a montré que si A est choisi d-e fagon ' felle que 1'équation sécu-
laire ait le ncmbre maximum de racines distinctes, seule la racine P—-..-.o
est dégénérée. S5i .P. est la multiplicité de cette racine, il existe AL vec-

teurs linéairement indépendantsH“______,H » qui commutent l'un avec l'autre;

A
‘8 est appelé rang du groupe semi-simple. Aux (’Y'—‘E)racines distinctes non-

nulles,correspondent (1'-/2) vecteurs propres linéairement indépendants
Eo(J ........ 3 E(r 5 Dans la notation de Racah7, les indices latins sont
utilisés pour le sous-espace & j—dimensions, qui admet pour base les opé-

rateurs H, les indices grecs o . . . .Y , sont réservés au sous-espace 2




10

(-r-,ﬁ) dimensions qui admet pour base les opérateurs E et les trois
indices F,cr,?. se référent A l'espace 3 v dimensions, réunion des deux

sous espaces précédents. Avec cette notation, les résultats précédents

s'écrivent : [A JHi.]
[AE) =E,. (4.48)

A est donc un wecteur propre correspondant & la veleur propre zéro, et

par conséquent : A = >\£' Hi:

Dans cette forme, les relations de commutation peuvent €tre écrites de

facon standard. En particulier, il est évident que :
M. H. =0, | (4.13)

et 1'identité de Jacobi permet de .montrer sansg difficulté que : ‘
[H{’ , E&-J:o‘;,E.C ) . (4.20)

ce qui conduit immédiatement & ! oL = A o, .

Les quantités Oli' peuvent 8tre considérées comme les composantes covariantes

d'un vecteur O dans un espace & E—dimensions, gque l'on convient d'appeler

racine du groupe considéré.

L'application de 1l'identité de Jacobi au g:ommutateur[E‘,Eﬁ;} permet égale-
ment de montrer que ce dernier est nul dans le cas ¢l o + (5 n'est pas
une racine; dans le cas contraire, il prend la forme suivante :

e, E,l- L Eap - (1.24)
Le critére de Cartan impose en outre que -0 soit une racine si ©L est
une racine, et l'on obtient alors :

L _
[E,.E J-0H,; (1.22)
v

ol les (¢ sont les compb-santes contravariantes du vecteur OL .
Enfin, le tenseur métrique de l'espace a f—dimensions ) gih’ s'exprime

comme seule fonction des 0(_ , plus précisément :

- E_, 0C; &Ky s (4.23)




11
et aprés une normalisation convenable, on obtient :
Ypx = ‘3«.(s=8-o<p
La classification des groupes semi-simples repose essentielle-

ment sur une propriété fondamentale des racines, & savoir que si oL et (5

(cc.) est un entier et le-.vecteur ﬁ_flw ok
(oC . o) {oC . o0)

est également une racine. En outre on peut montrer que l'espace & ,E -

sont racines,2

dimensions a une métrique proprement euclidienne. Ce dernier théoréme per-
met de représenter graphiquement les vecteurs racines dans un espace euchi-
dien ordinaire, une telle représentation graphique est appelée figure des
racines. A partir des restrictions:troufées par Schouten15 sur les dia-
grammes qui peuvent étré considérés comme figure des racines d'un groupe
de Lie semi-simple, Van der Waerden16a obtenu la classification compléte
(d&ja trouvée algébriquement par Cartan14] des groupes semi-simples. La
méthode de Shouten ét Van der Wearden utilise la propriété fondamentale

des racines énoncée ci-dessus.

Soient deux racines O et ﬁ et ¢ leur angle, ces deux racines sont telles

que: (ot .[3) =Y3_"_I(OC.OL) = g((&.(&),

ol mekt n sont des entiers. En congéquence,

-

cos’ = (_‘;_ﬁ_)_ - mn
(c.o) (B.3) 4

et les seules valeurs degS possibles sont o.,"}_ , 1 , £ et I ; les
6 "4 3 2

valeurs correspondantes du rapport (oc.00) sont 4,3,24 et indéterminée.

Le probléme est donc de construire de; diagrammes qui satisfassent & ces
conditions et tels que le critére de Cartan soit vérifié. En outre, comme
Cartan l'a montré, tout groupe semi-simple est un produit direct de groupes

simples; il suffit donc de s'intéresser uniquement 3 ces derniers c'est-a-

dire de considérer les seuls diagrammes qui ne peuvent pas tre décomposés
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en parties orthogonales, chacune de celles—ci correspondant & un sous-
groupe invariant.

Dans un espace a Fieux dimensions, seuls peuvent gtre obtenus
les trois diagrammes de la figure 1, et dans un espace & trois dimensions
il n'est possible de construire que les trois diagrammes de la figure 2.
Les lettres qui les caractérisent sont celles utilisées par Cartan. Ces
diagrammes peuvent Etre généralisés a un espace 3 2— dimensions. Soit en

effet un ensemble de €; vecteurs unité mutuellement orthogonaux.

A _ les diagrammes Azet Aspeuvent 8tre considérés comme formés par tous
les vecteurse‘.'-eh,i,et k variant de 4.3 £+4 . Par généralisation AE sera

obtenu & partir des £ (8 +4) différences@; - ek de £ +4 vecteurs unités e.;

L'ordre du groupe est donc a(ﬂ+2).

B{,‘ les diagrammes Bz et 83 peuvent &tre généralisés par construction

de tous les vecteurst@; et f e .t e, , 4L et kR variant de 4 2 L.

L'ordre du groupe est donc £ (28 +4).

G

de tous les vecteurs £2€: ett €, £ @, etk variant de 4 ad; 1rordre du
v L k>

- la généralisation de Cz. et C% conduit & considérer C& comme formé

_ groﬁpe est le méme que pour Bﬂ.

D, - Pour ﬂ>2,1e diagramme des vecteurs T €+ €, | L eb \e2= variant

de 4 a )/ représente un groupe simple; l'ordre de ce groupe est ) (29-4)

Pour E = 2, le diagramme ainsi obtenu est constitué de deux paires de

vecteurs orthogonaux, et le groupe correspondant n'est pas simple.

vVan der Waerden a montré qu'en dehors de ces quatre grande

classes, il existe seulement cing diagrammes simples. L'un dfentre eux,




Figure 1



Figure 2
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est G?_ dont les racines sont représentées par les six vecteurs ec "ej
(L,j-_—.d,z,%) et les six vecteurs iieé'-'i'- e_‘l:‘_"eh, (i v YR o= 4 »2‘:3);
l'ordre de ce groupe est 14. Les quatre autres diagrammes ont &té appelés

par Cartan EG(ordre 78), E7 (ordre 133),E8(ordre 248) et F4_ (ordre 52)

Les réalisations les plus simpl—e's des groupes @aractérisés par
les figures des racines Ap_;B, ,CaeLD , sont respectivement le groupe
linéaire spécial, ou son sous—-groupe unitaire, le groupe orthogonal dans
un espace de dimension impaire, le groupe symplectique et le groupe ortho-
gonal dans un espace de dimension paizje.

Pour le groupe complétement linéaire en L4 dimensions GL‘B-H

v
les opérateurs : X = __.3 3
Lk. famh
peuvent &tre considérés comme opérateurs infinitésimaux, leurs relations

" de comlutation sont les suivantes :

[xi,h:x mn.] = Sk.m. XLn.— Si,nxmh .

Cependant le groupe complétement linéaire n'est ‘pas' un groupe simple car
1'opérateur Zl X)J commute avec tous les opérateurs du groupe. Pour obtenir -
J .
un groupe simple, il suffit de réduire le groupe linéaire complet 2 sa

partie unimodulaire; ce sous-groupe est le groupe linéaire spécial, et les

. ~ ! Z
opérateurs X doivent &tre remplacés par X = X . A X .
L Lu LL " 3}
£41 j
Ce changement n'affecte pas les relations de commutation:, et ces opéra-

teurs correspondent 3 la figure A«E’ si nous faisons l'identification

suivante : - ’
K= H, , K= €.~

Les opérateurs HL sont au nombre de £+4 5 Mais seuls L a'entre-eux

sont indépendants puisqu'ils vérifient la relation :

2H -0 .
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Le groupe orthogonal en 822+4 dimensions, Oh,‘,zdmet pour invariant la
R =
3 ~ e

forme quadratique : 'QZ.E bo o :x:."b' = 9::2 +2§40C. c ;

ses opérateurs infinitésimaux peuvent &tre choisis égaux a :

Xi«k= _Xk,i.- 3 = _:)ch'_);___ (L,Lz.:O,-’.:’I,....,".‘.E).
e Y
Les relations de commutation sont les suivantes :

[th]X X. -3

un Okﬂ; tm Yai4m hn+ ovin hm'
Ces opérateurs correspondent a la figure B_a s8i nous faisons l'identi-

fication suivante :

> +uLE

? xo*-k-. = E(-L-.eh) .

Au groupe symplectique en 22 dimensions SPZZ qui admet pour invariant

1-_4.;_--'.;03

la forme bilinéaire intisymétrt'eque :
(:x‘k. -k _ (I:ﬁk‘ \t)
L =5y )

peuvent 8tre associés les opérateurs infinitésimaux suivants :

XLk‘ _ X ( 4)L+4 L 'a 4 Q—4)k+4’.x’.k ;a—_ o
xR _

Les relations d'anticommutation sont les suivantes :

D Xad =) & X e 8 X ™8 an.*-w““f

oLym u+n hm'
Ces opérateurs correspondent au dlagra.mme C , 81l nous Faisons l'identi-

f-ication suivante :

X..

|l

H: Xitthz E

vl
(re, te,)
FPour le groupe orthogonal en 2-8 dimensions !C)ZQ qui admet pour invariant
la forme guadratique :
q q Z oo . -k ,
k=4

Hous pouvons choisir les mémes opérateurs que pour Oze A en éliminant
la valeur IE,L =0 . Ces opérateurs correspondent & la figure D-?. si la

méme identification est f-aite gque pour

Les groupes GL£+4 P O

2844

raux. et il est intéressant de les réduire 3 leur partie unitaire. I1 leur

2844

et C)2-E sont souvent trop géné-
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correspond alors respectivement le groupe unitaire spécial SU£+1 et
les groupes de rotation R?.E et Rze . Finalement, nous pouvons donc
+4

faire l'identification suivante
A£ - ESUE.M
Bg - R

20 +41

Cﬂ — SPzﬂ
2 T Fazﬁ

II1 REPRESENTATIONS DES GROUPES SEMI-SIMPLES

-

Un groupe de transformations linéaires d'un espace vectoriel%
homomorphe & un groupe donné, est appelé représentation de ce groupe ;
la dimension ,N,de 3{ est aussi appelée degré de la représentation. Si

U(.A) et U(_l',) sont les matrices correspondantr. aux édéments s et t, du
groupe, 11 y a homomorphisme si :
U Ur) = Us by,
Deux représentations U(b)et V(A) sont dites équivalentes s'il existe

une matrice constante A , telle que : -
A U(A) A_4 =V(b) . quel que soit s.

Ure représentation est dite réductible si elle laisse un sous-espace
RJ deR invariant; elle est dite complétement réductible, si elle

laisse invariants deux sous-espaces st ek ﬂ_z de 5{_ tels que

j{" mﬂzzj{ 1




16

Un groupe de Lie est défini par v opérateurs infinitésimaux,

et leurs relations de commutation; de fagon analogue, une représenta-
tion de ce groupe est déterminée par la donnée de v matrices D qui

r

vérifient l‘équation suivante : -
T
[Dr :Du-] = C‘f:r D-c
En particulier, une représentation est écrite sous sa forme standard, si

les matrices H Let E occombinaisons linéaires des DF vérifient les mémes

relations de commutation que les opérateurs correspondants.

51 U est un vecteur de l'espace R. tel que :
H b = m.;LU,
U est un vecteur propre des -2. matrices H.L; l'ensemble des valeurs
pPropres my,......M; ,..... ,m,; peut &tre considéré comme formant les compo-
santes contravariantes d'un vecteur WMW! dans l'espace 3 4e — dimensions,
et 1l'on convient d'appeler ce vecteur W1 le poids de U , ltespace 3

£~ dimensions est dit espace des poids.

Un certain nombre de théorémes relatifs A l'existence et aux
propriétés des poids ont été établis par Weyl”:
1 Toute représentation a au moins un poids
2 Un vecteur U de poids M qui est une combinaison linéaire de

(R

vecteurs U de poids m tous différents de WM ,est nécessairement nul.
3 Des vecteurs de poids différents sont linéairement indépendants

et 1l existe donc au plus N poids distincts.

4 5i M est un vecteur de poidsm,H_‘.,u et Exu ont pour poids

respectifs, m et m + oL .
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5 Pour tout poids M et toute racine 6 | o(m.e) o

-

un entier et m_ 2 (m.o oL est un poids.
ol .0
6 Les poids WM et M_ZMK ont méme multiplicité,
(ol.0d)

7 Tous les poids possibles appartiennent & un réseau qui est
invariant dans les opérations du groupe fini §, groupe des symétries par
rapport aux hyperplans passant par l'origine et perpendiculaires aux

racines.

8 Les poids qui peuvent &tre obtenus & partir d'un autre

poids dans les opérations de S sont dits équivalents et ont méme mul-

tiplicité.

L'application des théorémes précédents aux quatre grandes

classes de groupe semi-simples conduit aux résultats suivants :

Pour le groupe AC. quels que soient 4 etk,,mi—-mk‘ est un
entier Z, m; =0 et tous les m; sont des fractions de dénominateur
v
£+4 qui différent d'un entier, le groupe S est le groupe de toutes

les permutations des composantes de m

Dans le cas de BB tous les M sont soit entiers, soit demi-
entiers, et le groupe S est le groupe des permutations des composantes

de M avec un nombre quelconque de changements de signe.

Pour Ce tous les M sont entiers, et le groupe S est identique

a4 celui de Bﬂ'

Les poids de D, sont les mémes que pour B , mais le groupe
e 4

S est réduit & celui des permutations des composantes avec un nombre pair
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de changements de signe.

La classification des poids des repr-ésentations et par 1a, celle
des représentations irréductibles d'un groupe semi-simple nécessite 1'in-
\troduction d'un certain nombre de définitions. En particulier, un poids
m est dit positif, si la premiére de ses composantes non nulle est
positive; un poids m est dit plus haut qu'un poids‘ﬂﬂ' , si le poids

’ s . . .
m — m est posilif; un poids est appelé dominant s'il est plus haut que

ses équivalents.

-
.

Ces définitions posées, 1l est possible de montrer

1. que pour toute représentation irréductible son poids le plus

haut est simple, c'est-a-dire qufil ne lui correspond qu'un seul vecteur
propre.

2.que deux représentations irréductibles sont équivalentes si
leurs poids les plus hauts sont égaux,

j_qu'il existe, pour tout poids dominant, une représentation
q

irréductible qui a ce poids comme poids le plus haut.
Toute représentation irréductible peut donc &tre compleétement caractérisée

par la donnée de son poids le plus haut.

Cette cl-assification des représentat-ions irréductibles d'un
groupe semi-simple permet en fait de classer toutes les représentations
AT
de ce groupe, puisque Weyl a montré que toute représentation d'un groupe

semi-simple est complétement réductible, ctest-a-dire décomposable en ses
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composantes irréductibles. La démonstration de Weyl contient une intégra-
tion sur la totalité des éléments du groupe, intégration analogue & la
sommation utilisée pour les groupes finis. Une preuve infinitésimale de la
réductibilité compléte a été donnée par C:as.im:i.r‘|8 pour le groupe orthogo-

nal en trois dimensions O . Cette pre;we' fait intervenir l'opérateur:

3
2 2z 2
G - J:r. + J_q +.'f} qui commute avec les opérateurs infinitésimaux I
Jﬂ et J . Dans le but de généraliser cette démonstration, Casimir

a introduit pour tout groupe semi-simple, un opérateur qui commute av-ec

tous les opérateurs infinitésimaux du groupe. Cet opérateur est défini par

la relation : - v

fro

G peut &tre exprimé sous forme standard :

G.q® 5 (1.25)
-_ . ) .

- % H LHk'.'_ o E o E' -0

et sous cette forme, les valeurs propres de G peuvent &tre trés facile -~

ment déter:_ninées. En effet, socient: M le poids le plus haut d!une repré-

sentation irréductible et W le vecteur propre correspondant dans l'es-

Pace(j{_ GU =[%Lk‘m£mk+2;lE “‘E_m‘]u }

. . -+
pour les racines positives L ' E U= 0O et en conséquence on peut

_ Ll ]
écrire : GU = [CA mimh"';_l_[Eu.,E—a(, U .—_[(m.m)-t-;(ot.m)]u;
si les vecteurs R et K sont définis par les relations suivantes
=1
47
K = m + R ]

la valeur prdpre de G peut &tre écrite :

M= r- R
=K - R . (4.26)




20

Il faut remgrquer que la dimension de la représentation irréductible
considérée s'exprime trés simplement en fonction des vecteurs R e K.

"
plus précisément Weyl a montré que :

[)(,n) =:'r'] (0‘-*‘). ‘ ' {4.21)
ot (o¢.R)

Si le poids le plus haut d'une représentation irréductible détermine
complétement la v-aleur propre correspondante de 1l'opérateur de Casimir,
il n'en est pas de méme généralement du contraire, et l'opérateur G par
conséquent, était inefficace pour atteindre le but que s'était proposé
Casimir. Cependant cet opérateur apparalt d'une trés grande utilité dans

certains problémes particuliers .

Le probléme de la construction d'un ensemble complet d'opérateurs qui
commutent avec tous les opérateurs du groupe et dont les valeurs propres
caractérisent complétement la représentation irréductible, a été finale-
ment résolu par Van der Waerden, qui a ainsi donné une preuve purement
infinitésimale de la réductibilité totale de toute représentation d'un

groupe semi-simple.

Le g-roupe linéaire complet et son sous~groupe unitaire ne sont
pas &es groupes semi-simple; cependant, produits directs d4'un groupe semi-
simple et_d'un groupe abélien, ces groupes possédent de nombreuses pro-
priétés des groupes semi-simples, et en particulier, les relations de
commutation peuvent &tre mises sous forme standard;si les opérateurs

Hi.. sont identifiés aux X'LL , on peut voir facilement que les compo-

santes d'un poids sont alors toutes des entiers, et que le groupe S est

identique & celui de A, . 11 est évident qu'une base g{_ d'une repré-

£
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sentation irréductible de’ GL!H ou LJLH est également base d'une

représentation irréductible de SUEM-,soient A et m , les poids

respectifs de ces représentations, la relation entre les X'u'.. et les
7
X—- conduit immédiatement a : m. = )\i _i_..z_, >\J -
LL L -
£+

Si on limite le groupe complétement linéaire a son sous-groupe unitaire,

on montre que les représentations :

(A Moo Ay ) et ()\4+e.....)\-+e....)\£ re)
AT b4 J +4

sont équivalentes, et en conséquence, la somme ZI >‘J peut étre
alors prise entire gquelconque & la seule condition toutefois qu'elle

conduise & des >\ tous entiers. Le poids le plus haut de toute repré-

sentation irréductible de UL+1 peut donc &tre écrit :

Lo i Pl

ol les |..L vérifient les relations :
Mi 2 M ia Vi 3
| P'-E-u_-“l =0 .
Cette partition peut &tre représentée graphiquement au moyen d'une figure
contenant ]_1. =Z_. P'J cases réparties en aﬁ rangées, chaque rangée commengant

A partir d'une méme ligne verticaley et le nombre de cases dans chn_.que

rangée successive étant ,A.,‘ s P'?-’ ey }J‘L"'“P'-E. . Par exemple & la repré-

sentation [ 2410 ... . O] correspond la figure suivante :
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Une telle figure est appelée diagramme de Young. Or, i1l sera montré

dans la seconde partie, qu'une des opérations fondamentales dans 1'appli-

cation de la théorie des groupes de Lie & la spectroscopie atomique, est

1'étude des réductions :
U£+13 SU&'I:) RL ek UzaD SF’z% 3

dans ces réductions, les représentations du groupe unitaire se décom-

posent en feprésentations irréductibles du sous-groupe congidéré, et le

probléme essentiel consiste & déterminer cette décomposition.

La solution générale en a été donnée par Littlewood.19 et dans les deux

cas considérés, elle se réduit & un ensemble d'opérations gsimples sur les

diagrammes 4'Young, qui ont été données explicitement par JahnB,Flowers

et Murnaghan28. Les diagrammes 4'Young jouent également un rdle fondamen-

tal dans le calcul des produits de Kronecker qui seront définis dans le

chapitre suivant.

IV~ PRODUIT DE KRONECKER-THEOREME DE WIGNER-ECKART

. !
Soient deux ensembles de vecteurs propres U‘R. et Uj bases

)
respectives de deux espaces vectoriels R-N et R ; sur lesquels sont définie

deux représentations ippéductibles dfun groupe de lie . Les poids respec-—
(o) )

tifs des vecteurs Uk. et lJJ peuvent &tre notés m et ", Aux deux

¢
espaces vectOriels RN et 3\_ N, , il est toujours possible de faire

correspondre un espace vectoriel 3 NN' dimensions, produit temsoriel des

/
deuﬁ espaces précédents,noté . 9{ ® RH‘ ,qui admet pour base

1'engemble des produits tensoriels ! Uk.® U . Par définition :
) 7 (4} s
I I .= Wi . ]

v
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Or, l'opérateur H . est un opérateur différentiel et en conséquence,

L
H, (u® )= (U®H,UH L@ U)) =(mtndu® u)) ;
en d'autres termes, les NN produits tensoriels U\!.® U} forment

la base d'une représentation appelée produit de Kronecker des deux repré-

sentations initiales, dont la dimension est le produit des dimensions

de ces deux représentations, et dont les différents poids consistent

dans toutes les soinmes possibles des différgnts polids initiz;\ux. Cette

représentation est en général réductible, et le probléme est de déterminer

cette réduction c'est-a-dire de trouver le nombre de fois qu'.apparait

une représentation irréductible, caractérisée par son poids le plus haut
m" dans 1a réduction du produit de Kronecker M S m',- ce nombre

sera noté L ( m,m',m” .

La réduction cherchée peut &tre réalisée pour tout groupe de Lie & l1l'aide

d'une méthode générale proposée par Weyl, mais elle ne se réduit & un

engemble de régles simples gue pour les groupes unitaires UE-!-’I .

Ces régles ont é&té données par Littlewood soius la forme suivante :

Les diagrammes de Young, et en conséquence les représentations
irréductibles correspondantes qui apparaissent dans la réduction du
produit de Kronecker: .

[y, ... xi"")‘LO] ® L My Moy FLO]’
sont ceux qui peuvent &tre construits en ajoutant au diagramnme
[ )\4 ______ )\L_ e )\ﬂ 0], P-4 cases contenant le méme symbole OC, Hz

cases contenant le méme symbole Fb , etc.v...., et tels que :

1~ aprés l'addition de chaque ensemble de cases caractérisées
par un méme symbole, il n'y ait pas deux symboles identiques dans la

ménte colonne,
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2~ si 1l'ensemble des symboles ajoutés est lu de droite 2
gauche dans les rangées successives, on obtienne une permutation de
réseau de : - o(_,"“ {5 H2 Y H’. c e e .

A titre dtexemple, l'application des régles précédentes au produit de

Kronecker [4’]’!0.- .O]® {240....0-],

conduit aux diagrammes suivants :

i o[ | ocfee| <] %
E@ — ) + + pl +

—

8

(R]
=Rl |

La connaissance des divers produits de Xronecker d'un groupe unitaire
et celle de ses réductions & ses divers sous-groupes, permet de déterminer
les produits de Xronecker de ces sous—groupes, et c'est cette méthode
que nous utiliserons dans les parties suivantes pour calculer les pro-
duits de Xronecker des groupes orthogonaux et symplectiques, que nous

—

avons a considérer.

de

'lLa déterminaison des divers produits Kronecker des représentations

irréductibles d'un groupe donné, est en effet essentielle & 1l'emploi du
théoréme fondamental. de 1l'application de la théorie des groupes de lie
3 la mécanique quantique, le théoréme de Wigner Eckart21. Ce théoréme
permet l'utilisation des propriétés de - transformation de fonctions
dtondes et d'opérat-eurs, dans les opérations d'un groupe donné pour le

calcul d'éléments de matrice tels que : (‘}b‘bl l'LJ | Bk)

1rénoncé suivant peut en &tre donné :
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S,

1_ les 'F - fonctions qsi forment une base orthonormée

pour la représentation irréductible rlP d'un groupe 9 2
2 . les c1 opérateurs L’J Forment une base orthonormée pour
la r-eprésentation irréductible PQ de g, .
i
3.les r fonctions 9 forment une base orthonormée pour
, _ ke .
la représentation irréductible rs'z de g )

1télément de matrice (qsb \ L!J l eb) peut &tre écrit sous
la fForme suivante : Z{;, A{.‘.» (F’P (.") i PQJ ,‘rIR‘%) >
ot les coefficients A@, sont indépendants de L,j et . , et ou les

symboles fﬁ sont utilisés pour distinguer les différentes représenta-
tions irréductibles équivalentes r'P qui apparaissent dans la réduc-

tion du produit de Kronecker F' D PR,La somme comporte donc

,C,(T"Qr'gl’P\termes et si ,C.U-'Q FR T::») est nul, alors :

(¢, | k18 )=0 .
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’ N
CLASSIFICATION DES ETATS (S,L) DES CONFIGURATIONS(L+8')
COEFFICIENTS DE PARENTE FRACTIONNELLE

I OPERATEURS TENSORIELS (RAPPEL)

Le concept d'opérateur tensoriel introduit par Racah3 trouve
son origine dans la necessité d'utiliser des opérateurs dont les proprié-
tés de transformation solent bien définies, pour pouvoir appliquer le
fhéoréme de Wigner-Eckart. Or les propriétés de tran#f‘ormation d'un opé-
rateur dans les opérations de Ra sont complétements déterminées par

l-es relations de commutation de cet opérateur avec les opérateurs infini-

tésimaux de R3 , exprimés sous leur forme standard :

J'%_ , J. e T .
En outre, il est bien connu que l'ensemble des harmoniques sphériques

)L , pour une valeur de ke donnée, forme le base de la représenta-

tion irkéductible ‘the R_.Pour qu'il en soit de méme des opérateurs

3
(k)
gque nous écrivons T q > il suffit que les relations de commutation
k)
des "l'(‘:1 avec Ja,J; soient identiques & celles des )L . la

seule partie deJ qui ne commute pas avec les y est 1l'opérateur
_ kq

moment angulaire orbital 'e défini par: '
rugh .
£=;L_3_ ,24.:& (ig_..;..uco\‘gBB_)
L P - 0 - s ‘o0
et en conséquence, nous affirmerons que 1l'opérateur T comprenant

k R) .
les (.2. +4) composantes ch est un opérateur tensoriel de rang

k, , 81 chacune de ses composantes vérifier les conditions suivantes :

(k) (R) () a2 e
[j’?’,Tc‘]:qTq ; [Ji,_l-q]={lz(le+4)-q(q_4)} T,

*4°
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D'aprés le théoréme de Clebsch-Gordan, la représentation fDK apparait
au Pl‘l;ls une fo.i.s dans la décomposition du produit de Kronecker

93]%@ DK' et par conséquent le t.héoréme de Wigner-Eckart permet
d'écrire : (k) _' , o

(y KM'K\T,1 Iy K M= AlKM, kg KM,

oll K et Ktsént deux moments angulaires de méme type , ( l )
un coefficient de Clebsch=Gordan et A une quantité indépendante d-e
MK'CI et M;( . L'expression précédente peut wwmm encore &tre écrite

sous la forme suivante :

k) KM ( K k K') ®
(YKMKIT(O‘ Ly kML) = () N =My q My (yRIT®Ny )

ol le coefficient de Clebsch-Gordan a été transformé en symbole 3-_] 5
le facteur ( K " T(h) “ 'K')indépendant de M ek M’ est
Y Y K> K

appelé élément de matrice réduit.

Pour pouvoir étudier les relations en espace de spin et espace

d'orbite, il est essentiel d'utiliser des opérateur possédant des proprié-

tés de transformation bien définies relativement 4 ces deux espaces.
T(Kh)

Clest ce qui a amené la définition des tenseurs doubles

-rtxh)

L'opérateur comprenant les (2K+4)(21@+4) composantes
est un opérateur tensorigl double de rang oY relativement au spin
total et de rang k relativement au moment angulaire orbital total si ees

composantes vérifient les conditions suivantes :

nk) (x R)
[ L%:T-na)]:q_r'ﬂq ?
_ k
(L, ,T‘;‘q 12 {k(k+1)=qlqen}y™ Tﬁ’;i),. ,

[ 5. T o170,
o "4 (xk)

le.) 12
L St>T(:q J 2 { w Ones)-n(m e} Tnt4q :
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Pour ces opérateurs le théoréme de Wigner-Eckart prend la forme

-

suivante @

(y SMGL MITR 2y smu M)

set-Me-m, (S ST} (B R B 0l gy
Pl (--4 s L (_ l) (_ f] SL T SL -
) M, m My Mo q MUY Y

et ils sont parfaitement définis quand sont précisés leurs éléments d-e

matrice réduits entre deux fonctions monoélectroniques.

II RELATIONS DE COMMUTATION — GROUPES INFINITESIMAUX

(vc k) )
Ro-us définissons les tenseurs ( a ,l )par la

relation suivante :

(o 270 W™ (e, 200" S(Em,ﬁ"')S(Eh,ﬂ,"){[x'][kly,lg (21)

ol les symboles ﬂ représentent en fait la donnée de deux nombres
quantiques monoélectroniques n et'e, et ol les symboles € ] ont leur
signification habituelle [x]: 2X+1. Les composantes ()th.) (2 'Bb)
de ces tenseurs agissent donc sur une fonction monoélectronlque

|A£,mgm1) de fagon telle que :
W(:h)('ea,‘zb) lAﬂ"mi m'.lg,)= E ( En:) 8(£b,€”)( 4)8 +.4b - m&_mA
q "o W ]
ymg,my
Az A OB zﬁf ke &7
{[“] [h]} ( my T m;) ( mg q L) Lo 8¥m% m’ ).
I1 s'en suit que les opérateurs w(“' )(ﬁ b) vérifient la relation :

[ e, 2, w a2, £y)] = L S (D o I

"sR3M3qs
‘ ’ K4 ){z Ka k-,‘ l%g k‘.s LT RATIRY |
X{[k4][kz][k3]}(14 T, -113) (q,, qz—qa){b A .6}
Bt 8y vn 10, tleak, Ry Ry ey "
x [8’(25,36)(4):+ + : 1 ;klf&f 2, } w' ’ﬂ:)(l L)
_5( EJ)( gt Etrgtley {2 11, Ea,} (K3 3)(‘292\) J (2.2)
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Ces opérateurs peuvent donc 8tre regardés comme les opérateurs infini-
tésimaux d'un groupe au sens de Lie. Si nous nous limitons au fas ou

7
'ga.:‘gbr'go)‘gda sont identiques afou g , les conditions triangulaires

surles symboles - J indiquent’ qu'il n'est utile de considérer

que les (42-1-2) composantes : W(“h)(‘a 4) ('K-O“ otk < 28'3

les (484 ) composantes : ‘“"‘)(E ) (w= 0,4; 0% k< 28,

et les 8 (22-1-'1)(2231-1) composantes : (Kk’) (_Q ) et {Kh)(-f,’ £)

( w=0,4 ; 1€-¥¢] < k ,<_-B+B). Or,dufaltdes

relations d'orthogonalité satisfaites par les symboles 3-j , les
A6 (ﬂ-\-ﬂ).g-'l)z matrices de degré 4 (8 + e)+‘1\) dont les &léments

sont définis par @

(s 2w my 1w & (Lo, 4 14 £7m] ey

s My

L8087 8Ly, e’ e (parki)™

PR 4" kL
( m m:ﬂ (-mg q m;) , (en 2, 0=2,9)
sont linéairement indépendantes, et elles forment un ensefble linéaire
complet de matrices de degré 4-(9.-1-3’4.1) H il s'en suit que les opéra-
teurs précédents peuvent &tre con_sidérés comme les opérateurs infinité-
simaux du groupe linéaire complet en 4({+E’+4) dimensions ou de son

— 1 ] ' .-
sous—groupe unitaire U (&+B’1—4) . Ce groupe n'est pas si-mple, car

4
1'opérateur : {[8]-&-[8’]}—1’2 ( [E’Jﬂ;vwm(t,',ﬂ’) +[&jﬂ"w(°°)(€)e))’

commute avec tous les autres opérateurs infinitésimaux de ce groupe, mais

en écartant cet opérateur de cet ensemble, nous limitons U ,
4(L+40°+4)

+
4

au groupe unitaire spécial SU

4(E+2'+4)
dimensions (48 +4ly 3) (40 +48'+5).

s groupe semi-simple de
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Le groupe unitaire spéc-ial contient un certain nombre de

sous~-groupes, et en particulier, on peut montrer facilement que les

opérateurs de ce groupe. pour lesquels W =0 , forment un groupe

invariant; il en est de ma8me pour les trois composantes du tenseur

{reasreny " W) 7SR (XA 3

Ces derniéres constituent les opérateurs infinitésimaux du groupe SU2,

et les tenseurs:

(001 217" {161 W () - LETW O B
w®™(£,6) (o<k420)>
wOR L) (o<k<2®),
WCOEY) & wCPW,R) (18-P1<k <040,

]
peuvent &tre considérés comme ceux du groupe unitaire spécial en 2(E+£+4)

di i S . L S t d ét
imensions , U2(3+e’+1) SeL)groupe U4-(e+3’+4) peu onc étre
réduit au produit direct et cette réduc-

2 % SU2(2+&’+4)

tion permet l'indépendance des transformations relativement aux espaces

de spin et d'orbite. Le groupe S U 2(% 4 2244) est lui-~méme

réductible; en effet, les opérateurs wwh’)(?,’e,) et w('o‘q')@,’, £

correspondant & des valeurs Aimpaires de le ainsi que les opérateurs

_4J2 (ok) kR ok
2 / {w (2,6’)-—(—1) w )(E:?,)} constituent les opérateurs d'un
groupe ; ce groupe est le groupe des rotations en 2 (2,1-@,’-}- 4)

dimensions R ’ Remarquons enfin que ce dernier groupe
2(L+0+4)

eut 8tre réduit au produit direct de R

P P 20 +4 et R 207+ 4

a'opérateurs infinitésimaux respectifs ; w(oh)(‘[’a) et w(Ok')(Q’,a))
(ke impair). Chacun des termes de ce oroduit direct et lui-méme peuvent

8tre évidemment limités au groupe R 3 " et l'ensemble des résultats
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précédents peut—étre représenté par les séquences

SszSUzu g'c SU4-(£+&’+1)C U (E+e +4)?

+E+4)
R, CR,,, (R2R , RIC RS SUaeny- (23
1T REPRESENTATIONS

(Kk)

S1 nous considérons les opérateurs ( b),sommes sur
wie

tous les électrons des opérateurs monoélectronlques ( >( @ b}’
ces opérateurs satisfont & 1l'équation (2-2)‘) i1ls décrlvent une transfor-

mation simultanée de toutes les fonctions d'onde monoélectroniques et

)

les fonctions d'onde a N électrons |(€+£) Y SM LM } forment

la base d'une représentatlon de U . Ces fonctions d'onde
4(L+&'41)

sont totalement antisymétriques relativement & 1'échange de deux élec-
)
, , C4(!+B+1)
trons, et l'on montre que la représentation considérée, de degré N 2

est irréductible; elle peut d'autre part &tre caractérisée par son poids

le plus haut que l'on écrit :

N
P g W
[4....40.. .., ]
42+0'+) 4(8+3'+1) N
——_.‘_-M
I1 faut noter ici que la représentation L4 .. . .A0.. ] est stric-

tement identique 2 la représentation précédente; cette identité intro-

duit formellement 1l'équivalence trou-particule et permet de réduire

. N
l'étude des configurations (E+-€’) 3 celles pour lesquelles’ ¥ est infé-

rieur ou égal a 2(‘8{-2,-{-4).

Dans la réductidn

U4(e+e’+4) D Su‘%g Vi) —) SuU % SU, 0 00y 0

cette représentation se décompose en un certain nombre de représentations
de SU (3? gi1) a4 chacune desquelles est associée une valeur de spin9;

cette méthode de combinaison des fonctions de spin et d'orbite wutilise




32

leg propriétés des tableaux d'Young, elle a été décrite en grand détail
par Judd” et elle permet de montrer que les _représéntations de SU 2
2{8+8+4)
obtenues dans la réduction considérée, correspondent & des représenta-
tions de U dont le poids le plus haut est nécessairement
2(L+8°1) P P

de la forme

2(E+831)
[2.. . 24_..40...... 0]
a b

o =25 e 2a+b-N .l donnée de cette réduction est donc
identique 3 celle de N et S . Il n'en est plus de méme des autres réduc-
tions obtenues dans le paragraphe précédent et chaque état (S, L)

i { gqﬂ o s :
de la configuratLon ( + pourra &tre caractérisé par le produit

. /
de deux représentations respectives v et U des groupes R

et R

28 +1

et une représentation W  du groupe R .
2041 , g 2(24841)

Nous noterons cet état

e+ )Y W, V(L) x V(L) ,5L)

. / . . . s .
Il peut arriver, sl -{ ou [ sont ldentiques é-‘F que cette classification

ne soit pas suffisante, mais on peut alors lui adjoindre la donnée d'une -

représentation du groupe G , sous—groupe de R ... Les réductions

2 7
précédentes et les régles d'embranchement coregespondantes peuvent étre

19

déduites des régles de Littlewood et de Murnaghan20' explicitées par

Jahn8 et Judd11. la connaissance du degré des représentations irréduc-
tibles est souvent extrémement utile dans la détermination de ces régles
d'embranchement; 1'application de'la formule (1.27) de Weyl aux différents
groupes considérés permet de calculer pour chacun d'eux le degré dtune
représentation irréductible en fonct.on de son poids le plus haut; plus
précisément on obtient :

pour U, ,

ST (hekad -0 / (kR
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pour RZ’V+4 s

E)(QQ’ ______ u)v)=:11 (Uﬁ;*ﬁohﬂ-Qxhkd-lm—Ja)
hyk 2v+41-h-k
x T (wh._wk."'h—'%) T (2We+ 2v+4-2k)

kyk  (h-k) R (2v+4-2k)

et pour R‘?.'V’

Dlw, ... )= TU R 02YRh) 17 (-0 th-k)
k7R (2v-k-R) Rk (h-k)

IV SYMETRIE SYMPLECTIQUE ET SENIORITE

-

I1 a été écéd t la réduction de SU
a vu prec emmen que ar UcCtion e 4.(2-!_%).‘"‘)

a SUZXSUZ[{Q-UM) nfapportait aucune donnée supplémentai.re a4 celle de

N etS et en conséquence, qu'elle ne présentait pas d'intérét dans la
N

classification des états (S, L) des configurations (9,+€) . 11 existe

cepandant un autre mode de décomposition de SU , et cette
P : ‘ P 4L+ 8'+4)

réduction apparait d'un intérét beaucoup plus grand que la précédente.

La relation (2.2) montre en effet que parmi les opérateurs infinitésimaux

de SU4(€+8’+4)’ les (281-1)(42(4-3‘2) opérateurs : W (xke) (’?.,E.), et les
@41) (48'+3) opérateurs : W i (L’,B’) pour lesquels W 4+l  est

impair, ainsi que les 4(2_@,4.4) (2.E’+1) opérateurs :
-1/2 (nk) n+k k
R R (A B O M S I
forment un sous-groupe de SU4—(_€+83-4)' Ce groupe de transformations
dans un espace & 4(2+2’+1) dimensions est d'ordre 2,(8-]-8’-}1) (4-8.1.48’4.5)).

il s'agit du groupe symplectique SP4(€+3’+4) dont les opérations

laissent invariant 1'état :

(28+2042) L€ €25) + L1 )0'215)).
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Il est clair,d'aprés ce qui a été wvu précédemment que le groupe SP4(!+B’ 1
£

peut &tre limité au produit direct SUZXR la séquence

28+

alternative de celle obtenue dans le paragraphe précédent est donc :
SU, =R C Spagaen & OU, e -

N
Ehaque état (S,L-) des configuratiqns (£+E’) peut donc 8tre carac-

2(L+8'+4) (2.4)

térisé par une représentation du groupe O i1

P P cJ group Pa@+e'+1) €
. ? .

représentat.ons L] sont définies par 2 (2+2,+4) nombres entiers

(0 o ... 0'2@+£,_1_1))tels que @, 20,2 . ... >0 ; leur

2 2 a
2 T T 2{4+R%1)
degré s'exprime en fonction des J de la fagon suivante :

(e, ...a) = T V=it ) 1 (G- T th-L)Gi4oGrav-i-k+2)
R ) (v-L+4) ki (k_1)(aviz-i—R) .
La réduction SuU D 5P4LE+B’+1) et leg régles d'embranchement

4(8+8%1)

correspondantes peuvent &tre obtenues 2 partir des régles générales de
. 8 . ..
thtlewood1 . Elles ont été données explicitement par Flowersg. et la

décomposition de la représentation [L’__\/_____'_LO cen 0] est par-

N

ticuliérement simple :

[4...40...01  (4.....40..0)+(4....10...0)+... ;
™ N-2
le dernier terme de cette décomposition est, suivant la parité de N,

- . J .
(0---0) ou (‘10...0) . 8i N est supérieur 2a ?_(3 +E+‘|) l'équiva~
lence trou-particule établie précédemment doit &tre utilisée. Puisque
les valeurs de T sont au plus égales &3 4 , toutes les représenta-
tions 2‘(’ qui interviennent dans la classification des états (S,L)
. . nN - ,
des configurations (E+8) peuvent donc étre caractérisées par la
donnée d'un seul nombre W , défini par la relation :
=T 40+ ... . ' .
U= T, 40+ +<r2(e+e,+1) (2.5)
Ce nombre est 1l'analogue du nombre de Seniorité défini par Rau::ah5 pour
N
les configurations 5 . A chaque état des configurations étudiées,

pourra donc &tre associée une valeur de la seniorité qui caractérisera
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complétement les propriétés de transformation de cet état, dans la
symétrie symplectique. L'ensemble des nombres quantiques introduits a
Jtaide de 1a théorie des groupes continus est donc finalement le

suivant :

[(L+2) a0 VL) x'(L,) SL)

11 faut remarquer ici que la donnée simultanée de Vet de O peut ne
plus &tre strictement équivalente a celle de 1QJ comme c'est le cas

pour les corxfigurations-eN : elle contient toujours cependant une grande
part de l'information sur les propriétés de transformation de 1'état
considéré dans les opérations du groupe Fz2(£+—6ﬁ+4) ; en particulier;
les valeurs propres de l'opérateur de Casimir de ce groupe. s'expriment

de fagon trés simple en fonction de S et U

G(R, s 1)) U =4(z+ 7 [ Zlebratron)-2sEnlu.  (2.6)

A titre d'exemple, nous donnons dans les tableaux I,II,III et IV toutes

les réductions nécessaires 3 la classification des configurations Gi+&¥%

les trois premidresg sont extraites de l'ouvrage de Judd]1.

V_ DEFINITION ET FACTORISATION DES COEFFICIENTS DE PARENTE FRACTIONNELLE

L'intérét de la classification des états d'une configuration
au moyen des représentations irréductibles de différents groupes conti-

nus réside principalement dans le fait que ces états sont parfaitehent

2
caractérisés sans qu'il soit nécessaire de construire les combinaisons

linéaires de produits déterminantaux correspondantes. Pour éviter totale-
ment le calcul exﬁlicite de ces combinaisons linéaires 11 est essentiel

que les éléments de matrice de tout opérateur puissent &tre déterminés

sans qu'il soit nécessaire d'introduire les états déterminantaux.




TABLEAU I

Ys » R
[oo0000] (000)
(1 00000] (100)
(414 0000] (110)
[200000] (000) (200)
(441 000] (44£4)
[210000] (100) (240)
[241000] (110) (2124)
[220000] (000} (200) (220)
(241100 (14%4) (210)

]
[221000]
[2414140]
[224400]
[222000]

(400) (240) (22%4)
(410) (200)

(140) (24%1) (220)
(000) (200) (220) (22%2)




TABLEAU 11

RG
(000)
(100)
(110)

(11£1)

(200)

(240)
(214)
(220)
(2224)
(22+9)

R

(00)

(00) (40)

(10) (#4)

(14)

(00) 40) (20)
(10) (#4) (20) (24)
(1) ()

(20) (1) (22)
(¢4) (22)

(22)




TABLEAU 1]

R, — — R,
(00 5
(10) D
(44) PF
(20) DG
(21) PDF GH
(22) SDFGI
TABLEAU IV
SPi —» U, xR
(000000) *(000)
(100000) 2(100)
(110000 "(200)°(410)
(114 000) (210)*(14£4)
(111100) *(220)*(2121)*(140)
(111110) 2(22+1)*(210) 4(100)

(1444141)

*(22+9)%(220)%(200) (000)
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5, par la définition

., 22
Développant une idée de Backer et Goudsmit Racah
de la notion de parenté fractionnelle, a donné la solution de ce pro-
N .
bléme pour les configurations d'électrons équivalents e’ . Le principe
s . e . . E iy N
peut en &tre généralisé sans difficultés aux configurations ( +
et ainsi le calcul des éléments de matrice de tout opérateur entre les
états (SJu) de ces configurations possédant des propriétés de symétrie

bien définies pourra &tre effectué sans que l'on doive exprimer ces états

comme combinaisons linéaires d'états des différentas configurations

TAN S LN

Si nous utilisons pour caractériser les ensembles de nombres quantiques
. , . NN NN
respectifs des états des configurations (£+£) ) (e,-l-e,) et (2,.1. e’)

les abréviations suivantes
(€+E’)HY5 s M
(0+2)"'g SM L M=
(£+2) 2 m

lll

ﬂ’
QL

w, (E_.40),

Il

Me
. es, L. .
il est clair , étant donné les propriétés des états déterminantaux, que

nous pouvons écrire

L) = 22 (8, wl) lw) Q)

n w m.me
ol l'indice n se refére au n é&lectron.

L'élément de matrice d'un operateur a une particule FQ-Z;f
N
entre deux ats de la configuration + es n ois ement
deux états de 1 figurat (£+2) £ fois 1'618
de matrice de " et,par conséquent :

(QIFI10)=n 2. (ﬂlﬁ;w)(.(—l;w']ﬂ’)(wn 1 falwy). (2.8

L, w,w’




] —— = — R
(€483 VA)x V' (L) SMLM
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Le probl2me se réduit donc au calcul des coeffic.ents: (L)L l.(—l) w).

Ces coefficients permettent également, par un calcul en
chalne, d'évaluer les éléments de matrice d'un opérateur a deux parti-
cules du type G =z.| ca ; en effet parmi les 4 n{n-1) opérateurs

w>) db 2 a
que contlient G;, 4 (n-4)(n-2) d'entre eux ne s'adressent pas au n'eme
. 2 .

électron, et en conséguence :

(et ln/tn-1 (212 9i; 10,
j<ign oY)

(el _Q_') =[n/(n-2)]_z_.. (ﬂlfl,w)(ﬁ_',wlﬂ_’)(.(_ﬂz %)ﬁ.") (29)
f,85w0 j<izndY
Ce résultat peut &tre généralisé A des opérateurs 2 .P particules, et

finalement, il sera possible de calculer tout élément de matrice de

n'importe quel opérateur 2 l'aide des seuls coefficients :

(Qr@)gEM LM, ;5 (£48) Emymy | (24 )" SM LM,

Nous avons vu précédemment que l'on peut considérér \f comme
1'ensemble des nombres quantiques ‘W ,'V(Ld)x'V'(Lz), ek ar et le fait

que ces nombres guantiques soient des représentat.ons irréductibles de

divers groupes continus permet, par application d'un théoréme dil &

6 . s . . .
Racah de réaliser la factorisation suivante :

LM, (2420 2 mym, 1E0) W VL) 0 (LSMLY
= (§b_45 A m,b\ Sa SMS) (‘-L_.l‘_’ll_— 'm&\ E@LMJ
« ((Lee)™ W) ¢V (LY TELAE W) o)V )wsL).

(2.10)
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Les coefficients (+ ”’ ) sont appelés coefficients de parenté fraction-
nelle (CPF). Ces coefficients peuvent &tre eux mémes factorisés comme

2
nous le verrcns en détail dans le calcul effectif des CPF ((d+b)+|}&l+ﬂ?)

Les éléments de matrice réduits des opérateurs tensoriels
doubles définis dans le premier paragraphe peuvent tre exprimés trés
simplement en fonct.on des CPF. Plus précisément 1l'équation (2.8)

permet d'écrlre :

(e sUl WO, el e ey

=N L (€42 FST L B85 (@) sl e

YSL
L+5 +f +4+L+S+ham

ST+ 2)

4
2

Ainsl donc, si les CPF‘ sont déterminés, les éléments de matrice réduit.s
de tout opérateur a une particule peuvenf €tre calculés trés facilement;
nous avons vu qu'il en était de méme pour les éléments de matrice de
tout opérateur 3 p particules, et en conséquence, le calcul des CPF
évite dans tous les cas, la construction explicite des fonctions d'onde.
Nous avons calculé les CPF pour la configurat on (d-i—;b)z H la méthode
que nous avons utilisée est susceptible d'8tre généralisée 3 toute
configuration (81'8’)” et comme l'ont montré Mutter et Nielson23 pour
les configurations %N serait bien adaptée 2 un calcul sur machine

électronique.

VI-LES CPF ((d+b)z?§t. +2 Ik (d+b‘)3\rS}_)

. N
Pour les configurations (cl.+b) ’ 1'ensemble des nombres
quantiques Y se réduit & une représentation irréductible'w de RG

FV de RS et U de SPH'. Le théoréme de Racah permet alors de réaliser
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la factorisation suivante :

({(dea)™ WOVTSL 42 I} (des) WV SL)
—(w wrtlwr) (YL+e L)
x ({4 FS +(d+a) i} (dea) S) . (2.42)

L'orthonormalité des fonctions a& N particules impose que :

2 (a;wla)(a;wla)8(a,0)
0,w
et en conséquen::e., les divers coefficients {+ ) et (+-|'}‘) doivent

vérifier les relations d'orthogonalité suivantes :

Lol 8) (Wo+Blww) = §0w W, (2 43)
v
2 (viLlvi VL2 IvL) = (R, VY, (2.14)
te
° Z._ (s 55 +(den) T @+ NS = 4. (2 A5)
RS)

A) Coefficients (;QE-PE \’V L)

Ces coefficients peuvent &tre séparés en deux catégories suivant la

valeur de -E : (;{/-l:. +{10)2 \’V L) et ({)E + {00)0 "V L) .

Ces derniers coefficients ne sont différents de zéro que dans le cas ol
{/ et —l:'. sont respectivement identiques AVet L et les relations d'ortho-
normalité nous permettent de les choisir dans ce cas égaux 3 un.
Nous écrirons donc :

(VL + (00)0 IVL) = § (V) §(T,L).
Four calcu-ler les coefficients (’C’T_+(40)2\’UL), nous utilisons une

méthode trés voisine de celle employée par Nutter et NLElSOl’]23 pour les

. N .. .
configurations . Cette méthode repose sur les propriétés de 1'opéra-

teur de Casimir du groupe Rs: G(Rs)z.;_[(V(")(d,,d..))?-l-(VB)(d,,d,))z]. (2.46)
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(k) L(R) (ok)

ol lesv sont définis par la relation : V

o w
En effet sl1 nous appligons 1l'opérateur de Casimir aux deuv membres de
l'égquation: ‘VL):_ZJ (FVLI’{/E +(40)2) li_/—\_) \(40)2.)

VL . ’

nous obtenons :

G L+Uo2 VL) =
[G(“G)+G(40)+% Qa("’l‘“vm“ L) L] {udu) V@ Teameton)

+E[ . TIVENT ™ {21_&}&4) ](@Emo)z\’vﬂ. (2.47)

3kat2

Les éléments de matrice réduits ('{/-l: ” Vv "ﬁ[) sont identiques

4 ceux des opérateurs Vlh)pris entre les états de configurations d_,N
caractérisés par la représentation ’v et ces derniers sont tabulés
dans le livre de Nielson et Koster24. Les relations d‘'orthonormalité
et l'équation précédente permettent donc de c-alculer tous les coeffi-
cients (ﬁt +(10)2\’VL) dont nous avons bescin, & un facteur de phase
prés, évidement. Les résultats ont été portés dans le t-ableau V, et
a titre d'exemple, nous donnons ci-dessous le calcul détaillé des
coefricients ((20)L +(10) 2] (10) VAR

IL.e tableau II nous indique que L’ ne peut prendre comme valeur que

2 ou 4 ;

posonls: ((20)24— (10)2'(40) 2):&
et ((20)4 + (10)2] (10)2)=b.

Les valeurs propres de G(RS) sont données par la relation:

Glw,w,) =1 [ W, (w,+3) +w, (w,+1)] (2.18)

en conséquence

G(20) =5/3 & GU0)=2/3.
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(1 -
D'autre part, le fait que:v (d-,dx) = 10 k L. ,

et les tables de Nielson et Xoster donnent immédiatement :

(o2 1 V¥0,a 1l 20)2)=(uoy2 Il VE(a, 0yl 0)2) = 372,
(204 Il VP00l (20)4) = 1872

(2002 VP (4,0) 1(20)2) = (a2 1D V(a1 d2 D) (4172

(20)2 I V4, 0) Il 20y4) = (&2 1DV )ll4216) .~ - o)

((20)4 1 V®(d,a) 1 (20)8) = (42161 VE(Q,a)llaz36)- (93/7)*2

Finalement, nous obtenons :
30,.-5"*b - o
{a?‘+ b% =1

soit : ((20)2 + 10)21(10)2) = = (514)"2
5 ((20)4 + 40)21(10)2) = = (a/14)"2,

Ce résultat permet d'ailleurs, par utilisation des relations d'ortho-

normalité, d'écrire immédiatement :
((20)2 + (102 1(24)2) = * (344",
( (204 +(10)2 1(21) 2) = = (5/44)"2

B) Coefficients ("Gﬂ +E \FW'V)

La méthode utilisée pour calculer ces coefficients est en tout point

analogue & celle gque nous avons employée pour déterminer les coeffi-

cients (;OL_.. -}'(10)2 [’VL).




2 0 y 0 0 0
4T g (VT/0V) - b= 0 0 0
h(618) - LI 4, (S/V) 1S 1¥) 0 0
oS g br/e)  aplove)T  glor/L) 0 0

0 b 2 SHQ) S/ L)= 0 0

0 0 0 0 b 0

0 0 0 0 y 0

0 0 sp G/ V) 2 (S/F) v 0

0 0 z4,(SH/L) (S v.@ b 0
2 FH/B) 4 fbVIS) 2}{OHL) 2 OV/€) 0 v

0 0 0 0 b 0

¥ z ¢ y (/ 0

(02) (02) (V) (V) ) (00)

(Taizohy+in)
A Nv3idyv L

[>1

d o N -~ M N e~ N o= D

()
(42)
(W)
()
()
(0¢)
(07)
()
(W)
o)
(00)
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.Cette fois, c'est l'opérateur de Casimir du groupe RG qui y joue
un rdole fondamental. Cet opérateur s'exprime en fonction des opérateurs

infinitésimaux de Re de la fagon suivante :

( 1/ _
G- G(RY= 2 [(VO@al+(Vowo)- V¥, ], @
et ses valeurs propres sont données par la relation :

G’ (v, v, 'vg) = %[v1 (v,+4) +V,(v,+2) + 'v,: ] (2 .20)

Plus précisément, nous avons appliqué aux deux membres de 1l'équation
l'wwL) =25 (WXL + @072 I wwL) IWVvD) lue)=e),
ltopérateur -8 G(R6)+G G (RS) = 2 (V (2)(¢)b))2, ce qui nous a

conduit & l'équation suivante :

{a G(W)-8C (W)~ 8 G'(00)-6G () +6G (V) + 66 (%)

- (ftedc
sttt {Z L 2} (WYLNVENWTL ) ooy | V1 (400)@76)}
- TE L
x (W +400)% F'w ) @EWEW'-)*_ZT_}—J [2(-1)L+L {E' Ju 2}
I &R

(T I VO T o0)8 | TN 00) 58’ ) (W e (iom) 7 1 W)

x (VL W@WL)}: 0 (2.24)

Ce systéme d'équations permet de déterminer les coefficients ('E\)—'U-I'UOD)'?)I
WJ’V) si les coefficients (@IE +ﬁE1’VL) ont é&té calculés
préalablement; une difficulté apparalt dans le cas ol W est tel

que ‘Vs est différent de zéro; en effet, si 'UB est différent de

zéro, les représentations ('V4 vz '»'3) et (‘V,, 'Vi —5’3) apparaissent

- simultanément, et l'équation précédente,laisse subsister une indétermina-

tion sur les coefficients correspondants Puisque G(V,l V,_V,Q: G(V,I VZ—YS),
F




en fait, cette indétermination peut @tre levée de fagon arbitraire,
car nous verrons que nous n'aurons jatais 3 distinguer led représenta-
tions (V,' v, vs) et (V,‘ Vz-va) .Les résultats ont été portés dans le

tableau VI, pour les seules représentations apparaissant dans (¢+A)?’

c) Coefficients ((c\nwb)“—4 TS +arnf (et wS),

Nous avons utilisé pour calculer ces coefficients wune méthode en
analogie parfaite avec celle valable pour les configurations d'électrons
équivalents ’Eﬂ .I1 ntest d*ailleurs plus nécessaire de réduire le
probléme & celui des configurations (d+,5)N et nous considérons
Plus généralement les coefficients {(E’.+ P,’)” 'TJ'g +({+ E’) \} (f,-\-P,’)Nq_rS).
L'idée de base de cette méthode, décrite en grand détail dans le

livre de Judcil11 pour les électrons éguivalents, est de calculer les
é€léments de matrice d'opérateurs dont les valeurs propres sont déja
connues, et qui fournissent ainsi les relations entre les CPF; en outre
ces opérateurs doivent &tre choisis tels que l'on puisse éviter l'in-
troduction des coefficients précédents, c'est-3-dire, tels que leurs
valeurs propres soient indépendantes de L. Far exemple nous pouvons

i, . . .
chosir les opérateurs 3 deux particules parfairement scalaires :

P: ZZAL.AJ ek FJ:—,E +%r‘

L}_j

=N NG (284+20744)
U gy = (E+€') (R2(E+a,+4)).._ 2” 5 .
L'opérateur F nous fournit la relation suivante :

SGEH-EN = M 1 (84055 + (o) (e )b  [SEa1)_2 (8-1)],
4  N-2 TS 4
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et l'expression des valeurs propres de I_"permet d'écrire :
v (4(8+0)46-v) - N(40+4045) .
SN T (00T S + (@) B0 YS) [T (elest)ssv)-tra) e 14ls)]

N-2 S

Si nous tenons compte du fait que pour V et S donnés, il existe au
plus quatre coefficients correspondant 4y S= St1!2 et 'I—J’:' T+A,

ces deux relations associées a la relation de normalisation permettent

de calculer les carrés des coefficients ((Q{-P,’)N {r§+(9+€’) I}(€+E’ N‘U‘S)s

" plus précisément,on obtient pour les configurations (d,—l-b)N:

((d+ b)rM o4 S-% + Caen) I} (dam) 5)?‘___ (14 -N-v)(v+ 25+ 2)S
2 N(7-1)(25+1)

(™ o182 4+ (8 Blde)NarS)z NI -29)640) |
2 N (7-1)(25+4)

((A+&™" w44 SJE +(d+0 BN w sy (N-v)(16-1v4+25)S ,
2N (7-v)(2s+1)

(A+a)"" 44 S+1 +(d+s) Ba+a) vs)e (N-1)U4-v-25)S (2.22)
2N (7Y (2S+1)

?

Ces équations laissent évidemment subsister le probléme des phases

3 associer aux ceoefficients considérés. Puisqué nous disposons seule-
ment d'un facteur de phases pour tous les CPF dtun état l(d+b)”rWV‘U‘SL),
les phases ne sont plus indépendantes de celles choisies pour les
coefficients (@’Qtﬁ-uﬁm’ﬁiiﬁwv L) . Suivant Racahe, nous

1 N-1
chdsissons les phases suivantes pour les coefficients ((L+4) ~rS+{a+a)l}

N . S
({d+5) "'J'S)- =1)" ei ar est impair

S+ (T-v)
(-—4) ’-( si P est pair;
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Les phases des autres coefficients tabulés dans les tableaux V et VI
ont été déterminées da fagon cohérente avec ce choix. Les CPF de

(di—A)s ont été portés dans le tableau VII.

Remarquons que les CPF ainsi définis sont différents de

25

ceux calculés par Meskhov dont la classification des états des confi-

)H

. } : X .
gurations {24—8 conserve la donnée des nombres respectifs d'electronsg

Y
et dtélectrons £ .
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SECONDE QUANTIFICATION

Les mét-hodes. de la seconde quantification se sont révélées
extrémement fructueuses dans des domaines. aussi variés que la supra-
conductivité et les Fforces de paires intranucléaires; leur application
4 la théorie du mod&le en couches du noyau a été la source d'un grand
nombre de travaux mais ce n'est que trés réceemment qu'une adaptation
particuliére & la spectroscopie atomique en a été faite par JuddTO.
Les-progrés appértés par la seconde quaﬁtification proviennent princi-
palement de l'utilisation des opérateurs annihilation-création, et du
caractére tensoriel qui peut leur &tre attaché. La définition de l'opé-
rateur quasi-spin permet en outre d'examiner de fagon simple des pro-
priétés qui dépendent du nombre d'électron, et la détermination des

opérateurs effectifs qui rendent compte des effets d'un ordre de per-

turbatio/donné est grandement simplifié’par le fait qu'il est possible,

dans ce formalisme, de ne pas préciser les états perturbateurs. Nous

avons appliqué l'ensemble de ces propriétés 3 l'étude des configurations
N
( C + Ef) et nous rappelons ci-dessous les définitions et les
résultats les plus importants de Judd que nous avons utilisés dans cette

étude.

I OPERATEURS ANNIHILATION-CREATION

Les opérateurs ammihilation-création permettent d'exprimer

sous forme opérationnelle les propriétés caractéristiques des fonctions
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d'onde . S-o0it en effet un état déterminantal &2 N électrons norma-
ligé: {0(.(5 e v e . 'V} ,0lt chaque lettre grecque représente un ensemble

de quatre nombres quan{iques (l’l, £ m, mf)i les opérateurs créat.ions
i

&, .4d sont définis par

+ +
a'ot.’a' A R ' X

ﬁ! """ H

les équations suivantes :

a.*; et annihilation a

ay @l . ... a%, lo)s{oc,(s,...'v}

(ola, ...a4a, = {xp, ...} (3.1)

olt |0) représente 1l'état vide. Les propriétés bien connues des
déterminants, et l'orthonormalité des érats déterminantaux conduisent
pour les opérateurs annihilation-création aux relations d'anticommuta-

tion suivantes:

et aussi, 2 1l'équation : 3.7 lO)::O . (3.2)

Les opérateurs & une et deux-particules F - Z_, F et G- Z_l%
Ly>

qui apparaissent dans 1l'hamiltonien habituel de ltatome peuvent étre
exprimés & partir des opérateurs annihilation-création de la fagon

suivante

(3.3)

F= Zla' (E‘Fly)&.?,
G- Z_.r a.+ a.
2 %) & (E Vll%zlc A )aq 7 (3.4)
et le procédé se généralise aux opérateurs a trois particules, par

exemple,.pour lesquels on obtlent :
+
- HZJ_E: 9ijh = L.a.g Vah(g,,yz)\glci%l?; ¥,€5)a2,2, . (3.5).
Z ns
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17 CAPACTERE TENSORIFL DES OPFRATEURS ANNTHILATION-CREATION

L.e caractire tensoriel des opérateurs ann hilation-création

a été mis clairement ern évidence par Juddm.Plus précisément , les re-
. . Al (rznd
lations de commutation des opérateurs 8..0_ a=n msma
relai‘ivement au opérateurs momen's angulaires S ek Lmontrent que
+

pour n et £ donnés 1les [A—.”-_P.«] opérateurs & (—ASmASA;-ESmg,Sa)
forment les composantes d'un tenseur double a.+ de rangs respectifs
A =’_é. eh.ﬂ,relativement 2 lt'espace de spin et & llespace d'orbite. 11

[

en est de méme des [.b] [10,] opérateurs a,o, définis & partir des

opérateurs annihilation d'un électron(ﬂa), &E,par la relation
x
==1) a
¢ E

ou o= nkt mympy , <= .b+2—mb—mﬁ et E=nl -m, -m, ;

le tenseur double correspondant est noté a- . Pour des raisons de
commodité nous pouvons convenir d'extraire n et 2 de l'ensemble des
nombres quantiques représentés par une lettre grecque et d'attribuer

3 chaque couple (n, «ﬂ) particulier une lettre latine; d pour (nlﬂa)

et b pour (""b gb) par exemple

Les tenseurs @ et b ayant des rangs bien déterminés
nous pouvons les coupler en utilisant les rigles habituelles de 1'al-

gibre ten-sorielle; plus précisément nous pouvons écrire

wk)
@* b1, Eu 4 gy 188Xy by | 2 )l B
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et le théorime de Wigner-Eckart permet dtécrire. le second membre

de cette équation comme!:

Zla, (4,510, L) Wypa, = w‘::)u&,éb),
(nh)

ol les opérateurs W (Eavgb) sont ceur qui ont été définis précé-

demment .
Nous obtenons ginsi 1'équivalence suivante :

a:|. b)(xh)i —w('nk'.») @a,,&) , (3.6)
qui peut &tre regardée comme la généralisation de 1'équation de Judd :

l.es &léments de matrice réduits des tenseurs a.+ et A& a

1'intérieur des configurations d'électrons équivalents ﬂ” ont été
reliés par Juddmaux. ~oefficients de parenté fractionnelle (&NM{ SL
+-€|} ‘EN‘C.SL))- par une méthode ' tris semblable nous avons pu obtenir

les équations suivantes oll les symboles 4 et b sont relatifs aux élec-

trons (n t) et (n,’ﬁ’)

4 ——

((ese) oL a."' I (Ei-ﬂ’)“h ZSL )= (_,‘)ﬂ I:th{[ sl I_:L'.I}VZ ((E{-C’)N'C.SLU (AR

(eMETHb 1t esl)= e S () ST () e s

(3.7)
fout & fait analoguy

et celles /obtenues en permuttant s: multanément les symboles a, b et H’

le fait d'avoir identifié les éléments de matrice réduits

des opérateurs annihilation-création au coefficients de parenté

D),
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fractionnelle permet de déterminer dans un Formalisme purement tenso-
riel toutes les Formules ol apparaissent des CPF. Considérons & titre
d'evemple le tenseur double @ (Eiﬂ-l?)(ytha ; équivalent 2
-w(xu“&,eb);l'équatioxﬁ. f'.’.T.T_.) d'E‘.dmond526 permet immédlatement

d'écrire

(Mool @b ORI Rl e L)

’ , 4 rw 4 'Eb k, ‘f.a'}
{[x][k]}dlze*l)“SHJrs+L+k+L Z_, {S S s’]’ { LTV

ZEL
(Let)esLll ab () "2ST) ()" " eSLIb I () s');

¢i 1'on remplace les éléments de matrice réduits des tenseurs é£+et l?

par les CPF correspondants on obtient l'équation suivante :

(Q+e) esLI WP )1 @t e =

N2 (04 )MES De gy HLe ) Mers1) (R 1) sl @) 251+ 4,)
sl

C+S+8 +5+L+S+k+n

¢ ) {[CLIsIs IR0}
A . b £b 'Y}
, { s S s'} { L L u&} .

| On retrouve ainsi, en ut.lisant uniquement les propriétés des opéra-

teurs tensoriels, 1'équation (2.II) établie précédemment.

I11 QUASI-SPTM

|

|

|

|

|

|

| I1'idée fondamentale qui a conduit & l'introductior de 1l'opéra-
teur quasi-sp.n est de trouver un opérateur qui permette de considérer

les opérateurs ann.hilat_on-création comme deux aspects d'une meéme

1C

entité. Par analogie avec les résultats de Judd ~, Flowers et

SZPikOWSkizl nous avons dérini les opérateurs suivants,ol les symboles
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& et b sont relatifs a présent aux électrons (nf)ek (n'{’').
Q, = 4[s1" {[f;]”"(a-+ a ) [p1 (b 51,
Q =-ALsT%[[e1" (@ a ), 21" (b b)), (2o
Q,=-4Ls1" {1 (@* 2 )" (@ a4 [ [e"[(B"b ) (b BY]}.
Les relations d'anticommutation entre les opérateurs annihilation

et création permettent de démontrer les équations suivantes :

[Q+)Q—] = ZQ ?
[Q% :Q-\-]: Q+ >
[Qqa ,Qj:—Q_ ) (3.9)

qui sont formellement identiques aux relations de commutation entre

les composantes 5% ,S+e,l- S_ du spin total S ; on dit par analogie

4

que Q%,Q*_Q; Q_forment les composafltes du quasi~spin Q

L'équivalence (3.6) permet de calculer sans difficultés
| {00) 4= 1 +(00)
les valeurs propres des opérateurs (a.+a.) et (b b) et les rela-

tions d'anticommutation conduisent & 1l'équation suivante, établie par

Tudd +,00) , 4+ (00 42 a2
(aa’) (@ a)  =[»1"[e]

Il s'ensuit que les valeurs propres MQde Q peuvent 8tre écrites :

¥

Mg = -2 [2(@+0+4)-n) (3.40)

La v-aleur maximum de Mgest trouvée quand N =1, et par conséquent :
Q = M2 [2(L+8+1)-]. (3:m)
I1 semble donc que le quasi-spin ne soit qu'une autre fagon de regarder
la seniorité puisque la donnée de (Q MQ,) est équivalente 3 celle de
(’U’ N) jcependant, ce formalisme présente un grand avantage,relative-

ment a la s'éniorité,du fait de son caractére opérationnel qui permet
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d'examiner les propriétés des états et: des opérateurs dans l'espace
de quasi-spin & l'aide des techniques habituelles de l'algébre tenso-

rielle.

I1 est possible de préciser le caractére tensoriel du forma-
lisme quasi-spin. En effet, les résultats de Lawson et Mac Farlane28
permettent de montrer que les [A] [.ﬂ] composantes de d.+ et
les [A] [€] composantes de & forment ensemble les [q] [s] [E]
composantes d'un tenseur triple a'(qb ¢ ou C1= 1/2 . Les procé-

dés habituels de couplage peuvent €tre étendus sans difficultés et nous

définissons le tenseur composé suivant

Knk {
X( b )(f‘b-f,b\:(a.((‘b a..)

Le quasi-spin, le spin et le moment orbital peuvent &tre exprimés

£,y (Knk)
p 18 YR (3.42)

a partir de ces tenseurs triples; plus précisément :

Q -4z {L1" X Mg+ U™ X v}
S -2 {11 X T X el

L - -Leeen)® X 2wt
» (004)

s {rEeneB X P en], e

résultat qui établit la correspondance étroite entre spin et quasi-

spin.

Comme nous l'avons déja signalé, le formalisme quasi-spin
permet par application du théoréme de Wigner-Eckart d'exprimer de

fagon simple la dépendance sur I des éléments de matrice réduits
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des opérateurs tensoriels. En particulier, si un certain opérateur
tensoriel .1- posséde un rang déterminé K par rapport au quasi-spin,

ce théoréme permet immédiatement d'écrire la relation suivante :

LpEe)v] ko A[RE)-v]

4[2@+r)- O 4 (2048~ ]

(C+€)™ W NTHEE" ) (4™
(@+¢)° Y UIT 11+ Y) LR@t)0] k4 [2(0+£31)-v]

slti)al o Afn)-vl

(3 14)

Ce résultat peut 8tre regardé comme une généralisation des équations
obtenues par Judd dans le paragraphe 8 de la ré&férence 10.
Nous en montrerons toute l'importance dans l'étude des propriétés

de symétrie des opérateurs a 2 et 3 particules pour les configurations

YL

IV GROUPES

Les 8 (e +B’+‘1) opérateurs a:; -9 n b-; ,ek bcr ne forment pas
les opérateurs infinitésimaux d'un groupe de Lie; cependant il n'en est
plus de méme si nous leur adjoignons les 4(E+22ﬂ0 (8€-p2€-r7) commu~—
tateurs non nuls qui peuvent &tre construits a partir de ces opérateurs.
Parmi ces 4(£+€u4)@£+8849)opérateurs, les 4-(€.y£{+4) commutateurs :

H€=%[a2 agl e Heooa Ll bl

commuternt avec eux-mémes, et correspondent aux opérateurs abstraits

}{ de Weyl définis dans la premiére partie; 1ls permettent en conséquence

de trouver la figure des racines du groupe considéré, et celle-~ci nous
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a conduit & identifier ce groupe au groupe des rotations dans un
b }
8 9) di ' . R Les 4(f+0544
espace a U £.4+88+9) dimensions : B8(L+¥+3) ( )
! s . s .
(8?, +8&+7) commutateurs considérés précédemment vérifient égale-
ment la condition fondamentale de Lie et en conséquence constituent
E infinitésim ux d'un sous-groupe de ui
les opérateurs infinit a sous—g p R8(8+Cf)+9 qui
admet les mémes opérateurs H que ce dernier; ce groupe est le groupe
} . .
des rotations dans un espace en 8 (-E +0°+4) dimensions : R ,
8(L+L+4P
11 est clair d'aprés l'équivalence (3.12) que les opérateurs de ce groupe
peuvent &tre exprimés comme des combinaisons linéaires des tenseurs

Kuk
triples X( ¥ )(e&,eb}oﬁ £l ek ?b sont identiques a L ou Y . En

(Kxnk) (Kl
fait, seuls interviennent les tenseurs x (EJB) et x )('E',‘E’)

pour lesquels Ke+n +k. est impair, ainsi que les tenseurs

Knle Kuk
x( * )('E,C’)—(—'I)K-‘-K-Ph X( % )(ejﬂ);linéairement indépendants, ces

tenseurs peuvent &tre regardés comme les opérateurs infinitésimaux

e R & (£ +¢'+4)

A6 (6 +€)+4)2 qui correspondent & une projection nulle de K le

. Nous pouvons isoler parmi ces opérateurs les
calcul montre qu'ils forment les opérateurs infinitésimaux d'un groupe

pouvant &tre identifié a: U ; . Une autre décomposition peut
A4(L+8+1)

8tre également réalisée; en effet, nous pouvons ne considérer que les

opérateurs:
(L1 Loy ™ {Ter X0 (1) + 17" XK ey},

(ox k) k)
X i (¢,0) , X(mc @¢)  (e+k, impair)

(0 (nthk (0x k)
X

e« | X 0]

ils c_onstituent les opérateurs infinitésimaux du produit direct

w k)
(QJ U) - ("‘4)

OV, x OP ety »
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et cette décomposition permet d'obtenir l'association entre quasi-
spin et symétrie symplectique. Bien d'autres réductions peuvent encore
8tre envisagées, mais nous ne considérons ici que les deux précédentes
qui peuvent &tre poursuivies & l'aide des résultats obtenus dans la

partie précédente; nous les écrivons :

RB(C+€')¥9.: R8(8+€,’+1) > U4.(g,+gl+.1), (3.15)

R g8(t+¢')+9 > R B+ +1) > SszSP.q{g.l.g’M)

Parmi les opérateurs infinitésimaux du groupe R se trouvent

8(L+¢’)+9
tous les opérateurs création de la couche fi-ﬂ) , en conséquence,

. . )
1t'ensemble des états de toutes les configurations (£+ 6 )N ( o _<..
h{§;4(€+ﬁq.4) ) peut &tre regardé comme la base d'une représentation

d H
¢ R8(6+8’)+9
tation est QﬂZ,ﬁz,__,_ﬁ[Z), et par conséquent, que cette derniére est

on peut montrer que le poids maximum de cette représen-—

irréductible. Dans la rédﬁction, R cette repré-

8(e+)+9 - R8(2+e’+4) ’

sentation se décompose en deux représentations irréductibles

2,42, . .. A2) et (42,42, - .- , -42) . La premidre contient
tous les états de toutes les configurations pour lesquelles N est
pair, la seconde, tous les états de toutes les configurations pour
lesquelles N est impair. La suite des réductions écrites précédemment
peut &tre facilement obtenue 3 partir des résultats de la seconde

partie.

Lt'ensemble des notions introduites dans cette partie et les
résultats que nous y avons énoncés n'apportent aucun élément nouveau

: C i . ) ¢ (’,’)H :
quant 3 la classification des termes des configurations ( + puisque

. . . Lo, . P - . N
de ce point de vue quasi-spin et seniorité sont équivalents, mais il
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n'en sera plus de méme dans la classification des opérateurs agissant
entre ces états,puisque la connaissance des propriétés de ceux-ci

relativement au quasi-spin permet de trouver la dépendance sur N

de leurs éléments de matrice.
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SYMETRIE DES OPERATEURS A UNE, DEUX ET TROIS
PARTICULES POUR LES CONFIGURATIONS(¢+@JN

Nous avons montré dans les parties précédentes que l'ensemble
des concepts introduits par l'intermédiaire de la théorie des groupes
N
de lLie, dans 1'étude des configurations d'électrons équivalents E,
~ . . . . z ni
peut 8tre généralisé aux configurations mélangées ( +-£) . Il est

possible, en particulier, de classer les différents états (S,L) de

i
ces configurations a l'aide des représentations irréductibles des

’ t ; l'étud
208481 © TRLLIIW ude du groupe

symplectique en 4—(ﬂ-+ ﬂ’-%d) dimensions nous a permis d'introduire

groupes R

le concept de séniorité, et la définition d'un opérateur quasi-spin
généralisé nous a conduits a appliquer une secoﬂde quantification. Nous
nous proposons dans cette partie d'appliquer 1l'ensemble de ces résultats
au cas particulier des configurations (d + A)r‘ et dtétudier les
propriétés de symétrie7dans les différents groupes considérés, des
principales interactions que l'on peut rencontrer & l'intérieur de ces
configurations. Cette étude nous a tout d'abord conduite a établir une
correspondance entre les opérateurs monoélectroniques \V(th£aJ£Q et les
états (s, L) de la configuration (d;+£02 ; cette correspondance
nous a permis immédiatement de préciser les propriétés de symétrie des
opérateurs & une particule, et en particulier du couplage spin-orbite.
Nous avons ensuite examiné le cas des opérateurs de l'interaction

coulombienne,et calculé les coefficients de Clebsh-Gordan nécessaires




b

58

A la construction des opérateurs & deux particules, parfaitement
scalaires et.possédant des propriétés de symétrie bien définies.
Afin de permettre une comparaison précise entre les résultats désor-
mais classiques de Racah et notre propre calcul, nous avons exprimé

les états (S,L) des configurations (d,+‘b)N comme combinaisons

linéaires de fonctions chN ArSL) ,Id;”df\r'si L’)b,'U'SL)e): |a™"242 arSL).

Les nombreuses relations que nous avons obtenues entre les divers
éléments de matrice des opérateurs de l'interaction coulombienne nous
ont permis d'exprimer l'ensemb-le de ceux-ci & partir d'un nombre
restreint de coefficients et par 1é,ﬁe démontrer 1l'intérét que peuvent

présenter les résultats établis dans les parties précédentes. La était

le but de cette premidre étude pour laquelle nous avions choisi en
conséquence un probléme simple et bien connu avant d'aborder 4'autres
applications d'un intér&t actuel plus important mais également 4'une
complexité plus grande. Parmi celles-ci, nous avons retenu les effets
des interactions de configurations lointaines sur les configurations
(.d,-l--,b)H . Nous avons tout d'abord montré que dans une théorie
paramétrique, ces effets peuvent &tre représentés dans 1l'approximation
de second ordre au moyen d'opérateurs effectifs & deux et treois parti-
cules que nous avons déterminés-‘Ces résultats qui sont en pé;faite
an-alogie avec ceux valables pour les éonfigurations d'électrons équi-
10,29,30,34
valents, ) , ont été& obtenus par l'emploi de la seconde quantifi-
cation et de ses représentations graphiques. Nous avons ensuite étudié

les propriétés de symétrie des opérateurs 3 trois particules & 1tinté-

vieur des configurations (d,-I—A)N dans les opérations des groupes F\’se):RG
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la symétrie symplectique ( SP“_) et l'espace de quasi-spin ont
été également examinés , et finalement l'ensemble de ces résultats
a permis de montrer que l'interaction effective a trois particules

: qurations  (d+8)"
peut &tre représentée pour les configurations a.+A au moyen
de cing paramétres additionnels seulement. Nous avons ainsi montré
qu'il est possible d'envisager une étude paramétrique des‘configura-

N 3

tions (CL + A ) , qui sans introduire un nombre de paramétres

trop élevé serait parfaitement cchérente avec ltapproximation du

second ordre de la théorie du champ central.

I SYMETRIE DES OPERATEURS A UNE PARTICULE

Aussi bien pour 1l'interection coulombienne que pour les
interactions effectives & trois particules, les opérat-eurs de base

monoélectroniques sont tous de la forme :
+ (mk) (% k) ik (xk)
w8 = w T T ) T w4y,

Pour définir les propriétés de transformation de ces opérateurs, il
suffit d'étudier leurs relations de commutation avec les opérateurs

infinitésimaux des groupes R R , et

R
2044 7 a4 > 2(8+ &%)
: Ces opérateurs infinitésimaux sont tous de la

SPa(g+4)

forme :

- (xk x Y+ ®
WO (0 = WP < 0™ WO g,

et 1l'équation (2.2.) permet de montrer sans difficulté la relation

suivante :
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(Wt *"‘z‘“’(ec,z - L FREETE g |
A4 K,_ %y\ [Ra hz h; Ny Mg Ay

{[k][k][ks‘]}ﬂz(‘n n, -M ) (q,‘ 9e- qs) {42._ L 4.5}

ke Ry Ry

b Lt }“"5“9(& 1)

k, ke k.;

£, 2o &,

[ 5ty eo)e_d)ﬂq,-:-ﬂa_,-ruwxﬁhﬁ ks {

248, +%,+Ry } + (xsb.,_.,)

808, 2,3 (80, 8) — 30 ) eqfre
ki ko ks k), kg kg
{E e, £} s ks)(eb.fi) 8(0,,8.)c )‘3"‘”8‘*”“’”"2 Ile 4, e‘”’(’k"(eb,d

(4.1)

51 maintenant nous définissons les fonctlons d'onde |€ ) SM LM )*
par la relation: \.e e SM .M ) (—-—’I) Iﬂmﬂ SMSLMI_),

ou Iﬂwﬂbs MS LM L) est un état antisymétrisé de la configura-
tion (e + g )2 y on peut montrer a l'aide du théoréme de Wigner-
Eckart que :

W(Mq (emeb) 14 8.&, L1, hz‘iz) L' -1) 4+3<5+k3 %

XgkaTiaqy

1 Ng Yy, Ag kR, ky k
) e
ke ko ky

zm e 1 1 S
(506, 6,) ylertd s xmmarhish {ad ¢ eb} £, 81 vy mykyq,)

kR, ke k
Loty 4ok, ’
+8(2,,2)) -1y e {ic_ L, 25} 14, 4, “;“ahs%)*
1¢+€b {h" ke k5 ]
-6‘(10,,8&)(“4) L, H L. nyT, k 393 )

k la.,_ h3
._s(ad,,acx.q)*"’**“b*h“h{zl L, e} 18, 84 %,y ky q,) ] (+.2)
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La comparaison de ces deux équations montre immédiatement l'identité

*
des ccoefficients respectifs de |8m ﬂb " T k', ) et de
+ "k (xk.)
( ) (_‘E ﬂb) se

transforme comme G'l) \?, ﬂbxﬂ k,c\) . Dans le cas partlculler des confi-~

(3 ‘E ) et nous pouvons affirmer que

gurations (d,-\-b) y 11 suffit donc de classer les états de (d,-t-b)

et de les exprimer comme combinaisons linéaires des états des configu-

2.
rations &, db et A*

+('xla.)
tion des opérateurs W (‘Ea..)eb) Les résultats ont été portés

pour atteindre les propriétés de transforma-

dang le tableau VIII. Les proprlétés de transformation des opérateurs
(k)
A une particule agissant sur un systdme alNélectrons W (EM Eb)
sont évidemment les mémes que celles des opérateurs monoélectroniques,
et en particulier le tableau VIII montre que l'interaction spin- orbite
uniquement relative aux électrons d, se transforme comme -
iq lati ¢lectrons d, se transf (110) (14 3F>o)
cette propriété est cependant sans grand intérét, car les interactions
a4 une particule ne peuvent évidemment connecter les configurations
N-4 N-2 9 .
,da A, et A7, et en conséquence, les avantages de la méthode

disparaissent.

IT SYMETRIE DES OPERATEURS DE L'INTERACTION COULOMBIENNE

Lt'interaction coulombienne }Q‘entre les différents états -
des configurations (d+A)H peut &tre écrite & l'aide des opérateurs
+ (mk)
w (P,Ml’..o) définis précédemment. Plus p::'v{acisc’ement,;'C.’l prend la

forme suivante :
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I Z__‘_s 2.F (A){ w{.”)(a A). w.(°°)(A A)) +10F,(d) (w(-m(d- d,).w;“) (a,,d,))

17555 X
+202 @, b)[ (Wi, ). W) D a,)) + (W0, 0. WU, cL))]
+2.8F, (& (w2 (a,4). w)d, a,)) MOF, (@) (WP, d). w 994 a))

+2,G(ou)(w4,ca. 5). w RICWSY)
140 - H, @, b)[(w‘“’ ). w‘ Dea, HWe @5 w2, (4.3)

ol 12 somme est faite sur les électrons et okt les parametres F s Glr.
et H sont ceux définis par Racah5 . Les résultats du tableau VIIL

nous 1nd1quent que l'ensemble des opérateurs de base de }C se trans-

forme comme [(200)1-(000)] de RG ‘et[(440000)+(000000)]de 5P42. Les produits
ccalaires + (Ok»)( ). ;J.(Oh) (ec; EA‘) se transforment naturellement
comme la représentation 45 de SUZx RB mais ils n'ont pas de pro-
priétés de transformation simples dans les opérations des groupes R.,
RS et SP’iZ’Et le premier probléme est donc de trouver des combinai-
sons linéaires de ces opérateurs qui se transforment comme une repré-—
sentation W donnée de RG -et une représentation 'V donnéede_
R_ . Le cas de la symétrie symplectique sera étudié ultérieurement.

5

A) Classification des opérateurs et définition des paramétres

Les représentations Woet UV © qui interviennent effective-
ment dans cette classification sont celles qui, parfaitement symétriques,

apparaissent dans la réduction des divers produits de Xronecker

' [(000)(00)-{-(200) (00) " (10) , (20) ]2 et contiennent une représen-

A

tation S dans la réduction & RS du groupe considéré, c'est-i-dire

2 (000)(00) , 2 (200)(00) 5 (220) (22) , (400) (00) er (400)(30).

JC peut donc &tre mis sous la forme suivante :

Fo€o+ Eqe,+ E, e, +Ejeg + E e, +Eges+E g,
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oll les opérateurs & deux électrons €, ,€, €9 ,€4,€4 L5 ,6, 8¢ trans-

forment respectivement comme: (000)(00), (000) (00) ,(200) (00) s (200)(00)
(220)(22), (400)(08) ek (400)(30) et od E,, E, B4, E, Ecek E,
sont des paramétres, combinaigons linéaires des intégrales F-h..’Gk.d: Hh

introduites précédemment.

Le calcul des formes explicites des opérateurs nécessite

celui des coefficients de Clebsch-Gordan :
(WS W, V, kW, Vk).
Il est possible de factoriser.ces coefficients de la fagon
suivante :
(WS WV, kW, Y, k)= (W0 W, W, W (VI kY k),
et les conditions d'orthonormalisation conduisent aux relations :

)% (VSIV,k +V,k) (V,k + Y,k 1V'S) 2 §(VV),

0 (W T, W, ) W, W W )2 S . (4.4)
AYALY/
A T2

Ces différents coefficients ont été c-alculés par une
méthode analogue 2 celle utilisée pour les coefficients de parenté
fractionnelle.

En posant :
a2, ¢ (00) (00)
€, "2’&>j w;,  (8,8).w; "(4,4)),
00) (00)
=0 (00) 00 , A,A).W:
61 2.527:; (wb (&,d,) wj( )(b,b)) + (WL ( J‘b) wJ (d':d')),

(w280 W% (4,09,

Eq,=2
2 A




64
2 2 (Wl (a,0) %) 4,00y,
3 b>J
04) (04
ZEJ( O 4 4). w2 (d,d)),
Be= 2u 0 (4,2) *‘°2’(¢ »),
vy '
=2l w20, #0a,0) + @@, 0 w0 @40
vy v J
Nous avons obtenu finalement :
5 VI 4 €
e __._ss.o._ < 1 +3 *’33*54*&5
1
e =~ 3 o -3 \[_5'51 Ez'
20 4 Vs
35 7 Vs 7
e; =5 & -3 Ey+7 B vE3 48, - TEg,
es = £ 6
en conséquence :
EO = %E- [—25}: (CL) + 30F (d-;b) + 7F (b)]')
E, -_-4-2-3 [70!—' (&) + 630F (d,) +—- Fo(d) — 15F, (d,s) - o(a)]
£, =] 22 Fo(d) - 67p(d,8) -5 Fo(a)},

E. = %."5 [35[:2(&,) 4 315‘;4(&.) - 1OGz(d,,A) - 35F0(cL) + 30F0(_c1.,.b) + SFO(.A)]:
B, = | X F,(d) -2 Fald)]

[10r,(8) - 907 ,(8) + 102 F (d) - #5F,(4,8) - Fy ()]

5~ 100 2

EG = ‘35H2( rl,b).
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B) symétrie symplectique et quasi-spin

Les opérateurs de base & pa'rtir desquels nous avons construit.
les opérateurs ng forment pas une représentation compléte du groupe
5P42 et, a priori, les opérateurs gne possédent pas de propriétés
de transformation simples dans la symétrie .symplectique'. Cependant,
si nous avions adjoint aux opérateurs de base précédents w(MJ (d,d)
w(ﬂ)(d,,d,)ct w(m)(d.,b) —w(w')@,d,),n_ous aurions pu construire des opérateurs
combinaisons linéaires de proéuits scalaires des précédents, se trans-
formant comme une représentation donnée 1.\,) de Spﬂ,rw de Re et
rV de RS . Les représentations intervenant réellement dans ce c-al-
cul sont celles qui apparaissent dans la décompo_sition des divers
produits de Kronecker [ (00000)-&-(4400003] 2 et contiennent une
représentation 4% dans la réduction a SU2X R?: . Nous les avons
portées dans le tableau IX. Or, il apparait que la représe;ltation

4(400) de SUZ XRG se trouve uniquement dans la décomposition
de 1la représentation (22000 0) de SP4‘?. ; nous pouvons donc
affirmer que les opérateurs 85. et 86 se transforment comme cette
représentation. D'autre part, 1l'opérateur 82 est lesgaul qui,
parfaitement symétrique, correspénde au produit de Xronecker (000000)@
(140000) , 11 se transforme donc comme (440000) . Il est possible
de la méme maniére, de montrer que l'opérateur eo se transforme comme
(000000); 1'opérateur e,l ne posséde pas de propriétés de transf;)r-
mation simples dans la’symétrie symplectique, mais nous verrons que

ceci ne constitue pas une difficulté dans le calcul de ces éléments

de matrice. Les opérat-eurs e3 et e4_ ne se transforment pas
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comme des représentations bien définies de 5P42, mais on peut
- — g
montrer que les opérateurs 83+.O."1 ’(Q4"4G(R6)"'§G(RS)) et 84-1-_0_2
2
(_(12: —-SG(F\’S)-\- L.) qui, dans les groupes RG et Rsont les mémes
propriétés de transformation que e3 et @,, se transforment respecti-

4
vement comme (110000) et (444400).

D'apras ce qui a été vu dans la seconde partie, les éléments
de matrice de .O_q ethqui se transformen-t tous les deux comme (220000)
peuvent &tre calculés tres facilement, et par conséquent, l'étude des
opérateurs e3+ Q,' et e4+ ﬂz qui permet d'utiliser les proprié{:és
de la syméirie symplectique, conduira sans difficulté aux résultats

cherchés pour et .
P E?’ e+

I1 a été montré dans la troisiéme partie que tous les
états de toutes les configurations (d.-l-A)N forment pour ™ pair,
la représentation irréductible (4f2 Af2 . . . . . . 4f2) et pour
N ‘impair, la représentation (4/2 1]2 .. . _-1]2) de R24 _Judd40

a montré en outre que :

(4)2 4/2‘.. . 14/2)@(4/2 A2 .. ... EAD)=

(00...0) +(440...0) +(14440... 0)+. ..+ (.. .ax4).

Pour obtenir la relation entre le gquasi-spin et la symétrie
symplectique, il suffira donc d'étudier le décomposition des représen-

tations apparaissant dans la partie droite de l'équation ci-dessus,

dans la réduction a SU.ZXSBI‘?.' En outre, puisque nous nous intéressons
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3 des opérateurs 3 deux électrons, nous pourrons nous limiter aux

représeptations (44...40 -. . . ) de R."24 pour lesquelles le nombre

de symboles 1 est inférieur ou égal & 4 10 ; les résultats ont été

portés dans le tableau X . Il apparait qu'd une représentation donnée
y de SP'12 ne correspond pas en général une valeur déterminée du

quasi-spin; cependant, 3 la représentation (Am1410. ..0) est associée

une valeur uniq;,ie de quasi-spin égale & 2, nous pouvons donc affirmer

que l'opérateur e++ _(-)_2 posséde un rang 2 relativement au quasi-spin.
Les opérateurs e5 et e6 sont, quant & eux, parfaitement scalaires

dans cet espace, puisque & la représentation (220000) correspond

une valeur nulle du quasi-spin. Nous montrerons plus loin toute

1'importance de ces résultats.

C) Eléments de matrice

Ltapplication des propriétés de transformation des opérateurs
dane les différents groupes considérés, au calcul de leurs éléments
de matrice réside essentiellement dans l'emploi du théoréme de Wigner-
Eckart. L'utilisation de ce dernier nécessite la connalssance des
coefFicients C(wr\ WQ_W) nombre de fois qu'apparait la représenta-
tion irréductible W d'un groupe donné dans le produit direct W,‘ XWZ
du méme groupe. Nous avons calculé ces coefficients (tableaux XI,XII,¥IIL
XIV, XV) par diverses méthodes proposées par Weylw. Afin de pouvoir
comparer nos résultats & ceux obtenus & l'aide des méthodes classiques
et de préciser la phase des éléments de matrice non diagonaux, nous
avons exprimé nos états I(d-i-b)N "W VSL)  comme combinaisons

linéaires des états AN r S L), ld,nq.iqr'S'L’, A4S L) et ]d,n-zbi'u'SL),




TABLEAU X

Ros
(o0 ... 0
(110 ...0)
(11110...0)

TABLE AU XI
U (22)
(00) (10) “4) (20) (1) (22)

SU, x5p,,

*(000000)

*(200000)

>(000000) (140000)
"(000000) (11 0000) (220000)
*(110000) (200 000)(244000)

5500000 (10000)(4141100)

TABLEAW X[I
(v’ (30))
(00) (10) (441) @O (1) (22)

o 1 O
O A1
o}




TapLEAUu XIII
< (% ' (200))
(00p) (00) (110) (424) (200) (240) (24£4) (2200 (22¢0) (22%9)

0 0 0 Q 4 O O 0 O (o)
1 o (@) o 1 O &) (@) O
1 o] 1 o 2 O o o
2 o) 2 @] O ] o
4 O O 1 O o
2 O (&) 4 (@)
4 2 o o
A o 2
4 O
2
TABLEAU XIV
< (%W’ (400) )

(000) (00) (10 (aea) (2000 (o) (24%4) (220) (22¢4) (22:2)

o) @) @) o) O 0O O O @) O
O o o o O O o] O

O 0 o o Qo o O

o O o O o Q O

A o o o o o

1 O () O o

2 o o o

1 O O

2 o

O
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(000) , {400) , (410) .

o 0] o}
o o
4

~(100) (o)
(10)
2(210)  (10)
(1)
(20)
(o)
“nza) 1)

TABLEAU XV
el W (220))
(#x4) . (200) . (240) . (2x4). (220)

O o o o 4
o o A1 o o
O o) o 2 2
2 O 2 o (@)
1 O 2 4

3 O o

6 2

3

TABLEAU XVI
(a+s)®
|d.“5 5,25)
54 {142 2p) + 2142 2D)}
5% { 21 2D)=1d3 2DV}
I&;P,A,zp),r
[a22D,,2D),G
| 422P),D,F,G,H
7" {le3p s pP)t la34P)}

(99:4), (2212)

> 00 P O DO MO
b ONM P ONM OO O O




*(000) (00)
51000) (00)
(40)
(20)
1 (2200 (20)
(24)
(22)
2(410) (10)
(1)
3(421) (1)
(1)
> (110) (o)
)

TABLEAU XVII

()t

37 {1242 15) + 2" 1 13D}
3712 { 2M2] q24245)-1a% 190}

| &2 2D, 5,"D)
{32 ]d* D) +1 22 ;D56
7 1a*4D) - 37| 22 D), G

|a®2P »,"P),D,F,G,H

| d*15),D,F,G,1

| 422D, 4,3D)
5 {3"14*2P) + 14262 3PS, F

72 57 [ 1ar2p)- 32 a2 3P)]E | d2 4P, 0,2 P))  F

7 1aF3P) £ 1d%2P,5,2P)},D,F,G,H
| a*=D)
\ d’;P,A,SPB,F




TABLEAU XVIII

_(cw,)s
2(100) (oo}  |d*1s,s,25)
W) s {3”1a52D)+ 2" [a2® 2D)}
o) (1) 5 {- 2" 187D + 3R S D))
(44) | a* 3P, »,2P),F
(20) | at 1D, 5,°D),G
| (@) 3" {21 452P) + 125 2P)}, D, F, G, H
22eA) (2t) w2 VH{ 3 [1Q5 2P) -2 |92 3P R 1AM 3P, 52P),D,F,G H
@)  27*{la® 29)x1d*1S,,5,79)}, D, F, G,
twed () {32 0P 1P+ PR P 1At SR PR
t@0) o) ]d*£D,,,%D)
W) VLo @2 i) - 1af EPLLE
()  12°%D),G
(1) 1d*2P,»,*P), D,F,G,H
S(o0) (00) a7 €S)
(10) | a* 5D, », D)




*(000) (00)
2 (200) (00
(10)

(20
1{220) (20)
(1)

(22)
2(22+2) (22)
5mo) (o)
)
2044) (1)
()
2(220) (20)
(21)

| (29)
S0) (o)
(1)
<(200) (00)
0)
o)
7(000) {00)

Pt

S

=

o o=

TABLEAU XIX
(d+4)®
o7 {1a87S) +1d*s2 15)]
271 {1d815) -1 d%s2 1SV
12D, », D)
2 "*{}de 1 D)~ DN, G
27 {] a8 4 D)+l d* 21D}, G
|d2P, 5,"P),D,F,G,H
gV ge1 ) +1at s is)), D, F,G,I
27 2~ 1de 1S) - 1at s 19)1x a7 ES, 5,90, D, F, 6,1
| a5 2D, 4,3D)
27 {143 p) + | dFA* 3PV
£ o2 { 2] ge3p) - larar 3P £ 1T 4P, 2P, F
9= { o~ 14s3p) +|af 2 ZP] £ 145 2P, »,%P)},D,F.G,H
\ dFZD,AF‘D),G
27 M2{lae2P) - ld*s23P)},D,F,G,H
145%5,4,35),D,F,G,T
2% {} a® D) +l d*s* S D)}
| £ 4P,5,5P),F
14° 25,5, 55)
7 {1 4 Sp) -larat SO0}
1872D,5,°D),G
| 45 gS,A,"S)
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des éléments diagonaux est identique & celle des éléments de matrice
de.Qd, si l'on excepte toutefois le cas de W o= (?_40),Suivant les
résultats obtenus dans la seconde partie, ces derniers prennent la

forme suivante :
((de ) (v vgwy Y (WawHSL 1L, (d+ )" (y vy ¥) (W, wDSL)
= % [v., (Vqg+4) ¥ Yy (Vp+2) + 'v.:‘—_\_. %_, [w,, (Wy+3) + W, (Wor '\)_l .

L'opérateur €, se transforme comme (440000) de SP'\.‘?_;
les coefficients C (‘13'4 1y (’140000')) étant au plus é&gaux a 1, et
vérifiant la régle de sélection A= 0+ 2 , nous avons pu réaliser

les factorisations suivantes 3
(Carn W e l@s s W) clise) (s W le | (dsalw V),
(d+8)"” o Wle,l @ed" v-2 W)=
B(NSa) ((d-l—b)"W\e?_l (d+s) -2 W),

Le calcul montre que les coefficients o (NSn)et P(NS'L’\') sont indé-

pendants de S et prennent la forme suivante :
o (Na) = (N=1) (6-M)
(-1) (e-v)
p (Na) = (-1 (44 -1 (ria2-w) | 2
| 4-1)* (7 -) .

Tous les éléments de matrice de ez peuvent donc étre

obtenus A partir des seuls ( (d+b)'lr1)_1_|) \ ez\ (d-!—b)v :U-'LP’) et
U

((d+5) 'U'-LP]B,_\ (d+b)1rﬂf-2w)) que nous avons Portés dans le ta-

bleau X¥X. Les propriétés de l'opérateur 63+ﬂ4 dans la symétrie

symplectique nous ont permis de montrer la relation suivante :

(dn)V oV e+l (d5) W) = b(NS17) (d+D o ¥le,) @rmr ),




*(000)

%,(200)

2 (220)

>(#10)

3 (9421)

3(24+4)
3 (220)
5 (440)

? {000) (00)
? (200) (00)
2 (200) (00)
o)
(20)
1 (220) (20)
4 (220) (20)
(1)
(22)
* (22:9) (2)
2(410) (14)
(10)
2 (21+4) (1)
? (244) (44)
(21)
2 (o474) (1)
@)
2 (220) ()
2 (220)
5 (440)(10)
)

5 (200) (10)
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=
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7(000)
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MetE)

£(240)

2(400)

 (200)
7(000) (00)
(100) (00)
40)
3(210) (0)
2(10) (o)
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2(224) (1)
2(22t4) (1)
(22)
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Tous les éléments de matrice de €, peuvent donc étre obte-
nus A partir de ceux de elet de f):1, ci 1l'on connait les coefficients
b(NS ’U“J’); ceur—ci sont en Ffait indépendants de S ; ils ont

été portés dans le tableau XXI, pour des valeurs de N inférieures

ou égales & 6.

c) Opérateurs e, (220)(22)

Nous avons montré dans le paragraphe précédent qu'il était
intéressant d'étudier non pas e+ mais e4+§22 puisque ce dernier
opérateur posséde des propriétés bien définies relativement & la
symétrie symplectique el au quasi-spin. Les résultats obtenus dans la
troisiéme partie permettent de trouver immédiatement la dépendance
sur N des éléments de matrice de 1l'opérateur e4_+ Q2 qui suit

d'ailleurs la régle de sélection AV =0,*2,+4.

Plus précisément, les formules explicites des symboles 3-_j

données par Edrnonds26 conduisent aux relations suivantes
((dea) o W 1 e+, (demd W)
2
_ 3 (oY= (-9 (8= ((upTr Wle r 2,1 @en) u W),
2 (6-v) (5-v)

(Cdst oW Ve, + Q,0 (@ea) v-2 W)

Z4 &N [(44_1r—N)(H+2-'Lr)]4/2((d+b)”ru-w\841-9.2\ e v-2 W),
6- 4(7-v) |




ah U’
O C
2 o}
2 2
4 2
4+ 4
6 4
6 6
1 4
3 1
3 3
5 3
5 5

TaBLEAU XXI

b (N )

o (=] o -
5 o) - (45)" _
_4 -9 -9 _
_ ) ~(100/27)"* -
_ -2 -2 -
_ - -1 -
—_ —_— o] _
_ _ - ~45)2
- - - 5/4
- — - ~5/2

-—

-25/6
- (15/32Y"*
-25/6

5/8

~7/4
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((d,+b)nnxw\e++_Q9_] (d+ ) =2 W)

_4 [ (16-5-1) (14 —r-N) (4 +N - ) (24 N-1) ]‘/a
4 2(8-w)(7-1)
x ((Q+n)T v Y 1e4+_(7_9_l (d+8)" o=t W

Le tableau XI montre, par application du théoreme de
Wigner-Eckart, que si l'on excepte le cas hv“:"_— (2‘2) la dépendance
sur L des é&léments diagonaux est i'dentique 4 celle des éléments de
matrice Q‘Z .Ceux-ci, d'aprés les résultats obtenus dans la
seconde partie sont égaux a :

L{L+1) - % w, (W,+3) - % (Wy+).

Le calcul montre, dans tous: les cas, gue 1l'on peut réaliser

la factorisation suivante :

Qe v WVSL e, + L1 (dem)™ v/ W VSL)
= YOS W, W W) (Wl wn.

Nous avons porté dans les tableaux XXII et XXIII les
coefficients ;g et C KP(L)I)qui ne peuvent pas é&tre obtenus & l'aide

des relations précédentes.

d) Opérateurs e, et e, (400) (00) (30)

5
Les coefficients £ (W "W’@OD)) et £ (WU (0D)ne sont
différents de zéro que si W="W'et W="V'; ils sont en outre au
plus égaux & 1 (tableau XV) comme d'ailleurs les coefficients L(’V'\/’(SO)
(tableau XI1). Il s'ensuit immédiatement, d'une part, que la matrice

de eS est diagnnale et que ses éléments sont indépendants de L ,d'autre

part, qu'il est possible de réaliser les Factorisations suivarites :



1(000)

(00)
0 0
0

(00)

(1)
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-2

2(100}
(10)

0 0
¢

3(110)
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oy (1)

0 0
—_2

11 —-1)
(11)

0
—2

(00)

Y (N,S,
1(200)
(10} (20)
0 0
o o]
0 0
2
2(210)
(o) (1) (20)
0 o 0
0 o 0
0 0 0
— 2 0
2
321
e e e e,
(1) (21)
0 (10y"/2
(/22 a(3ph
— 312 {2y 2
1
$(210)
(0 M (20
0 -2 o
0 —_2 0
0 0 0
0 0
0

raBLEAU X XII

—

v’“:m)m:w:v,)
1(220)
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0 0 2
0 0 - (a2
0 5)1/2 ]
(3)412. 0 (3)4/-.-.
1 0 1
2 0
0
(224)
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0 0 0
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-2 —_—2 0
0 — 4 C
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2 2 0
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321 — 1)
@an 21)
0 — (40)1!:.
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1
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(24) 0y (1)
4 0 0
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0
0
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TABLEAU XXIII

(wlewv)
S {00) (22) P
o eay'?
- 24
(10) (20) (24) (22) F
0 o  alusy* ey
-9 o 422y
o o
-18
G 20) (@) @ H
5 o 4 (a1)"2
-7 O
~4
TABLEAU X X1V
Y(w,v)
(200)  (00) 21
(10) -7
(20) 4
(220)  (20) 45
(24) -3
(22)
(2220 (22 0

(11) (24)
-7 2(T)2
~14
@) @1) (22)
3 32y’ o
9 0
-12
(24) 1 (22)
3 18
(22£1) (1) 42
(29) 4
(240) @) -4
(40) 2
(20) £
(24£4) (1) A4
(1) 2
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((d+)V v WVYSL le) (d+A)Nq:'W’VSL)=(5 (N, Y Y (W, V)

((d+a)P > TWTYSL \ee \(d+b)N¢NV,S L) = \((N 5,5)
« (0 1 x (WYY ey ).

Nous avons vu précédemment que les opérateurs es et e‘;
sont parfaitement scalaires relativement au quasi-spin et en consé-
quence,les coefficients (5 et y sont indépendants de ™ ; on peut
montrer en outre qu'ils ne peuvent prendre que deux valeurs opposées

suivant que 25+4—~1 est inférieur ou supérieur & 8. Nous avons
choisi p(v,9)= £4 pour (2541~ v)$8
Y (0,S)= £4 pour (25t4-v)% 8

et tabulé les différents coefficients Q(W,V)’%(_W)et 7,(1_) (tableaux
XXIV, XXV , et XXVI).

En dehors de l'intérét théorique é&vident que présentent
les résultats précédents, i1ls permettent une vérification précise des
résultats obtenus & l'aide des méthodes classiques, en particulier
de ceux concernant les interactions d,H—J.Io - d,“ et CLNAA d,ﬂ 9',59‘ calculés
par Rau:ahq'5 . En effet, nous avons montré que l'opérateur eG qui
représente les effets de ces interactions se transforme comme
(220000)(400) (30) et qufil est parfaitement scalaire dans 1'espace
de quasi-spin. Ces propriétés permettent de trouver immédiatement

un grand nombre de relations entre les divers éléments de matrice

de cet opérateur. Considérons par exemple 1l'élément de matrice suivant :

((a+n)® 5 (100 10ID Ve | (dam)?® 2 (210)0) D),

le théoréme de Wigner-Eckart nous indique qu'il est nul, puisque le

coerricient £(U00)(240) (400)) est lui-méme égal & zéro (tableau ¥V)




(200)
(210)

(24%4)
(2221)
(220)

(10)
1)

(20)

1)

(20)
(24)

@)

22)

(0)
(10)
(1)
(20)
(1)
(24)
(22)
(20)

TABLEAU XXV

(< % i)
(20) 202
(20) (25/2)"?
(1) 4512
(24) —(a5]2)M?
(1) 40"*
(22) g90"/2
(21) 120"*
1) 60"

TABLEAU XXVI

(v I ywiw)

D (475Y%
P a/s)*
F ~(2/35)"?
D _(3/35)"2
G (4 [3)V?
D (3/35)2
F —(3/392 V%
G (11/504)12
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Or lé tableau ¥VII montre immédiatement que cet élément peut &tre
mis sous la forme suivante :

_4l2 2 4 2 ~Af2f a2 21 2

592 (da? %Dle l a? 1D, 5D)+ 2.5 (a32Dle 1 21D, »,2D),

et suivant un résultat classique de Racahﬂ'sa

(a3 3D le d*4D,52D)=-2"(aDleld? ;D)= 70"/*

par conséquent,
2

(23Dl el 24D, 5,2D)=-2" (}Dle, 1424D)= - (35/2)";
résultat en accord avec celui de Racahs. Les exemples pourraient
gtre multipliés, mais dans tous les cas, ils conduisent & des
calculs aussi simples que les précédents, et nous pensons avoir

suffisamment montré la facilité d'emploi de nos résultats,

TII INTERACTIONS DE CONFIGURATIONS LOINTAINES POUR LES
conrieuraTIONs (£+€)T

L'application de la théorie des groupes de Lie & 1l'étude
N
des configurations d'électrons équivalents *ﬂ a trouvé récemment
une de ses plus belles réussites dans 1'étude des propriétés de

symétrie des opérateurs effectifs a trois particules. Lé nombre de

paramétres introduits par cette interaction effective qui représente

une part des effets des excitations monoélectroniques, était a priori

assez élevé (quatre et dix respectivement pour les configurations
N N) n . s .
a et . Ltutilisation des propriétés de transformation des
opérateurs & trois particules a permis de réduire notablement le
N
nombre de paramétres (deux et six respectivement pour dﬁ et f )

réellement nécessaires pour décrire cette interaction effective.
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I1 était intéressant de voir quels opérateurs effectifs introdui-

cent les interactions de configurations lointaines pour les configu-
. I\ . o . )

rations LE +-€ ) et quelle simplification est susceptible d'appor-

ter la théorie des groupes continus & leur é&tude.

LY'approximation du champ central dans l'interprétation des
spectres atomiques trouve sa justification dans le fait que l'appli-
cation du premier ordre de perturbation sur une configuration électro-
nique donnée permet généralement de rendre compte d'un grand nombre
de données expérimentales au moyen d'un nombre restreint de paramétres
ajustables. Les différences observées entre les niveaux d'énergie
ainsi calculés et leurs valeurs exﬁérimentélcs peuvent gtre cependant
assez importantes, et elles ne proviennent pas en général des inter-
actions réelles spin-spin ou spin-autre-orbite par exemple qui ont
été négligées dans l'hamiltonien du systéme; elles sont attribuées
habituellement aux "interactions" de configurations. Celles-ci, plus
ou moins arbitrairement, peuvent &tre séparées en deux catégories :
1) interactions fortes qui nécessitent l'extension de la base initiale
34 un certain nombre souvent trés limité d'autres configurations
2) interactions faibles ou lointaines qui peuvent 8&tre traitées par
application d'ordres de perturbations supérieurs sur la base initiale
L'introduction des interactions fortes entralne la construction et
la diagonalisation de matrices souvent trés grandes et augmente
notablement le nombre de paramétres A déterminer; si l'on étudie
uniquement les niveaux de plus basse énergie des atomes ou des ions

elles ne sont heureusement & considérer que pour les éléments lourds.
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Au contraire, l'ensemble des interactions faibles laisse inchangée

ia taille des matrices et n'introduit qu'un nombre relativement

petit de paramétres, elles peuveﬁt cependant. avoir des effets cumula-
tifs importants. En outre, elles peuvent &tre représentées au moyen
d'opérateurs effectifs, qul dans une théorie paramétrique permettent
d'ignorer complétement les propriétés des configurations perturbatrices.
la détermination de ces opérateurs effectifs a été faite par Raynak
et Wybourne 29"30, de fagon précise, dans le cas de configurations
d'électrons équivalents 6". Leurs résultats qui trouvent leur
origine dans les remarques de Backer Goudsmit montrent gque la théorie
"linéaire" était insuffisante : en effet, aux corrections de Trees30
doivent &tre ajoutés des opérateurs & trois particules, et les effets
combinés du couplage spin-orbite et de l'interaction coulombienne
entralnent l'introduction d'opératgﬁrs proportionnels & ceux de
1'interaction spin-autre-orbite. Cependant , la simplicité de ces
résultats ne justifiait pas le formalisme extrémement lourd auquel
étaient conduits Rajnak et Wybourne par l'utilisation des méthodes
classiques, et la nécessité de définir les états des configurations
perturbées et perturbatrices. Stein32 a apporté une premiédre simpli-

(h)(

‘o ‘ 4 . 2 .
fication en utilisant des opérateurs v E,a) d'Elllott1 , mais ce

sont réellement la seconde quantification et les diagrammes de

Feynman qui ont permis & Judd1o de donner au probléme sa véritable

solution. Ce sont ces mébthodes que nous avons utilisées pour tenter
de généraliser les résultats de Rajnak et Wybdurne aux configurations

) oo i ) ’
mélangées du type : . En fait, nous avons montré que les
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propriétés des opérateurs annihilation et création, ne pouvaient

2tre utilisées avec efficacité que dans le cas ol 1l'ensemble des
configurations LN' EN-4E,, . .,EE'"", EN était susceptible d'8tre
traité simultanément, et en conséquence, considéré comme une seule
configuration que nous écrivons (Qa-if)" . Ce cas est celui des
configurations (d.-l-b)” des é&léments de transition, et; la conserva-
tion de la parité permet de lever la condition précédente pour les
configurations fr*b . En outre, les diagrammes de Feynmann se
révélant inefficaces dans le traltement des opérateurs agissant simul-
tanément sur l'orbite et le spin, nous avons été amenés a modifier ces
diagrammes, ce qui nous a permis de retrouver les résultats de Rajnak

et Wybourneao et de les généraliser sans difficulté aux configurations

L+ .

A) Théorie du champ central et approximation du second ordre

La théorie du champ central consiste essentiellement 2
séparer l'hamiltonien habituel de l'atome en deux parties d'importance

relative trés différente :

2
HO = Z:.l &_ ...g__cz.;.U(T'i),

< 2m r*
et L
HI: Z—I _e: +Z_.__ [ ;(A-C"e L)-U('r.;)]z G +A-V.
">_] rbj +

Les énergies des différentes configurations sont la somme des énergies
monoélectroniques, valeurs propres de HO et le potentiel central U(T')
est choisi de facon telle que 1l'approximation d'ordre zéro soit aussi
. . . , N N-1 p’
bonne que possible. Si l'ensemble des configurations £ . 8 l, vesn
e BJN-" £IN A .. R p ~
’ doit &tre traité simultanément , U(‘\") peut etre

LI |

7 -
choisi tel que les énergies monoélectroniques des électrons ﬂ et 3
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soient 1dentiques; si cette condition n'est pas nécessaire (cas des
configurations A un choix raisonnable pour est celui qui

figurati NeY, hoi bl U (+) est cel

. 3 \ - 0
élimine 1l'action des couches complétes pass:wesdl ). Dans les deux cas

/

H peut &tre traité alors par la théorie des perturbations, et la
correction sur l'énergie est obtenue au premier ordre par diagonalisa-

. . 1 . . NN
tion de la matrice de H sur les états \X ) de la configuration (E-l-E)

d'énergie E . Au second ordre, si celui-ci ne léve aucune dégéné-

0
rescence pouvant subsister dans l'approximation du premier ordre,

irinfluence des états 1Y) dtune configuration excitée d'énergie E.o-}-AE.

entraine la correction suivante

A2 O HY) (YO

AE Y

qui peut &tre écrite.en termes d'opérateurs effectifs :
- (xl ._Q,,+.O.2+_O_3+.Q.++Qs-\-ﬂ6|)0,
o () __ 4 ZMelv, QO =_4 2.6WMNIG,

T AE Y AE Y
D= -2 ZANYIN, 0,=_2 2. AM0GlG,
AE Y AE Y
Q-2 T ANGIV e O = 2. 2 GIIUIV.
AE Y AE Y

Les opérateurs .Q.,, ,Qzet QG agissent uniquement sur l'orbite des
électrons tandis que les opérateursﬂs,ﬂ+eb QS agissent simultané-
ment sur le spin et l'orbite. Dans tous les cas, cependant, les
opérateursG, A et V peuvent &tre exprimés damns la Forme que leur
donne la seconde guantification et la somme ; W) (Yl peut

&tre remplacée par un, car si les états | Y) ne forment pas un

‘ensemble complat, les é&tats manquants ne peuvent étre connectés
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avec les états ‘X) . Les opérateurs annihilat.on-création qui appa-
raissent dans les expressions de G ,/\ et V peuvent donc &tre rassem-
blés et l'on peut utiliser les relations d'anticommutation, en tenant
compte des propriétés des états lX) ; ceci conduit & la construction
d'un certain nombre de diagrammes de Feynmann qui permettent la déter-
minabion effective des opérateurs _(). j cette méthode a été décrite
en détail par Judd10 pour les configurations d'électrons équivalents,
et elle peut &tre appliquée sans difficultés aux configurations mélan-
gées & deu» types d'électrons £ et 8, ; 11 faut noter cependant
que pour pouvoir utiliser les propriétés fondamentales des opérateurs
annihilat.on-créat.on, il est esgentiel que les électrons excités ne

i
soient n: des électrons g ni des électrons Z c'est-a-dire que-

l'on n'ait pas A considérer les interactions du type

ﬂ" £JN' LN-Q E N2
_.—)

par exemple. En d'autres termes, ceci signifie que toutes les configu-
] MN-1 g’ sN-1 M ~ . .
rations »E ,E L, ,.,,58 ) 8’ doivent #tre traitées simultanément

dans l'approximation du premier ordre, comme nous l'avous déja signalé.

B) Opératears -Q..-Qz.et Qs

Ces opérateurs agissent uniquement sur l'orbite des élec-
trong, et peuvent &tre obtenus par généralisation immédiate des

9] -
résultats de Judd1 . Les effets de -()-,i sont triviaux et dans une
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théorie paramétrique, il est possible d'en tenir compte au moyen
o 0,0 .
des paramétres F (e,ﬁ) et F (E,CO. Comme dans le cas des confi-
. N 28 - : .

gurations -E cing types d'interactions seulement contri-
buent a ﬂz et Qs,et ne se réduisent pas au seul déplacement du

. . . N , ,
centre de gravité de la configuration (E.bE) ; elles font intervenir

les configurations excitées suivantes :

2y (L+8)" L LY

b (L)™'
&) W+ 27 e
dy L+ L

&) (£+8)™ 1"

-

Cependant, si nous exceptons le cas des configurations ?HA, nous
devons tenir compte des effets des couches complétes.et,aux schémas
dennés par Judd1o(£igure 3),doivent 8tre ajoutés les 24 diagrammes

de Safronova et Tolmachev32 reproduits dans la figure 4. En outre,

les branches libres de ces diagrammes représenteﬁt soit des électrons,a,
soit des électrons fy et il existe pour chacun des types de diagram-
me reproduits dans 1les figures 3 et 4, plusieurs possibilités

suivant les moments angulaires attribués @ chacune des branches libres.
Au cas EDZ de la figure 3 , par exemple, correspondent les 24
diagrammes de la figure 5; le nombre d'opérateurs et de paramétres
ainsi introduits semble devenir trés grand, maic une étudé algébri-

que compléte permet de le réduire notablement. Tour d'abord si -E et
Elsont de parité différente, un certain nombre de diagrammes peut

étre &liminé & priori, les huit derniers de la figure 5 par exemple.
Dans tous les cas nous pouvons utiliser l'équivalence entre le

diagramme de la figure 6 et l'expression suivante, établ.e & 1l'aide
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NN ON KA G0 69
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B) (g E)H+2 £,1
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=
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PO t )

C) (E-I-E) ,e ‘Q'; (f+_€l)N+1 ’e;)..1

D) (£+4)N 10"

g b T

£) (£+£)"10"

Figure 3







Figure 5
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34 . (R ]
des régles de Jucys™ , et dans laquelle les opérateurs U (a', Qson!‘ceux

définis par Elliotl':|2

o XM epe; ae,g)l( 0 6 (a,89),
kl k‘ h'“ {k‘ h} h‘l} {h k') k'l}
X{R;a,bec; d,e,8)= kz‘:! [k] (1 )k+ g e il

o 1™ (R 1 NE) (Ll <UL N N1Ey)

(k)

¢ R®A0, 04, 8,8) RE0 580,00 (-

AE)

Les 24 diagrammes de la figure 5 conduisent aux seuls opérateurs

suivants, dont un grand nombre est déjé présent dans l'expression

de 1'interaction coulombienne & 1'intérieur de la configuration (-!+E,)N:

. e Z. uee). “"'(ee))

=
L, X“")(tcet’,’)f_.( ""’ee)u 2.0

nd (R ) (kY (k) th!)
I, X (eeee)ﬂ[u €R). o €0+ (0] @) uj )]

h.ll

AR (TTTA L[(u“‘ 0.5 S 0 (6. u‘”u 0]

k'll

y X"""’(zeewl,[( *en. ‘“"(e o)+ (o ee). .,‘J‘"(e D)

k" impair
()
%W A ec'zc')Z,[(u“" 0e). 5+ (30 @]

v, X (t't’ee')L[(u“"(e 0). 55, 0) +(u,(;h "0,0).05,en]

k."lmpmr' ¥
L x“”(u’zu};(u“"(e ) 3“‘(e 5)
L ‘h’(eaee')L(u(h) LX)

u) )
(&&=, a')_ TN TN

- k') H
") o™ (o) v )



Alf

Tl

K’

Figure 6
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Tous les autres types de diagrammes des figures 3 et 4 peuvent &tre
traités de maniére analogue, et l'on montre ainsi que les opérateurs
ﬂzeb ﬂssont représentés par un certain nombre d'interactioné
effectives & une, deux et trois particules. Les effets des opérateurs
a une particule, de rang zéro, sont absorbés par les paramétres
Fo(f.,f.) et Fo (E’,E’) ; les opérateurs a deux particules sont ceux
écrits précédemment, et les opérateurs 3 trois particules, parfai-
tement symétriques relativement & 1'échange de deux électrons, sont

construits & partir des opérateurs u('k') (e,ﬂ) (0( k’,_<_ z?_,) , UU.“) [E.’,E,’)
+(k" pasr

(0<|%Pm'ré 22’)&!: (8 (Q,E’) (IE—Q’ISE.‘:(Q-&-E’), parité identique & celle

!
de ﬂ-i-e . L'analogie entre ces résultats et ceux qui ont été obtenus pour

les configurations d'électrons équivalents, est évidente.

&) Opérateurs -Q;, Q4. et Qs

Ces opérateurs agissent sur le spin et l'orbite des élec-
trons et le premier probléme est de représenter graphiquement 1'in~
teraction spin-orbite. Suivant Goldstoness, 4 un opérateur a un élec-
tron est agssocié le diagramme suivamt :

\ £y .4

b = = an ———

F S 80.?‘

L'imp055ibil'1h'é d'introduire dahs cette Forme les rangs respectifs
de l'opérateur relativement au spin et a l'orbite est évidente, seul
peut &tre précisé le rang total. Pour remédier & cet inconvénient,
nous Teprésentons un opérateur-a un électron de rang total K , et de

rangs respectifs n et k relativement au spin et l'orbite par le
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diagramme suivant

A
b’ 4 /
'd
K s A A

de la méme maniére, un opérateur a deux électrons aura la représen-

tation suivante

AR e
b~ /1
e s
~ . Vs
A =< 2
2 A A ~ A
L / ~ 2
b/ So |t
/ ~
¢t (RS
()

Dans le cas o K est égal 2 zéro (opérateurs indépendants du spin)
les diagrammes précédents se réduisent immédiatement A ceux que nous

avons utilisés dans le paragraphe précédent

AN
Ca g
N
r's
Y
Ll

LW

Cd

h %Y

7
-~
——pp
N
>
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Dans tous les cas, la méthode qui a été résumée dans le paragraphe

Il peut etre utilisée, et la construction des diagrammes correspondant
32 un certain type d'interaction stobtient sans difficulté par géné-
falisation des régles données par J'ucld10 pour les opérateurs indé-
pendants du spin . Dans le cas considéré fieu}; types d'interaction
seulement contribuent a .(-).3 ’ Q4 et _(_).5; elles font intervenir

les configurations excitées suivantes :
) ((I’bfl)f(.rb"?j))ﬂ-4 (n"4) ov (n"&)
b () ()™ (&) 0w gy

Les diagrammes correspondant a Qaet _(7_4_ ont &té réunis dans la
figure 7 (les effets de Qs sont en effet triviaux). Ces diagrammes
sont encore topologiquement identiques aux diagrammes moments angulai-
res de Jucys34 et la correspondance entre le diagramme de la figure

8 et l'expression suivante par exemple peut &tre établie sans diffi-

culté :

(54, (4 rt) (2872 (20 c™g,) (2,1 c™le,)

Z (n"'ea..’ n”'ew) R(h) (n"ga,: ‘eoL 3‘E’b1'ec,) X (— %‘E)

k t 4
(oR)k AL
éw"*"“ £ {ea, g, ej Z}J. (VR 00 v L),

Coor i v e 1" =88,,L" 8(8,,2").
Si nous considérons le cas ol Ea'-.:gb: 8°= €Jl=.£, elle permet de re-

30
trouver dans sa forme tensorielle 1l'équation (44) de Rajnak et

Wybourne. Plus généralement, les branches libres de ces diagrammes
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représentent soit des électrons E

84

/
soit des électrons L , et le

diagramme précédent conduit aux opérateurs suivants :

1k
Z,- y‘”(uea) Z.[h'l{c AR
e pair

L y® e’ e’z)z 2 a’e
Pdl-r

e
1 k
thy""’(wee) Z. wie e
P Faur "
E’w y®weey I 7o e ¢
L Y eeee) Z,Pa;] 1e’ké
e
e’i
e
¢

4
ZL v*® (een) Z,m L

hz‘“_P.m\/(“’(e'e'e«e') 7wl 1
o y®erey L U] {v kc} v,
e } ’,

r Y®eeet) S deee
k.Pcur t

) o0l 531
7, YWewie) Zmwer

h.Pcur

L y®eeee) 2ol

Z y¥eeee) 300
pmbedbﬂi-ff

+ (x k)

(ok)le (1t)k.
VL

@, t).v; ee)),

(oh) k (1\.—,)!:,

W,e). v, (e,

( (ok.)k, L. v (4b)k. W U))

( ‘°“"‘ @,0). v 1, 0),

( (Ob)h (!. L) + }ﬂ:)k- (t'v)) ,
(V¥R 0. v7" L),
( Lok)h.

@ U) v 7® (8, 0),

ke
(v (). $ 8% @),

(V% @0, “")" (£,0),
(1v'£0k)k (9,,?,’) (4k)k- ({, Q’))

(M) PR ),

+ (ok} k. (‘E. 'U) +("Ib)k. (Q,E,))),

b

Ktk (xk)

(2.9 vORe e+ vTP).
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Ltétude détaillée de l'ensemble des diagrammes de la figure 4 montre
d'ailleurs que ces opérateurs représentent tous les effeis ‘O'S ,Q4

et .fjls qui ne se réduisent pas A une modification des paramétres
0
FOeL) F°(e), T (g er TLL).

En conséquence, l'ensemble de ces résultats montre que dans
l1tapproximation du second ordre, tous les effets des interactions
. ) . . (ﬂ g’)” "
de configuration sur les configurations + peuvent étre

représentés par :

a) des opérateurs 2 deux et trois particules agissant unigque-

ment sur l'orbite des électrons;

b) deux opérateurs respectivement proportionnels au couplage

!
spin-orbite des électrons f et des électrons & H

c) des opérateurs A deux corps agissant simultanément sur lec

spin et 1'orbite des électrons.

Qualitativement, ces résultats sont identiques & ceux obtenus pour

les configurations d'électrons équivalents :

_IV SYMETRIE DES OPERATEURS A TROIS PARTICULES POUR LES CONFIGU-
raTIONs (d + A .

I1 a été montré dans le chapitre précédent qu'uné partie
des effets des excitations monoélectroniques sur les configurations
(£-+L’)Npeut &tre représentée dans l'approximation du second ordre
au moyen d'opérateurs effectifs & trois particules. Ces opérateurs

V (k. k-' k’:'), scalaires et parfaitement symétriques relativement A
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1'échange de deux électrons,sont construits & partir des opérateurs

v (0<kpar<2t) , VL) o<k pairg 20),

v8,0) (VR (0F VOEINZ? (18-8160eL 048 parité as By B0,

Ces opérateurs sont définis par la relation suivante :

Ce v, 20 ey 2 TRIYE S(4,, )88, 4" . Pour tes

N J .
configurations (d+ ) ({’ =z,8 =-O), ces opérateurs de base se réduisent

3 V(Z)(d,Jd,) ’ v("‘)

+(2)
(d,d) et v "(d,d); dans tous les cas 1'échange
de deux quelconques de ces opérateurs laisse invariant V(h le’k’,") et
en conséquence, seules les dix possibilités suivantes sont & considé-~

rer pour la triade (R k' k)

+ 4t

(299) (22%) (283) (533) (224) (284) (334) (244) (%44) (444).

le nombre de paramdtres ainsi introduits est donc assez élevé, mais
i1 en était de méme & priori pour les configurations d4'électrons

10,23,32 et dans ce cas l'utilisation des propriétés

équivalents
de symétrie des opérateurs V(k k’ k«") dans les opérations de divers
groupes continus a permis de réduire notablement le nombre de para-
métres réellement nécessaires pour décrire l'interaction effective
) . 36,37 '

4 trois particules . Or, nous avons vu que l'ensemble des con-
cepts introduits par 1'intermédiaire de la théorie des groupes de

Lie et de le seconde guantification , pour les configurations dtélec~

N

trons équivalents L , se généralise sans difficultés aux configu-

. (z -Er)!‘-l . . .
rations + , et 1'étude des propriétés de syméirie des opéra-
teurs de l'interaction coulombienne & 1l'intérieur des configurations

a . . .
(d,-i-b) a conduit & des résultats en parfaite analogie avec ceux

obtenus par Racah6, pour des électrons équivalents. Il était donc

possible dtétudier les propriétés de symétrie des opérateurs & trois
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particules pour les configurations (cl-+b)“ et de chercher ainsi

3 réduire le nombre de paramdtres nécessaires pour représenter

cette interaction effective. En conséquence, nous avons contruit

des combinaisons linéaires des opérateurs v (l’b k.’ k‘") possédant

des propriétés de syméirie bien définiec dans les opérations des
groupes de rotation RS et RG' Les propriétés de ces opérateurs

ont &té ensu.te examinées dans la symétrie symplectique et relative-
ment & l'espace de guasi-spin. Finalement, les résultats ainsi obte-
nus ont permis de montrer que pour les configurations (¢+A)N , 1'in-
teraction effective & trois particules peut 2tre représentée au

moyen de cinq paramétres supplémentaires seulement.

A) Opérateurs

Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre, "1es opéra-
teurs de base (2) (@) C‘Z-.) peuvent &tre classés suivant leurs propri-
étés de transformation dans les opérations des groupes de rotation
en cing et six dimensions RS etF\’G.( 2) et (4) d'une part, et (E)
d'autre part se transforment respectivement comme les représentations
irréductibles (20)et (M0) de RS . L'ensemb-le de ces trois opéra-
teurs ne forme pas une représentation irréductible de R‘ , mais
«i nous ajoutons l'opérateur (0) = 6-412[ Vm)(c),,d,)._‘:?.4”L V(O)LA,A)__\
qui se transforme comme {00) de R’s., il constitue alors la représen-
tation (200) ge RG . Pour pouvoir construire des opérateur & trois
particules se transformant comme une représentation donnée W de FZG
et WV de K , 11 est donc nécessaire de considérer en plus des

5

dix opérateurs introduits précédemment, les cinq opérateurs suivants

(000) (022) o022) (022) (044).
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Lt'introduction de ces opérateurs ne constitue pas une difficulté;
i1 est en effet toujours possible dans le résultat final d'annuler
les pafamétres correspondants .

Les opérateurs & trois particules considérés sont parfai-
tement symétriques et scalaires; en conséquence, les représentations
W et v qui interviennent effectivement dans leur classification.
sont celles qui apparaissent dans la réduction des divers produits
de Xronecker [(200) (00),(40),(20)],3appartiennent A la représentation

[3] de U20 ot contiennent une représentation S dans leur réduction

au groupe RS’ clest-a-dire :

(600)(60) (600)(30) (600)(00)  (420)(42) (420)(30)  (400)(30)
(400)(00) (310)(0)  (222)(22) (22-2)(22) (220)(22) 2(200)(00)
(000} (00)

Les opérateurs & trois particules se transformant comme W de RG et
YV de RS peuvent &tre écrits comme 1a composante scalaire L (W)
d'un tenseur généralisé. Plus précisément, si noﬁs tenons compte des
factorisations habituelles des coefficients (V-—C),.};('W’V) peut &tre

écrit sous la forme suivante !

t ('va),._(h%w (ke k2 k2 W) V(k k)
dans laquelle les coeffiéients (kR KW V) sont égaux a :

T (142 (200)+ [41 (200) 121 W) (123" T4] (200) | [2]W)

"wl
gﬁ ((200)%, + (20007, 1 WV (W' '+ (2000 Uy | WY)
* (k4 R VR (VR Y RV0)

Les coefficients qui interviennent dans l'expression de (\e,h’\%"\'W'V)

vérifient les relations d'orthonormalité (4.4.).
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Ces relations ont’ été extr&mement utiles dans la déter-
mination effective de ces coefficients, qui a été conduite par
l'emploi du théoréme de Wigner-Eckart et d'une méthode de projec-
tion analogue 3 celle utilisée dans le calcul des coefficients
de parenté fractionnelle. Cette méthode,qui repose essentiellement
sur les propriétés des opérateurs de Casimir18 G (Ra et G(RS),
nécessita;i.t la connaissance des éléments de matrice réduits :

(Wvkll V&@n-VE0alwye)
Or, la représentation (400‘) par exemple, n'apparait pas dans la
classification des états de (dﬂbb)ﬂ, il était donc impossible de

calculer les éléments de matrice réduits :

(400)V kIl Va5 -V®s,a) ) (400) W' k")

a4 1'aide des techniques habituelles. Nous les avons donc déterminées
par un calcul en chalne, utilisant les éléments de matrice réduits :

(300 Wk 1| V&0, 5) - VE(s.d) (300 k)
eux-mémes obtenus & partir des seuls :

(200 Yk | VO -vE(s,4) ll(200Yv7K)
qui peuvent 8tre calculés par les méthodes classiques. Les résul-
tats finaux nécessaires 2 la construction des opérateurs; xt ('W'V)
ont &té reportés dans les tableauxAXVI],XXVIII,  XXIX, et XXX. Nous
avons &carté de ces tableaux un certain nombre de coefficients égaux
a4 l'unité.

Les coefficients ( [43(200)+ [4] (200) I C2] W’)
peuvent &tre pris égaux a un, et les coeffic.ents ([2]'W’+[43(200)
| £33 W) qui ont été reportés. dans le tableau I'XXI, ont été

déterminés de fagon telle gque les coefficients ( k. k.’ k"lW’V)




TABLEAU XXVII

(VR k +7, k) = (WRIVR T k)

k k 22 42 44
SRVEIIRY
(20) (20) o fo0) |  {5/u¥* 0 (9 /1a) >
(22| (9l 0 (5 /14)"™
2 (0| -(5/u7)" (16 [147)"* (A40/247YM*
(1) | -(18/49)"? (10/49)"? _(m/a9)"*
(40) | -(176/294)"*  -(55/29)"* (8 /294 )"
4 0| (solmea)®  (550/1323)"* (143 fazoaY?
(22) | (r04/1764)* (10 MM16)™*  -(1040/4764)"/*
40)| (M5/1323)"*  (104/1323)*  (200/1323)"*
(200 (10) 2 (o) (s5/a)"™ (9 /140" 0
(1) (a/a4)¥% (5 /14 Y% 0
4 ()| -lo/faY? W /2a)V* 0
(B0)| -4 /a0 (10 /94 Y? 0
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soient invariants dans une permutation quelconque de k ,\?-' ) \‘%'

Cette détermination a pu &tre Faite sans aucune ambiguité, sauf

dans le cas Wz(200); dans ce dernier cas, la distinction entre

les deux opératcursl’»((‘ZOO)(Oﬂ)) ne peut &tre qu'arbitraire, elle a

donc été faite de facon telle que 1'un des opérateurs .ta((ZOO)(OO))
soit, en fait, un opérateur a deux particules. comme le montre le
tableau XXXII, ol est donné l'ensemble des coefficients (_klft’ \%"]’W'V)

qui vérifient la relation d'orthonormalité suivante :

(gi”) nlkkk®) Ck kR W) (k kR 1w @) 80 W) SV V)
ou {7 (k. kn’k") = 6 si kn#:ka,f,hk:' ’351 k...—:.hf:,éhf', 4 su k-:ha’.:.k:,.

B) Eléments de matrice et paramétres

Aux quinze opérateurs .t('W'V) doivent étre associés
quinze paramétres que nous noteronsT (’W’V) . En fait, nous savons
34 priori que parmi ceux-¢i, dix seulement sont indépendants, puisque
les cing paramdtres relatifs aux opérateurs (000)(02?.)(024‘2-.)(042-24-)(04-4-)
doivent &tre choisis nuls. Nous pouvons convenir, par exemple, de

représenter l'interaction effective 4 trois particules au moyen de

dix paramétres: T ((0003(00)), T, ((200)(00)),T ((400)(00)), T ((220)(22))

T((420)(22)),T ((310)(30)), T ((400)(30) T((420)(30)),T(420)@42) ek T ((600)(60)).

En fait, un certain nombre d'entre eux peuvent 8tre éliminés, en
raison des propriétés de symétrie des opérateurs L(rw’V) . Tout
d'abord, la représentation (600) ntapparait dans aucun des produits
de Kronecker des diverses représentations de RG nécessaires a
caractériser les états de (d.+b)” , et d'aprés le théoréme de

Wigner-Eckart, les éléments de matrice, entre ces états, des
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opérateurs L ((600)(00)),):((600)(30) et L ((600) (00)) sont tous

nuls; ces derniers peuvent done étre écartés de lthamiltonien effec-

tif. En outre, les triples produits de Kronecker 'Wo'W’@(‘l—OO)
VoWV e (00) et ’U@"Q:@ (20) contiennent, au plus,

une fois la représentation identité? et pour (d..+b)3, o(f'ﬁn} gy (4.00))

n'est différent de‘zéro que dans le cas ol W= (240). Les éléments

de matrice des opérateurs X ((4003(30)) et ,t((q'OO)(OO)) sont

donc respectivement proportionnels 3 ceux des opérateurs a deux par-

ticules €, et €g déja introduits dans 1'étude de 1'interaction

coulombienne & l'intérieur de (cl-hb)r;i leurs effets sont donc absorbés

complétement par les pararpétres Es et EG associés aux'opérateurs
es et eg at dans une théorie paramétrique, nous pouvons choisir

T((%O)(OO)) = T(.(.%O)(so)) = 0. I1 en est de méme des paramétres

Ta‘((ZOD)(OO)) etT((OOO)(OO)) puisque -1'opérateur Lq‘((200)(00))

est en fait un opérateur a deux particules, et que les effets de

1'opérateur parfaitement scalaire £ {(000) (00)) sont absorbés

par e, e& e, . Finalement, lthamiltonien a trois particules

peut étre écrit sous la forme suivante :

T, £, (C22)4T, Ly ((220) + T, £ ((310)(30)) +T, L (@20)30)) + T b (420042

[ 1,22 = (27/50Y"2 k((220)(22)) + (8/40)™ L ((222)(22)) + (9/40)"

E((22-2)(22)) - (4/10) 2 1 ((420)(22))
b, ((22)) = (27/35)"2k (C220) (22)) + (8/35)"" ((420)(22))

dans laquelle les opérateurs "ta,(Q‘z) et b((420)(42)) sont respecti~
vement identiques aux opérateurs J:?_ et ,ta,déjé introduits dans

1'étude des opérateurs & trois particules pour des électrons d.
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équivalentqu. Cing paramétres additionnels seulement sont donc
nécessaires pour décrire l'interaction effective 3 trois particu-

s s . . N
les & 1'intérieur des configurations (d +8) .

Les éléments de matrice des opérateurs X L’W 'V) entre
les états I(d+b)NTSL)s'expriment sans difficultés & partir de ceux
des opérateurs Y (k.‘ kfk;") pris entre les états |dNwr SL) ,
|d,N-4'1r'S'L',.A,5L) et ldN—2b2v5L) Ces éléments de matrice nous ont
été trés aimablement communiqués par XK. Rajnak et J. Scl}rijvers,
et les résultats concernant la configuration(da-}‘b)g ont &té portés
dans le tableau XXXIII. L'emploli du théoréme de Wigner-Eckart per-
met de vérifier un grand nombre de ces résultats; en particulier,
toutes les valeurs nulles correspondent a 1l'absence de la représen—
tation identité dans les triples produits de Xronecker .o('W’W”W")
ou ¢ (VW' Y") (un grand nombre de ces coefficients ont déja
été calculés dans le second chapitre, et nous avons porté dans le

_tableau X¥XIv .c {WW'(22%2) ¢ (’W’W’(BﬁO),.GCW'W'(%O))@‘:L('V’V'(‘*Z)
En outre, le fait par exemple que C((20)(2‘2)(20)) soit égal a un

permet de prévoir A priori que les équations :

(Ca+s)® (2403(20)*L 1 £ ((220)(22)] (d+ & (240) (20) 2))

=;(435/495)412 ((d+a)? (240)(20)*L | E((222)(22)) | d+m)? (240)(20)*L)
=-(1351196)" ((d.+ £)® (20) (20)*L | }((229)(22)] (44 8°*(240)(20)2L)
= ~@7/98Y" ((4+)* (240) (20)2L] £ ((420)(223) |0+ (240) (20)2L)

restent valables quel que soit L.
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C) Symétrie symplectique et quasi-spin

I1 a été montré antérieurement que les opérateurs de

base A partir desquels ont été construits les opérateurs L(’W’V) '
ne forment pas une représentation compléte du groupe SP4‘2. ; en
conséquence, les opérateurs /t('wrv) ne possé&dent pas, & priori,
des propriétés de transformations simples. dans la symétrieA symplec-
tigque, et nous ne pouvons pas leur associer une représentation irré-
ductible de 5P12 . Cependant, les opérateurs de base précédents
sont proportionnels aux tenseurs doubles 6..4[2[ w{oo)(d,d)_54;2 WFM)(A)A)]

02, 02)
W( )(d-,d'), W(M)(da,d,) y et 4\1;{( (CL;A) , et ces derniers,

associés aux opérateurs W(‘m(da,da) 3 W(ds)(d-)d*)d: &(‘12)(&,‘5)
constituent la représentation (410000) ge SP42 . A partir de

ces tenseurs doubles, il est possible de construire des opérateurs

3 trois particules, auxquels peut &tre associée une représentation
donnée }.J de SPA;Q:)de RG et U de Rs. 'Les représentations parfaite-
ment symétriques, sont_celles qui, apparaissant dans la décomposition
du produit Xronecker (‘140000)3, appartiennent 3 la représentation
[3] de UGS et contiennent une représentation 45 dans leur réduc-
tion 2 Suzx R3 ; ces représentations ainsi que leur ;'éduction
aSsz RG ont été portées dans le tableau XXXV. Nous constatons
qu'ad chaque représentation W de RG peuvent &tre associées au
moins deux représentatz.onsy de SP4‘J. . Cependant, le théoréme de
Wigner-Eckart nous montre immédiatement que les éléments de matrice
d'un opérateur se transformant comme (330000) sont nécessairement
nuls entre les états de (d.-l-.b)n; en conséquénce, aux représentations

(400) et {420) peuvent &tre associées respectivement les représen-

tations (220000) et (224’100). Le premier de ces résultats, s'il
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peut paraitre sans grand intérédt puisque nous avons finalement
écarté les opérateurs I((‘*OO) (00)) et o ((4’00)(30)

de l'hamiltonien effectif,montre néanmoins que ces opérateurs

4 trois particules ont encore les mémes propriétés de transfor-
mation dans la symétrie symplectique que leurs homologues a deux
particules e et eG . Pour ce qui est des opérateurs t.((‘I-ZO)(BO))
x ((4-20)(22)) et .t((":iﬂ)@'?.)), le fait qu'ils se transforment comme
(224400} nous permet d'affirmer que leurs éléments de matrice
vérifieront la régle de sélection AvT= O,i 2 puisque les
nombres _¢ (v’ (224400)) sont nuls si cette régle n'est pas
satisfaite (tableau XXXVI). Les représentat ions(310), (220) , et .
(?_iiZ) apparaissent au contraire dans plusieurs représentations

de SP42 , et dans ces cas, les opérateurs correspondants ne

possddent pas de propriétés simples relativement & la séniorité.

N-—oué. avons indiqué dans le second chapitre comment on
peut établir la relation entre quasi-spin et deniorité. Dans le cas
particulier des opérateurs 3 trois particules, il suffit d'étudier
les décompositions des représentations (00 ,,.O) ('MO...O) (44140...0)
et (4444440 ...0) du groupe qu_ dans sa réduction a SUZXSPM’.'
Les trois premiéres ont été étudiées & propos des opérateurs a
deux particules, et nous avons porté celle de (14444410 ....0)
dans le tableau XXYVII. Il apparait qu'a une représentation donnée
;U de SP42 ne peut Btre associée en général une valeur unique

du quasi-spin; pour la représentation (224400) cependant, le

. quasi-spin prend la seule valeur K un, et les opérateurs a ftrois

particules t((4205’V) possédent, en conséquence, un rang 4
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relativement au quasi—spin, ce qui permet, par application du
r immédiatement ia dépen-

théoréme de Wigner—ﬁckart, de précise

dance sur N de leurs g1éments de matrice:
(e v W1 Y (aaoy N e v ')=<§_'L (e oY L (a20yV a3 W)

((d+b)” sk ((420)V) \ (.d.+b)ﬂﬂ3'—2w')

RECEEEC (N+2-1) ]"2( arn’ ¥l Fa20V) l@ss -2

*[ 4(7-)

vent pas étre trouvées pour les autres

es équations ne peu

De tell
e rang

opérateurs JS[."{J’V) puisque ceu
j-spin. Il ast évide

v-cl ne possédent pas d

mment possible

par rapport au quas

aéterminé
sons iinéaires d'opérateurs

de dééomposer ces opérateurs en combinal
it des propriétés de transformation simples dans la

possédant 50
ent déterminé relative-

rie symplectique, soit un rang parfaitem
¢ a4 celles

gymét
qui sont analogue

ment au quasi—spin. Ces décompositions,
ons réalisées pour les opérateurs 3 deux particules :

e, = (e3+_Q.,,3—Q,, ,
e“_= (G4+Q2)—ﬂ2)

que nous av

ne présentent cependant, dans le cas considéré, qu'tun médiocre

intérét.
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DISCUSSION DE LYETUDE PARAMETRIQUE

N N
conneum*nous(&m) ET J} b

DES

mment un certain nombre de

Hous avons établi précede
résultats généraux valables pour 11ensemble des configurations

!
es (a-k{:) 3 cependant, dans

siques particuliers,
N L)
% Aet (d+p . Ce chokx nous 2

l'application de ces résultats

mélangé
nous avons 1imité notre

a des:problémes phy

etude 2 celle des configurations
Eté imposé par le fait que, si l'on veut a la fois profiter des
grandes simplifications apportées par la classification des états
et des opérateurs 3 1'aide de 1a théorie des groupes continus,
définir une seconde quantification et introduire des opérateurs
effectifs qui rendent compte du second ordre de perturbation dans
n du champ central, il est indispensable de pouvolr

JAN
(£+-€,) commne bien jgolée dans son
{ﬁb peut

ast blen remplie, pré-

1'approximatio

considérer la configuration

ensemble. Cette condition, qui pour les configurations

a conservation de la parité ,

M
Lons (da-l-b) des sP
-~ CuJ, série 4Qu palla;

2¢re levée par 1
ectres 1 et 11 des

cisément, Par les configurat

38:série du fer (T

s1éments de transi«tion
_ Pe) ; a lalimite,

~ dium ( Zre ~ As), cérie du platine (}4;

on peut méme la considérer comme satisfaite dans jes spectres II
de ces &léments. Ainsl, nos résultats qui Y premiere vue pouvaient
paraﬁtre d'un emplol 1imité, sont susceptibles arétre utilisés dans
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i1tinterprétation de plus de soixante spectres complexes. Indépendam—
ment de 1l'étude de ce champ d'application, 11étude des configura-
tions (d4—b)“ pourrait fournir un excellent test du bien fondé

de 1'introduction des opérateurs A trois particules dans une
théorie paramétrique. En effet, on pourrait penser que les confi-
gurations d'électrons équivalents ﬂn sont plus adaptées a cette
étude,.mais les configurations & ne peuvent dtre considérées
comme bien isolées que pour les gpectres IV des éléments de transi-
tion'dont la classification reste assez imprécise39, et il semble
que 1'interprétation &lémentaire des configurations ;" ne scit pas
encore assez avancée pour permettre i'introduction d'interactions
effectives plus complexes40. Au contraire, les configurations
deﬁépectres 1 et II des éléments de transition sont trés bien
connues d'un point de vue expérimental, elles ont déja donné lieu

41,42,43,44

4 un grand nombre dtétudes paramétriques ,et ce cas rela-

tivement simple devait montrer de facon décisive si la théorie non
linéaire des interactions de configurations permet ou non d'amélio-
rer notablement l'accord entre les présultats théoriques et les

données expérimentales.

N
I CONFIGURATIONS (d+4)

A) Etudes antérieures

Les différents spectres des élements de transition ont
donné lieu,depuis les premiers travaux de Slater, a4 un jrand

nombre d'interprétations théoriques, et c'est & leur sujet qu'ont

été introduites les premiéres corrections aux formules du premier
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ordre de perturbation, corrections qui constituent ce que lton
convient d'appeler "la théorie linéaire de l'interaction de confi-

. 22,3 . ' ip
gurations . Cependant, afin d'éviter des calculs trop complexes,
les premiéres études concernaient'essentiellement des spectres trés -
simples, pour lesquels 1'emploi d'un trop grand nombre de paramétres
conduisait & des résultats peu significatifs. Les performances des
calculatrices électroniques ont permis de se libérer des limita-
tions techniques imposées par la longueur et la complexité des
calculs numériques, et a.nsi Racah et Shadmi ont pu conduire de
fagon trés exhaustive 1ltétude des spectres 11 des trois séries des
£ é HEE 41142:44 .
éiéments de transition et celle, moins compl&te,des specires
IIIcorrespondants43. Cette étude comprend en fait les deux étapes

suivantes :

1) dans 1'approximation du premier ordre (2 laquelle sont
apportées plusieurs corrections), calcul des niveaux d'énergie 2
1'aide d'un certain nombre de paramétres d'interactiong, librement

ajustables, des diverses configurations de chaque spectre;

5) expression comme fonction linéaire (avec, dans certaing
cas, une petite correction quadratique) du nombre atomique, des

paramétres correspondants de tous les spectres de la m&me séquence.

Le succes de cette méthode est assez impressionnant,
puisque pour les spectres II du groupe du fer, par exemple, elle
conduit & interpréter 405 niveaux 3 1'aide de 25 paramétres seule-
ment, et avec une erreur quadratique moyenne, au sens de Racah,
égale 2 2430ﬁﬂ . I1 n'est pas de notre propos de discuter ici

quelle justification théorique on peut trouver 2 cette méthode
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interpolative ou quelle est la signification des parametres
obtenus, mais pour bien préciser la différence entre le traitement
employé par Shadmi et celui que nous proposons, il noué faut
mettre en question le bien fondé des paramétres d'interactions
utilisés . par cet auteur. En effet, Shadmi considére que les
différents paramétres de Slater, les constantes de couplage spin-

43,44 sont en progres-—

orbite, et les corrections linéaires de Trees
sion arithmétique pour les trois configurationsd.",d,“"‘,b, et daﬂ‘z.b’_‘
‘11 est bien évident que si l'on relie, en pafticulier, les para-
métres de Slater aux intégrales correspondantes, ces paramétres
doivent &tre identiques pour les trois configurations; toutefois,
si ces Qerniéres sont‘assez éloignées les unes des autres, on peut,
pour différencier les divers paramétres d'interac¢tion, tirer argu-

o

ment du fait que,dans tous les cas,ceux-ci contiennent une partie
effective qui peut &tre différente pour les trois configdrations.
Cependant, pour les spectres I et II des éléments de transition, les
configurations 4" ,dﬁdﬁ, et'dﬁiﬁe sont extrimement mélangées;
1l'interprétation du spectre Ii du Molybdéne, par exemple;conduit
Shadmi42ié attribuer aux centres de gravité respectifs des configu-
rations &>, d'» et d?bz , les énergies suivantes rapportées a
celle du fondamental :

26475 ,38719, et 54987 i’
alors que chacune de ces configurations stétend sur plus de 40.000cnt’
I1 semble donc que si 1l'on veut rester parfaiﬁement cohérent avec
la théorie du champ central, l'on doive attribuer & tous les para-

métres une méme valeur pour les trois configurations dft d,"*A ]

N-2
et d A", quitte & introduire tous les paramétres d'interactions
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imposés par le second ordre de perturbation , afin d'améliorer
11écart entre les résultats théoriques et les valeurs expérimen-

tales. il faut noter a ce propos que les seules corrections du

30-44

second ordre utilisées paf Shadmi sont celles de Trees rela-

tives aux électrons d, , et pour les spectres 1l des éléments de
la série du f‘er44 , une interaction & trois particules rattachée

aux excitations monoélectronigues 35 _»3d.

B) Discussion de la méthode proposée.

Bien qu'€lle soit susceptible d'apporter d'importantes
simplifications dans le calcul des éléments de matrice, la classi-
fication,a l'aide de la théorie des grouﬁes,des opérateurs de 1l'in-
treraction coulombienne & lt'intérieur des configurations (d.»-i-.b)l~l ne
permet pas de réduire le nombre de paramétres nécessaires a décrire |
cette interactéon. Hous pouvons donc choisir indifféremment les
paramétres habituels de Slater ou leurs combinaisons linéaires ’E:L’
définies précédemment dans le second paragraphe de la quatricme
partie, Dans ce dernier cas, le paramétre E% dont le rdle se borne
4 déplacer en bloc l'ensemble de la configuration, pourra Btre
choisi tel que le niveau fondamental se confonde avec 1'origine
des énergies. Si nous appliqpons les résultats du paragraphe 1II de
la quatriéme partie aux configurations (d,-\-,o)n (-2, 2’___0)’
les seuls opérateurs additionnels a deux particules introduits par
las "interactions" de configurations lointaines,dans 1'approximation

du second ordre, sont les suivants :

) &)
x(4ad d) E_. (v, v@a), X aadal (VPaa.viiaw),
j L>j

X(z)(dub d ») 2;; ( ;I.(::')(d-,b) . ;(f) (d.,b)).
2!
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On peut voir facilement qu'd un déplacement prés de la configuration

qui peut &tre absorbé par E ces trois opérateurs peuvent étre

o T
remplacés par : a

x L? xp G(Rs)+ Y G(Ry)

od L 3 G(RS) ekt G(RS) représentent respectivement le moment orbital
et les opérateurs de Casimir des groupes de rotation F?s et FQG .
Ainsi nous constatons qu'aux corrections de Trees déja introduites pour

les seuls électrons da,doit 8tre ajouté un troisiéme terme spécifique

des configurations (d+b)” .

- Ltinteraction effective A trois particules, quli représente
‘une part des effets des excitations monoélectroniques, a été étudiée
en grand détail dans le chapitre IV de la quatriéme partie. Le princi-
pal résultat que nous avons obtenu est que cette interaction effective
peut Btre décrite au moyen de cing paramétres additionnels seulement.
Ainsi pour les opérateurs agissant uniquement sur l'orbite des électrons,
1'approximation du champ central,poussée au deuxiéme ordre de perturba-
tion, est complétement représentée par quinze paramétres indépendants.
Comparé 2 celui des données expérimentales, et méme & celui des para-
métres utilisés dans les études antérieures, ce nombre reste assez
petit pour qu'une étude paramétrique puisse &tre réalisée selon la

méthode que nous proposons.

La situation pour les opérateurs agissant simultanément sur

le spin et l'orbite des électrons semble moins favorable; en effet,
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4 1'interaction spin-orbite des é&lectrons d , doivent &tre ajoutés

les cing opérateurs 3 deux particules suivants :
Y ®adad) ZL, (w%(d,0). w2 a,a)-@3" (W (0. w' P2, ),
Y‘*’(a,d,a,d,)ZL (WP @,a). wi™*w,d),

ey
Y® (44 d,a)l.( Wi d,0). wi d,)-8" W, 8. W T,4),

Y® (4 da )Z. (W22 (4,0). w, (4, 5)),

A (dss ::L)*‘E.‘i (wf“')z(ol,b). W, U224, )).

I1 est évidemment possible de classer ces opérateurs a l'aide de
représentat.ions irréductibles des groupes F?G et F25, et d'étudier
leurs propriétés dans la symétrie symplectique et l'espace de quasi-
spin; cette étude que nous avons réalisée d'une maniére identigue
3 celle décrite dans la précédente partie, a conduit & des résultats

4> valables pour les électrons

tout & fait analogues & ceux de Judd
d équivalents. Nous n'avons pas jugé utile de reproduire ici des
résultats, d'autant plus qu'ils ne permettent aucune réduction du
nombre de paramétres nécessaires 3 décrire l'interaction effective &
deux particules agissant simultanément 'sur le spin et l'orbite des
électrons. Ainsi, pour les configurations (da+'b)H , nous obtenons,
en tenant compte des quinze paramétres déja introduits, un total de
vingt-et-un paramétres indépendants pour décrire complétement le

|
|
|
\ premier et le second ordre de perturbation dans l'approximation du
|
|
’ champ central.

\

|
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Ce nombre n'est pas trop élevé, relativement & celul des données
expérimentales, et on peut penser appliquer & la détermination de ces
paramdtres une méthode interpolative analogue & celle utilisée par
Racah et Shadmi. Dans le traitement indépendant des différents spectres,
il serait sans doute préférable de ne pas considérer les interactions
effectives & deux particules agissant sur le spin et l'orbite des élec-
trons, et de leur substituer les trois paramétres z; ,'Z: et ?;?,

en progression arithmétique, introduits par Shadmi. Certes, la cohérence
interne du traitement que nous proposons s'en trouverait dans une
certaine mesure affaiblie, mais la réduction du nombre de parametres

1
ainsi effectuée, permettrait sans doute, de tester avec plus d'acuiteé
le bien fondé de 1'introduction,dans une théorie paramétrique, des
opérateurs & trois particules agissant uniquement sur l'orbite des

électrons.

N
II CONFIGURATIONS 'g b

Nous avons réalisé pour les configurations ?r{b une étude
en tous points analog;e 3 celle que nous avons décrite pour les confi-
gurations (d-rb)rq . Nous avons montré,dans ce cas,que vingt-quatre
paramétres doivent &tre introduits pour représenter complétement le
premier et le second ordre de 1lt'approximation du champ central, compte-
tenu des réductions apportées par la théorie des groupes et la conser-
vation de la parité. Ce nombre est dans tous les cas beaucoup trop élevé
relativement & celui des données expérimentales. Cependant une premiére
approximation pourrait consister & tenir compte de tous les opérateurs

2 deux particules ag:ssant uniquement sur l'orbite des électrons; dans
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cette théorie "linéaire", les seuls opérateurs qui ne préexistent pas

dans 1l'approximation du premier ordre sont les suivants :

KD 2, (viep . VO,
x® (££48) L (v, ),
K2 HED 2, voun. v

ISHEIN IS Z((V(?(f,b)+ v?)(a,f)).( V(;)(f,»)—i- v(;”(.a,?)).

v>)

les trois premiers d'entre eux sont ceux déja introduits dans l'étude
des configurations fﬂ . Ainsi,dans le cas ol les interactions

de configurationgau deuxiéme ordre sont limitées & la théorie linéaire,
neuf paramétres seulement sont & considérer et ce nombre est suffisam—
ment petit pour permettre une cqmparaison avec l'expérience (configu—
ration 4]{2 64 de P~ IT ,par exemple45’47).

I1 est clair qu'a un déplacement prés de la configuration, les quatre
opérateurs précédents peuvent étre remplacés par :
« L'+ pG(R,)) +y G(G,) +§G(Ry)
8
oli les trois premiers terues correspondent aux corrections habituelles
de Trees pour les électrons f . Le quatriéme terme spécifique des
configurations Frib fait intervenir l'opérateur de Casimir du groupe

de rotation en huit dimensions, FQS . dont les valeurs propres sont

LY

les suivantes i

G(RB)(H_)“ w, W, w4)= :__2 [ W, (Wy+ 6) + Wy (Wt 4) + We(Wat2)+ w:]
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Si l'on veut profiter de la simplicité de ce résultat, il est donc
N

essentiel de classer les termes des. configurations f A suivant

Hous avons réalisé
o décrikes
generales)precedemment dans

les représentations irréductibles de F?B .
cette classification a l'aide des méthodes
la seconde partie; les résultats pour N<L 4 ont été portés dans

le tableau XXXVIII,




TABRBLEAU XXXVIII

CLASSIFICATION DES CONFIGURATIONS
N
]f A

M= A 3 (4400) (100) (10) F
4 (2000) (400) (10) F

N=2 4 (4440) 140) (41)PH
MO)F
2(2400)(200) (20)DGT
(410) (NDHPH
(40)F
2 (4000) (000) (00)S

N=3 5(1410)111) (20)DGI
(10) F
(00) S
3(2110) (210) () DFGHKL
(20) DGI
(‘1) PH
(4149 (20 DGI
(10) F
00) S
3 (1400) (400) (10) F
1(2200)(210) (#1) DFG HKL
(20 DG I
(44) PH

1(2000) (400) (0) F.
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CONCLUSION

Dans le cadre de l'interprétation paramétrique des spectres

atomiques complexes, une étude générale des. configurations électroni-

ni
ques mélangées du type(£-+t.) a été conduite & l'aide de la théorie

des groupes continus, de la seconde quantificat.on et de ses représen-

tations graphiques.

Les opérateurs infinitésimaux du groupe unitaire en 4LE-rE+1)

dimensions U ont tout d'abord été identifiés aux opérateurs
oNS, a8 46+4) P

s états IYSL.)' des

tensoriels doubles susceptibles de connecter le

M ) ; - . :
configurations (E+Ef) . Cette identification, associée & la réduction

de LJ ) A ses divers sous-groupes, a permis de classer les
4(E+8'+4)

états considérés suivant leurs propriétés de symétrie dans les opéra-

tions du groupe é lectique S et des produits directs
* groupe Symp d P4 (£+8'54) P

SU, xRy epayet SUFE Rop g Ropr”

symplectique qui laisse invariantes les formes bilinéaires

Ltétude particuliére de la symétrie

antisymé-

triques, a conduit & la définition d'un nombre de séniorité généralisé.

Afin d'éviter l'introduction explicite des états déterminantaux dans le

calcul des éléments de matrice de 1l'hamiltonien,entre les états carac-

térisés au moyen des représentations irréductibles de divers groupes

continus, le concept de parenté frqctionnelle a été généralisé aux

. . nH . , o
configurations (£+2) : ces é&léments de matrice ont été ainsi

exprimés au moyen de coefficients de parenté fractionnelle qui per-

mettent d'ignorer complétement les propriétés particuliéres des confi-

. en zll-‘l ) !"zm-d N . L.
gurations L , ) v ,ﬂ . Le calcul effectif de ces coefficlents
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a été réalisé pour la configuration (d,+b)5

Les coefficients de parenté fractionnelle ont été reliés ensuite
aux &léments de matrice réduits des opérateurs ammihilation-création
qui ont conduit, d'autre part, 2 la définition d'un opérateur quasi-
spin généralisé dont les valeurs propres ont été rattachées au nombre
de séniorité. Ce formalisme permet d'exprimer trés simplement la dépen-
dance sur M des éléments de matrice entre les états des configura-

nHo L,
tions (Eﬁ-a) de tout opérateur possédant des propriétés de transforma-

tion bien définies dans l'espace de quasi-spin.

Afin de mettre en évidence l'intérét que Peuvent présenter
les résultats généraux précédents, un certain nombre de problémes
physiques particuliers ont été examinés. Tout d'abord, la classification
des opérateurs de l'interaction coulombienne & 1l'intérieur des configu-~
rations (dn%A)N a permis de représenter celle—ci au moyen de sept '
termes eLEL ou les EL sont des paramétres, et les €[ , des opé-
rateurs a deux electrons'possédant des propriétés de transformation
simples dans les opérations des groupes FQS.,FEG et {pour certains
d'entre eux) Ssz . La dépendance sur N de leurs éléments de matrice
a pu &tre exprimée de fagon trés simple, principalement par wtilisation
des propriétés du quasi-spin, et de ﬁombreuses factorisations qui
permettent le calcul de tous ces éléments de matrice a partir d'un

nombre restreint de coefficients. ont été réalisées.

La seconde quantification et sa présentation graphique au
moyen des diagrammes de Feynman a conduit ensuite 4 la détermination,

. . AY) .
pour les confligurat.ons (84-2 ) , des opérateurs effectifs qui rendent
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compte des effets d'interaction de configurations lointaines dans
l'approximation du second ordre. La nécessité d'introduire les rangs
des opérateurs relativement 4 ltespace de spin et & l'espace dtorbite
pour pouvoir utiliser 1'équivalence topologique des diagrammes de Jucys
et de ceux de Feynman, a entrainé la modification de la représentation
habituelle de ces derniers. Les résultats obtenus sont en ﬁarfaite
analogie avec ceux qui sont valables pour les configurations d'élec-
trons équivalents et une application particuliére enla été faite aux

[y N
configurations £ et (d+a). ' .

1

Enfin, par la mise en évidence des propriétés de symétrie
des opérateurs & trois particules pour les configurations -(d,+.b)ﬂ , 1l
a &té montré que cette interaction effective peut 8tre représentée 2
1'aide de cing paramétres additionnels seulement. Ainsi, pour les
configurations (dxfb)”, la théorie des groupes, en apportant une réduc-
tion notable du nombre de paramétres réellement nécessaires pour repré-
senter les interactions de configurations lointaines, permet de pro-
poser une étude paramétrique de ces configurations qui est: parfaite-
ment cohérente avec l'approximation du champ central au second ordre
de perturbation. Pour les configurations Frtb au contraire, 1l'état
actuel des données expérimentales conduit & penser éue seule une théorie

linéaire est applicable.

1L a donc été montré que l'ensemble des concepts introduits
par la thé-orie des groupes continus et la seconde quantification dans
11étude des configurations d'électrons équivalents, peut &tre généralisé

nH S .
aux configurations (E +-Q) . Les résultats ainsi obtenus présentent
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un intérét théorique évident, et les problémes physiques étudiés

ont démontré que leur utilisation peut apporter de grandes simpli-

fications dans 1'étude paramétrique des configurations considérées.
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