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Introduction

Cette thése a été effectuée au sein de la composante théorique du groupe
Atomes et Molécules froids du Laboratoire Aimé Cotton. Ce groupe théorique
formé en 1994 sous 'impulsion de Frangoise Masnou-Seeuws et d’Olivier Dulieu
travaille en étroite collaboration avec le groupe expérimental dirigé par Pierre
Pillet. Depuis la premiere mise en évidence expérimentale en 1998 de la for-
mation de molécules froides stables de Csy & une température de 40 pK [1], la
formation de molécules froides est devenue un véritable théme de recherche en
soi. Le but de cette introduction est de poser le contexte de la physique des
molécules froides pour ensuite mieux situer les travaux théoriques réalisés pen-
dant cette these.

Les atomes froids

L’année 2001 a vu le prix Nobel de physique attribué & Eric A. Cornell,
Wolfgang Ketterle et Carl E. Wieman pour la réalisation de la condensation de
Bose-Einstein [2, 3] dans les gaz dilués d’atomes alcalins [4]. Aprés le prix 1997,
décerné & Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji et William D. Phillips [4] pour
le développement de techniques de refroidissement et de piégeage d’atomes par
la lumiére, c’est le deuxieme prix Nobel en moins de cing ans récompensant la
physique des atomes froids. Ces distinctions témoignent du regain d’interét de
la communauté scientifique pour la physique atomique et de la créativité qui
émane de ce domaine depuis la fin des années quatre-vingts.

On appelle atomes froids les atomes d’un gaz (typiquement des gaz alcalins
dans les expériences actuelles [5]) dont la température est inférieure au milli-
Kelvin. Les atomes froids se caractérisent par leur trés faible énergie cinétique:
la vitesse typique d’un atome est de I'ordre du cm.s™!. Ce sont donc des condi-
tions inhabituelles que 'on rencontre seulement en laboratoire.

La technique qui a permis le refroidissement d’atomes neutres aux moyen
de faisceaux lasers [6, 7, 8], est le fruit d’une longue recherche dont le théme
central est 'interaction entre la matiére et le rayonnement. L’idee maitresse du
refroidissement par lasers est l'utilisation de la pression de radiation excercée



par des photons sur un atome de la méme facon que le vent contraire géne la
progression d’un cycliste. Par transfert d’impulsion, aprés ’absorption d'un pho-
ton laser suivi d’une émission spontanée dans un cycle entre deux niveaux, un
atome verra la composante de son impulsion dans la direction du laser modifiée
de sorte que son mouvement sera ralenti. Ce principe, généralisé & trois dimen-
sions et répété un grand nombre de fois, permet d’obtenir des gaz atomiques &
une température de l'ordre du micro Kelvin, soit quelques millioniémes de degré
seulement au dessus du zéro absolu. [6].

Les techniques expérimentales de refroidissement et de piégeage sont bien
établies maintenant [6, 7, 8], et les découvertes qui en ont découlé sont trés
nombreuses. A ce titre, 'obtention en 1995 d’un condensat de Bose-Einstein
[9, 10] est certainement la réalisation la plus spectaculaire. On peut citer aussi
des avancées considérables dans Pétude des collisions froides [11], en métrologie
avec le développement des horloges atomiques [12] et enfin le développement de
loptique atomique. Ce dernier théme de recherche consiste a reproduire avec les
atomes ce qui avait été réalisé avec les photons en optique photonique. Gréce aux
atomes froids, les longueurs d’onde de de Broglie ont le bon ordre de grandeur
pour rendre observables des phénomémes ondulatoires impliquant des atomes.
[13]. Enfin, les propriétés de cohérence des condensats ont permis la mise au
point des lasers & atomes [14] parachevant l’analogie avec optique photonique.

Vers les molécules froides

Aprés Pessor des recherches sur les atomes froids, il semblait naturel d’étendre
les techniques de refroidissement laser &4 des systémes plus complexes comme
les molécules. Malheureusement, dans ce dernier cas, les techniques optiques
précédentes se sont révélées ineflicaces malgré les expériences pionnieres de Her-
man et al en 1979 [15] qui ont dévié un jet moléculaire, et de Djeu et al en 1981
[16] qui ont refroidi en utilisant la diffusion anti Stokes. La difficulté vient du
fait que les molécules ont une structure en énergie bien plus compliquée que les
atomes et qui fait que on ne peut pas trouver dans ces sytémes des schémas
fermés & deux niveaux utilisés dans les cycles de refroidissement [17)].

En effet, sur le schéma de principe du refroidissement laser (figure 1) sont
représentés les niveaux d’énergie d’un atome (& gauche) et d’une molécule (&
droite). Nous avons choisi a titre d’exemple le cas du césium. Aprés absorption
d’un photon d'un laser en résonance avec les niveaux hyperfins |[F = 4 > et
|F = 5 > (fleche montante en trait plein) , le niveau excité |F = 5 > peut se
désexciter par émission spontanée (Aléches descendantes en trait pointillé) vers le
niveau |F' = 4 > d’ou il peut réabsorber un photon et le cycle continue, ou vers
le niveau |F' = 3 > qui ne participe pas au cycle de refroidissement. Pour éviter
ces pertes, un laser de repompage est souvent ajouté pour transférer la popula-
tion du niveau |F = 8 > vers le niveau |F' = 4 >. Pour une molécule, le principe
du refroidissement est le méme, sauf que contrairement au cas atomique, la
désexcitation peut se faire vers un grand nombre d’états |v > et ’emploi de la-
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F1G. 1 - Schéma de principe du refroidissement laser pour un atome (& gauche)
et une molécule (¢ droite). Le laser repompeur (fléche rouge entre les niveauz
F =3 et F = 4 de Uatome de césium permet de transférer la population du
niveau fondamental F' = 3 vers Uautre niveau fondamental F = 4. Dans le cas
des molécules, il faudrait trop de lasers repompeurs.

sers de repompage est illusoire. Trés vite le cycle absorption-émission spontanée
s’arréte rendant le processus de refroidissement inefficace.

Puisque les techniques optiques ne marchent pas, d’autres solutions ont été
proposées pour obtenir des molécules froides :

- Refroidissement par gaz tampon

Cette technique developpée & Harvard dans le groupe de J. M. Doyle
[18, 19] consiste & piéger des molécules (CaH en Poccurrence) dans un
champ magnétique et & les refroidir avec de 'hélium cryogénique jusqu’a
des températures de ordre de 400 mK.

- La décélération Stark

Cette technique trés prometteuse a été développée & Rijnhuisen (Pays-
Bas) par le groupe de Gerard Meijer [20, 21, 22]. Elle consiste & ralentir
des molécules polaires (CO ou NHg) en utilisant des champs électriques
dépendants du temps. En piégeant les molécules dans des anneaux de sto-
ckage, on atteint des températures de ’ordre de 25 mK.



A T'heure actuelle, ces deux techniques ne permettent pas d’avoir des molécules
avec une température inférieure au milli-Kelvin. Il faut donc encore gagner ty-
piquement trois ordres de grandeur pour arriver aux températures comparables
a celles obtenues par le refroidissement laser pour les atomes. Mais puisque 'on
sait refroidir les atomes jusqu’au micro-Kelvin, pourquoi ne pas chercher & for-
mer directement des molécules & partir de ces atomes? Cette solution a été mise
en oeuvre notamment au laboratoire Aimé Cotton [1] et utilise la réaction de
photoassociation. C’est ce que nous allons voir & présent.

La photoassociation d’atomes froids

65+6p

Energy

63+65

(@ (b

0 50 00 0 50 100
R (aun)

Fi1Gg. 2 - Schéma de la réaction de photoassociation. Une paire d’atomes en
collision absorbe un photon pour former une molécule dans un état excité: (1).
Par émission spontanée, la molécule formée peut se désexciter soit vers le conti-
nuum pour redonner une paire d’atomes (2) soit vers un niveau vibrationnel du
potentiel fondamental pour donner une molécule stable (3). A gauche, le mou-
vement dans la zone interne est trop rapide pour que la molécule ait le temps
de se désexciter d courte distance, rendant la transition (3) presque impossible.
Awu contraire, le cas représenté & droite ow le potentiel est en double puits favo-
rise la désexcitation vers un niveou stable car le mouvement est ralenti a courte
distance.

La photoassociation est une réaction au cours de laquelle deux atomes en
collision absorbent un photon de fréquence décalée vers le rouge par rapport a
une transition atomique pour former une molécule dans un niveau vibration-
nel proche de la limite de dissociation de l’état électronique excité. Cela est
représenté figure 2. La réaction de photoassociation a été introduite dans le do-
maine des atomes froids par Thorsheim et al en 1987 [23] mais était connue bien



avant le développement des atomes froids [11]. Une fois formée dans un état ex-
cité, la molécule se désexcite par émission spontanée. La photoassociation seule
ne permet donc pas de former des molécules stables. Dans la plupart des cas,
P’émission spontanée se fera vers le continuum. Ce sera le cas notamment pour
les potentiels & puits unique (partie gauche de la figure 2). En effet, pour un tel
potentiel les fonctions d’ondes vibrationnelles sont telles que le recouvrement
avec les fonctions d’onde liées fondamentales sont trés faibles. La désexcitation
ne peut se faire que vers le continuum.

Pour former des molécules froides stables, il faut augmenter la densité de pro-
babilité de la molécule excitée dans la zone interne de fagon & avoir des recouvre-
ments vers les niveaux fondamentaux importants. La solution a été trouvée au
Laboratoire Aimé Cotton en 1998 [1]. Certains potentiels moléculaires présentent
une structure en double puits résultant de linteraction de spin-orbite [24] . La
barriere de potentiel & courte distance va ralentir le mouvement de vibration de
la molécule et va donc augmenter la densité de probabilité & courte distance fa-
vorisant la désexcitation vers un niveau stable (partie droite de la figure 2). Dans
la référence [1], ce sont les niveaux du puits externe du potentiel 0, (65 + 6p3/2)
qui ont été photoassociés conduisant a la formation de molécules stables & une
température de 300 uK.

Il faut remarquer que aussi bien les molécules excitées que les molécules
stables sont translationuvellement froides mais pas vibrationnellement. En effet,
les niveaux vibrationnels atteints soit par photoassociation, soit par émission
spontanée sont souvent proches de la limite de dissociation et correspondent a
des niveaux vibrationnels trés excités.

Pourquoi des molécules froides?

Les molécules froides ouvrent un grand champ d’applications possibles qui
vont de la physique moléculaire & la métrologie en passant par Pinformation
quantique. Nous allons tenter ici de dresser le panorama de ce que peuvent
apporter les molécules froides.

Applications en physique moléculaire

La spectroscopie par photoassociation d’atomes froids a été suggérée en 1987
par Thorsheim et al [23] et reste depuis, une des applications les plus marquantes
des molécules froides. Ces nouvelles techniques sont discutées en détail dans les
références [11, 25, 26].

En mesurant, soit la perte de fluorescence atomique [11], soit le signal d’ions
moléculaires [1] en fonction de la fréquence du laser de photoassociation, on
obtient le spectre des potentiels excités de fagcon analogue & ce qui se fait en
spectroscopie classique. La différence cependant vient du fait que 'on part d’un
état de diffusion pour faire une transition libre-lié au lieu d’une transition lié-lié.
Commie la distribution thermique est trés faible aux températures ultra-froides,
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I’élargissement des raies est treés faible et la résolution est comparable & celle
des techniques de spectroscopie classique.

Des spectres de photoassociation ont été obtenus avec la plupart des especes
alcalines refroidies par lasers [1, 27, 28, 29, 30] ainsi qu’avec des dimeéres hétero-
nucléaires [31, 32] conduisant & une meilleure connaissance des interactions
moléculaires & longue distance [5, 33, 34, 35]. Aussi, la spectroscopie par photoas-
sociation est trés utile pour déterminer des parametres collisionnels importants
comme la longueur de diffusion dont on sait le réle qu’elle a dans la condensa-
tion de Bose-Einstein [36, 37].

Mesures de précision et métrologie

La grande précision de la spectroscopie par photoassociation permet la détermination
de grandeurs atomiques & partir de données moléculaires. C’est le cas pour la
durée de vie des niveaux excités des atomes alcalins.

Un potentiel analytique pour le puits externe de I'état 0, (6s+6p3,,) incluant
des parameétres asymptotiques ajustés sur le spectre expérimental obtenu par
spectroscopie de photoassociation a été déterminé [38]. Partant de ce potentiel
trés précis, on peut déterminer le coefficient C3 du développement multipo-
laire en C,,/R™ de l'interaction atome-atome aux grandes distances interato-
miques. Ce coeflicient est directement relié & la durée de vie radiative 74, de
Patome excité [38]. La précision obtenue est bien meilleure que les précédentes
déterminations faites en physique atomique [38].

La. précision d’une mesure dépend du temps d’interaction entre le systéme
et le rayonnement, c’est pourquoi les molécules froides sont intéressantes. Une
autre application concerne la mesure du moment dipolaire de I’électron en vue
de tester les modeles non-standards. Les meilleures mesures en physique ato-
mique (realisées en utilisant 1’état fondamental du thallium [39]) sont limitées
en précision par les champs magnétiques résiduels. La précision pourrait gagner
plusieurs ordres de grandeur en utilisant des molécules dipolaires froides (YbF,
Pb0) [40].

Applications a ’information quantique et au contrdie cohérent

D. DeMille, & Yale, a proposé la réalisation d’un ordinateur quantique avec
des molécules diatomiques ultrafroides [41]. Les qubits sont les moments dipo-
laires électriques alignés ou contre-alignés sur un champ électrique externe. Les
molécules polaires semblent &tre un excellent choix pour les qubits & cause de
leur forte interaction. Ces molécules sont placées dans les sites d'un réseau op-
tique & une dimension. A cette fin, la photoassociation de molécules de RbCs,
fortement polaire, doit &tre réalisée dans un piége magnéto-optique [42].
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Vala et al [43] ont réalisé lalgorithme de Deutsch-Jozsa dans un ensemble de
molécules en phase gazeuse (Liy dans leur exemple), soumises & 'action d’une
séquence de pulses lasers. Les qubits font intervenir des niveaux rovibration-
nels des molécules. L’utilisation de molécules froides doit permettre un meilleur
contrdle des processus mis en jeu dans 'exécution de Palgorithme. Aussi, elles
doivent permettre de limiter la décohérence.

Condensation de systémes complexes

Deux voies sont possibles pour obtenir un condensat moléculaire. La premiere
consiste & partir d’un condensat atomique et & transférer soit par photoassocia-
tion [44] soit par résonance de Feshbach [45, 46] la population atomique en
molécules. La deuxiéme consiste & former d’abord un gaz de molécules froides,
puis & condenser ce gaz par refroidissement évaporatif de fagon équivalente & ce
qui se fait pour les atomes.

Le piégeage de molécules & déja été réalisé au laboratoire Aimé Cotton
[47, 48]. La formation et le piégeage de molécules froides offrent donc des pers-
pectives intéressantes en termes de condensation de systéme complexe. Aussi,
on peut imaginer pouvoir étendre aux molécules ce qui a été fait auparavant
avec les atomes: on peut imaginer par exemple le développement de 'optique
moléculaire & base de lasers & molécules

Vers la chimie ultra-froide

La photoassociation d’atomes froids est une réaction passionnante car elle
permet de fabriguer des molécules A laide de la lumiere. En effet, le processus
de formation est entiérement controlé par expérimentateur car on peut choisir
le niveaux rovibrationnel de la molécule en jouant sur la polarisation ou la
longueur d’onde du laser. C’est la premiére étape vers une photo-physico-chimie
ultra-froide ol la formation de molécules se ferait atome par atome. On peut
penser aussi a des réactions & basse température dominées essentiellement par
leffet tunnel et des résonances que 'on controlerait soit par des impulsions lasers
[49, 50] soit par des champs magnétiques [51].

Etude théorique de la formation de molécules froides

Parallélement aux développements expérimentaux, un travail théorique est
nécessaire afin d’une part, d’interpréter les résulats expérimentaux et d’autre
part de proposer de nouveaux schémas de formation de molécules froides. L ap-
port théorique intervient essentiellement a4 deux niveaux:

- La détermination des propriétés électroniques par des calculs ou des fits
sur des données expérimentales.

- La recherche de schémas de formation de molécules froides impliquant la
dynamique moléculaire et I'interaction avec le rayonnement.
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Dans les deux cas, le développement de nouvelles méthodes performantes
tient une place importante.

La détermination des courbes de potentiel moléculaires sort du cadre de cette
introduction. Une description des méthodes employées peut étre trouvée dans
la référence [52]. Nous allons par contre nous focaliser sur le deuxiéme aspect
qui est directement en rapport avec le sujet de cette these.

La détermination des niveaux d’énergie de la molécule permet d’interpréter
les spectres expérimentaux obtenus par spectroscopie de photoassociation. Aussi
elle peut aider & guider les expériences sur la position des niveaux photoassociés.

La dynamique moléculaire gouverne quant a elle I'efficacité du processus de
formation de molécules puisque c¢’est le mouvement de vibration dans le potentiel
moléculaire qui fixe Pefficacité de la désexcitation vers les niveaux fondamentaux
stables via les recouvrements des fonctions d’onde (facteurs de Franck-Condon)
[53, 54].

Afin d’étudier théoriquement la formation de molécules froides, il faut dis-
poser d’une méthode capable de fournir la position des niveaux vibrationnels
mais aussi les fonctions d’onde puisque ce sont ces derniéres et elles seules qui
peuvent nous renseigner sur la dynamique moléculaire et partant de 14, sur ef-
ficacité d’une réaction. Aussi, puisque les taux de formation de molécules font
intervenir les facteurs de Franck-Condon [53], il faut que le calcul d’intégrales
de recouvrement soit aussi simple que possible tout en étant précis.

Pour répondre & ce besoin, la méthode de grille de Fourier [55], issue de la
physico-chimie, a été utilisée et améliorée afin d’étre plus performante dans les
conditions typiques des molécules froides [56, 57, 58, 59, 60]. Nous aurons P'oc-
casion, au cours des prochains chapitres, de mettre en avant les caractéristiques
et les avantages de cette méthode par rapport a des algorithmes plus anciens.

Travail réalisé dans cette these

Cette thése s’inscrit dans la recherche de nouveaux schémas efficaces de for-
mation de molécules froides. En effet, nous nous sommes intéressés aux possibi-
lités de former des molécules par résonance de Feshbach [61]. Nous savons que
pour former des molécules stables, il faut augmenter la densité de probabilité
dans la zone interne. L’idée de départ était d’utiliser pour cela une résonance
de Feshbach.

Une résonance de Feshbach se produit au cours d’une collision lorsque un
niveau lié d’un potentiel (voie fermée) se trouve & la méme énergie que le flux
incident diffusé par la voie ouverte. Alors une partie du flux se trouve couplé a
cet état lié.

Les résonances de Feshbach sont connues en physique nucléaire depuis la
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fin des années 30, et elles retiennent particuliérement attention des physiciens
atomistes depuis le développement des atomes froids et la condensation de Bose-
Einstein. A 1'aide de champs magnétiques, il est possible de contrdler la position
d’une résonance [51, 62, 63, 64, 65] et ainsi de modifier & loisir les interactions
entre particules via la longueur de diffusion. Une résonance de Feshbach a été
observée dans un condensat de Bose-Einstein de sodium [66] ainsi que dans des
gaz froids de rubidium [67] et de lithium [68]. Par ailleurs, la condensation de
Bose-Einstein du césium a été obtenue en changeant la longeur de diffusion du
césium avec des résonances de Feshbach controlées par des champs magnétiques
[69]. Aussi dans la référence [70], la formation de molécules froides est contrdlée
par une résonance de Feshbach. Une voie prometteuse utilise un champ laser
plutét qu’un champ magnétique: Fatemi et al [71] ont observé une résonance
induite par laser et ont demontré les mémes possibilités de contrdle des pro-
priétés de diffusion qu’avec un champ magnétique.

Enfin, les résonances de Feshbach sont intensément étudiées car elles peuvent
aboutir a la formation d’un condensat moléculaire. Ce sujet fait ’objet de tra-
vaux, aussi bien théoriques [45, 72} qu’expérimentaux [46].

Alnsi, les résonances de Feshbach sont au centre de perspectives importantes
pour la physique des atomes et des molécules froids. Nous avons étudié I'apport
des résonances dans les processus de formation de molécules froides. Lesprit de
cette these est de s’ouvrir également & Pensemble des processus mettant en jeu
des résonances de Feshbach.

Le travail effectué comprend deux points:

- Le développement des outils numériques nécessaires pour traiter les résonances
de Feshbach.
- L’application & des cas concrets.

La méthode de Fourier développée au cours des theéses précédentes [56, 59]
est mal adaptée pour étudier les résonances. Afin de pouvoir traiter I’interaction
avec un continuum, nous avons implémenté la méthode du potentiel optique
[73, 74] dans la méthode de Fourier.

Nous avons ensuite appliqué cette méthode sur différents systémes en ap-
parence différents mais en réalité trés proches car tous équivalents en terme
de description: tous les problémes étudiés feront intervenir une résonance de
Feshbach, c’est & dire l'interaction d’un état 1ié avec un continuum.

La premiére application concerne I’étude d’un schéma de formation de molécules
de Csy par résonance de Feshbach & énergie thermique. La deuxiéme applica-
tion, plus spectroscopique, traite un phénoméne de prédissociation moléculaire
dans Nay. Enfin, la derniére application traite la photoassociation de manieére
non-perturbative en nous ramenant, dans le modele de la molécule habillée, &
une résonance de Feshbach.
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Plan du manuscrit

Ce manuscrit s’articule autour de trois grandes parties. La premiere par-
tie présente les méthodes numériques employées dans ce travail, & savoir la
méthode de Fourier (chapitre 1) et la méthode du potentiel optique (chapitre
2). La deuxiéme partie est consacrée uniquement aux applications: I'étude de
la formation de molécules par résonances de Feshbach stabilisées par émission
spontanée (chapitre 1), 1’étude d’un phénomeéne de prédissociation dans Nas
(chapitre 2) et enfin la photoassociation dans un condensat de Bose-Einstein de
césium et de sodium (chapitre 3). La troisieme partie comprend les annexes.

15



Premiere partie

Méthodes Numériques
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Chapitre 1

Introduction a la méthode
de grille de Fourier

Nous présentons dans ce chapitre la méthode numérique utilisée pour résoudre
Péquation de Schrodinger radiale décrivant le mouvement relatif de deux atomes
dans un potentiel d’interaction. La méthode est connue sous I'acronyme FGHR
(pour Fourier Grid Hamiltonian Representation), et nous allons dans ce qui suit
introduire ses principes et discuter ses avantages ainsi que ses inconvénients.

1.1 Introduction

En physique moléculaire, 'approximation de Born-Oppenheimer [75] consiste
a séparer Phamiltonien total en deux contributions que 'on résout séparément :
la contribution des électrons et la contribution des noyaux. La premieére donne
le potentiel d’interaction V' dans lequel vont se mouvoir les noyaux. Le mouve-
ment de ces derniers dans le potentiel moléculaire est décrit par ’équation de
Schrédinger radiale:

hz 82
21 OR?

Avec p la masse réduite des noyaux, Fi la constante de Planck, R la distance
interatomique. ¥ est la fonction d’onde radiale que 'on cherche & calculer. Un
exemple d’une telle fonction est représenté figure 1.1.

La résolution numérique de I’équation radiale tient une place importante
dans ’étude théorique de la formation de molécules froides. D’une part, d’un
point de vue purement spectroscopique, la détermination des énergies propres
permet d’interpréter les spectres de photoassociation d’atomes froids obtenus
pour la plupart des espéces alcalines [5]. D’autre part la forme des fonctions
d’onde donne des indications quant & Pefficacité d’un processus de formation
de molécules froides (fonction d’onde dans un puits de potentiel externe par

¥(R) + V(R)¥(R) = E¥(R) (1.1)
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Fi1G. 1.1 ~ Ezemple de fonction d’onde radiale ¥ (trait plein). Ici la fonction
v = 420, du potentiel moléculaire fondamental *£F de Nay (trait tireté).

exemple, voir chapitre d’introduction). Aussi, le calcul des taux de formation
de molécules froides font intervenir des recouvrements entre fonctions d’onde
(facteur de Franck-Condon) [54].

La méthode de grille de Fourier développée par R. Kosloff [55] est un cas
particulier des méthodes de collocation (dites encore pseudo-spectrales) qui
consistent & représenter les fonctions d’onde par des séries limitées de polyndmes
orthogonaux. Ce sont des méthodes trés performantes issues & lorigine de la
mécanique des fluides [76] et trés vite utilisées en physico-chimie [55, 77].

Cette méthode a été utilisée précédemment au laboratoire Aimé Cotton pour
des travaux de spectroscopie avec applications aux molécules froides, aussi bien
dans une approche stationnaire [78] que dans une approche dépendante du temps
[59]. Aussi des améliorations ont ét€ et continuent & étre apportées, notamment,
I'introduction d’une grille & pas variable (voir paragraphe 1.4) [56]. K. Willner
a discuté différents choix de bases pour augmenter la précision des niveaux cal-
culés lorsque ceux-ci sont proches de la limite de dissociation [60].

Une description détaillée de cette méthode peut étre trouvée dans les theses
précédemment citées ainsi que dans les références [55, 60]. Dans ce chapitre, nous
dégagerons seulement ses concepts et ses caractéristiques. Nous établirons aussi
le lien avec la théorie de ’échantillonnage, discuté au paragraphe 1.3, proposant
un regard plus général sur la méthode.
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1.2 Présentation de la méthode FGHR

1.2.1 Généralités

Les méthodes de collocation consistent a représenter hamiltonien total du
systeme et les fonctions d’onde sur une base discréte de N fonctions. [55, 79, 80]

Soit ¥(x) une fonction d’onde associée a4 un systéme physique. Donnons-
nous N fonctions analytiques g,(z), n=0, ... N-1 de fagon & obtenir une base
sur laquelle nous allons pouvoir développer notre fonction ¥(z) pour en obtenir
une approximation utilisable numériquement.

Soit ¥(z) I'expression de ¥(z) sur la base g,(z), nous avons alors:

N—1
U(z) m ¥(z) = ) angn(w) (1.2)
n=0
11 suffit maintenant de déterminer les coefficients a,, du développement afin
d’avoir la meilleure approximation possible de la fonction ¥(z).

La méthode de collocation consiste & déterminer ces coefficients en choisis-
sant N points x; appelés points de collocation, pour lesquels le développement
de ¥(x) sera exact. On aura donc:

N-1
‘I'(:E]) = \Il('lcj) - Z angn(zj) Vl’j (13)
n=0
Ceci est équivalent & un systéme de N équations dont la formulation matri-
cielle donne:

¥ =Ga (1.4)
avel
¥ (z1) @
. gi(z1)  golzy) ... .
U = ‘I'(tlfz) G=| n@) ge) ... | = C? @5)
() : Lo oy

L’inversion de cette équation donne les coefficients a,, :
a=G v (1.6)

On peut définir le produit scalaire de deux fonctions 7 et ¢ par:

<6 >=3 Sum@ibn  Sum = / dzgn (@) g () (L.7)

nm
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Si on choisit les fonctions g, (z) orthonormées, on a Sy = 6nm et

<Plp>=>_ ahbn (1.8)
n
De plus si les fonctions g,(z) vérifient
N-1
Z gn(@i)gy (z5) = bij, (1.9)
n=0

Comme an, =3, ¥(2;)g5,(2;), < ¥|¢ > devient:

N-1
<Ylgp>= ) U (2;)d(z;) (1.10)

7=0
On se raméne 3 un espace de Hilbert discretisé et on retrouve par conséquent
les relations usuelles d’algebre lindaire sur un espace vectoriel de dimension finie.
1 est représentée par un vecteur de N composantes 9 (z;) correspondant aux
valeurs de 7 aux points de collocations. Le produit scalaire de deux fonctions
d’onde est la somme du produit des composantes (relation 1.10). Déja se dégage
un des avantages de cette méthode puisque le recouvrement de deux fonctions
d’onde s’obtient aisément avec une simple sommation. Dans cette base, hamil-
tonien du systéme agissant sur cet espace de Hilbert sera représenté par une
matrice N x N dont la diagonalisation nous donnera N valeurs propres et N

vecteurs propres.

Les fonctions 1 et ¢ étant par ailleurs développées sur les fonctions g, (z),
on passe de cette ancienne base & la nouvelle via la matrice de changement de
base G définie par la relation précédante: ¥ = Ga.

1.2.2 Choix des fonctions g,(z):

Le choix des fonctions de base g, (x) doit rendre la résolution du probléme la
plus simple possible. Ecrivons ’hamiltonien du systéme comme la somme d’un
terme d’énergie cinétique 1" et d’un terme d’énergie potentielle V, alors:

H=T+V (1.11)
Nous savons que (voir equation (1.1))
KW 5
T=-—— 1.12
21 OR? (1.12)

est un opérateur différentiel tandis que V est un opérateur multiplicatif. Il
sera judicieux de choisir les fonctions g, (z) de fagon A rendre locale 'action de
ces deux opérateurs. Immédiatement, la notion de représentation position |r >
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et impulsion |p > vient & Pesprit puisqu’en effet V et T sont diagonaux respec-
tivement dans ces deux représentations.

Avant d’'introduire plus en détail comment interviennent ces deux représentations
dans la méthode de collocation, il est bon de rappeler quelques propriétés
élémentaires les concernant [81].

1.2.3 Représentations |r > et |[p >

Le but de ce paragraphe est de rappeler quelques formules de définition sur
les tranformées de Fourier afin de mieux faire ressurgir au paragraphe suivant
les concepts méme de la méthode de Fourier. Nous considérons ici des bases
continues et infinies alors qu’elles seront discrétes et finies dans la méthode
de Fourier. Néanmoins nous pourrons établir une analogie entre les formules
utilisées numériquement et celles générales exposées ici.

Base des ondes planes

Soit ¢ (z) une fonction de carré sommable, on peut prendre sa transformée
de Fourier:

N 400 —ipa
B(p) = /_ doip(z)e R (1.13)

1
V2mh
La transformée inverse est donnée par :

b(z dpi(p)e ® (1.14)

-zl

1

Soit v, () définie par v,(z) = e/t y,(x) est une onde plane d’impul-

B V2rh
sion p.
Soit {vp(z)} I’ensemble de toutes les ondes planes, c’est & dire pour p = —00

a + oo, la relation (1.14) montre que toute fonction d’onde v(x) de carré som-
mable peut &tre développée d’une facon et d’une seule sur une base continue
{vp(x)} constituée des ondes planes. Le coefficient de développement sur chaque

vecteur de la base est donné par ¥ (p).
On peut définir une relation de fermeture:
00 . 1 +oo i (ez) )
[m dpuy (@) (') = %/_w dpeik =) = 5(z — o), (1.15)

une relation d’orthonormalisation :
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1 +oo ) p ,
<%Wﬂ*=ﬂ%/" dzei*r=7) = o(p - p'), (1.16)
—00

une normie :

+o0
ww=/ dpl (o). (117)

hade o)

Base des fonctions § de Dirac

Cette base est contituée par I'ensemble des fonctions {& (z) = d(z — z')}
des fonctions § aux divers points ©'. De par les propriétés des fonctions , on a:

+oo Foo
P(z) = / dz'(2")o(z — ') = / dz' () () (1.18)

+o0 +oo
o) = [ o) = [ dsg @) 19)

Comme précédemment, on voit que ¢(z) peut se développer d’une facon
et d’une seule sur les fonctions {&, ()}, la composante du développement sur
chaque &, (x) étant ¥(z'). On retrouve enfin les relations d’orthonormalisation
et de fermeture:

< Epr |l >= /daré(:z: — 2oz — z") = §(z' — ') (1.20)

/ o' € (2)E (&) = / dwd(z — )5(z" — o) = 8(z — 2") (1.21)

Le produit scalaire devient :

<ww>=/wwmww@m (1.22)

A chacune des fonctions appartenant & ces deux bases {&,(x)} et {v,(x)}
on peut associer un ket élément de ’espace de Hilbert du systéme:

Eor = |2 > (1.23)

Que l’on note habituellement |z > ou [r >, et
vp = |p> (1.24)

On obtient alors deux représentations {|r >} et {|p >} de I'espace des états.
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Passage d’une représentation 4 1’autre

Le passage d'une représentation & Pautre fait intervenir la transformée de
Fourier:

ip.r

e R (1.25)

<rlp >=<p|r >*=

1
V2nh
<rhp >= /dp <rlp><ply> (1.26)
(ot on a utilisé la relation de fermeture sur |r >) d’ou:
1
U(r) =
10 = oy

¥(r) est la composante de |¢ > sur le ket |1 >.

/ dpe =y (p) (1.27)

De méme
<plY >= /dr <plr><rlv> (1.28)
alors

b(p) = (\/_2%‘?,33 / dore=F y(r) (1.29)

1(p) est la composante de |¢ > sur le ket |p > de la représentation {|p >}.

Dans le cas d’un opérateur A, on obtient pour les éléments de matrices
respectivement dans les représentations {|r >} et {|p >}:

<r'Alr >= A7) et <p'|Alp >= AQ',p) (1.30)

On a alors:

Al p) = —;—h / &r / dPr' e =) g(p! ) (1.31)

1.2.4 Retour a la résolution de I’équation de Schrddinger

Reprenons ’hamiltonien de notre systéme, on a

H=T+V (1.32)

avec
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. p? _ ~R2A
T o2m - 2m

La résolution de I’équation de Schrédinger indépendante du temps consiste
& résoudre I’équation aux valeurs propres relatives & H, soit:

T

V=V (1.33)

Hy = B (1.34)

Il est évident que ’on aura & exprimer ¢ soit dans la base |r >, soit dans
la base |p > suivant que 'on aura & calculer action de lopérateur V ou T
respectivement sur la fonction . L’action de Popérateur est dans chaque cas
purement multiplicative (opérateur diagonal); en effet :

en représentation |r >:

<r|Vi|r' >=V(r)é(r — ) (1.35)

en représentation |p >:

2
p
<plT|p' >= —2-55(13 -p) (1.36)

tandis que T est un opérateur différentiel en représentation |r >.

On va ainsi calculer 'action de V sur ¢ en représentation |r >, passer en
représentation |p > par une transformée de Fourier pour calculer Iaction de
Poperateur T' puis revenir en représentation |r > par une transformée inverse.

Les représentations |r > et |p > sont en principe continues et infinies. Pour
des raisons numériques, aussi bien 'espace des positions que Pespace des im-
pulsions seront discretisés. On retrouve alors bien le développement consistant
& approcher la fonction d’onde par son développement sur un nombre N de
fonctions g, (z), nous avions:

N-1
U(z) » U(z) = ) angnlz) (1.37)
n=0
Il est apparu clairement que la fonction ¥(z) pouvait étre développée sur la
base des ondes planes, nous pouvons par conséquent choisir pour les fonctions
gn{x) N ondes planes telles que:

i2nkx

gn(z) =€ L k=-(N/2-1),.,0,.,N/2 (1.38)

L étant ’extension du domaine de variation du systéme dans 'espace de la
coordonnée z. Ce dernier est lui aussi discrétisé en N points ;, j = 1,...,N.
Alors
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NJ2 ‘
o) r S aeES (1.39)
k=—(Nj2~1)
Aux points de grille z; qui sont également points de collocation (voir plus
loin}, la relation précédente devient une égalité:

P(z;) = NZ/Z are= T (1.40)
k=—(N/2-1)
ol
1 N —i2mhx s
o=y LT (141)

est 'expression discréte de la transformée de Fourier de ¢ (équation 1.29 au
facteur de normalisation prés qui est maintenant intégré dans le terme exponen-
tiel).

On retombe sur Panalogue discret de la formule 1.27 donnant ’expression
des composantes de 1 sur la représentation |r > en fonction des composantes
sur la représentation [p >. Cela rejoint la discussion effectuée tout au début
de ce paragraphe ol 'on avait identifi¢ la matrice G comme une matrice de
changement de base.

La relation de fermeture 1.15 devient (au facteur - prés):

N/2 N/2 .
i2rnka 2wk
> gelza)gi(em) = R (1.42)
k=—(n/2-1) k=—(n/2-1)
1 — ef27(n—m) )
= =G (1.43)
= Nopm (144)
olt Pon a utilisé z; = (j — 1)Az, (j = 1,N) et L = NAz.
La relation d’orthogonalité 1.16 devient quant 3 elle:
N
> gk(;)g7 (z;) = Now (1.45)

=1

Si Pon choisit pour les g,(x) les fonctions § de Dirac aux points zj, on
obtient:

d(z) ~ Y P(a;)d(z — ;) (1.46)
i
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avec 9(z;) valeur de ¢ au point z;. Cette relation montre par ailleurs que
les points z; sont bien les points de collocation recherchés car I'équation :

Wlzg) =Y ble:)d(z; — z;) (1.47)
i
est vraie Vz;.
Au vu des relations générales exposées lors de la présentation des méthodes

de collocation et vérifiées par nos deux choix de base précédents, 'intégrale de
recouvrement des deux fonctions d’onde 1 et ¢ sera simplement :

<Ylg>=D aibe =3 w(z;) d(z;) (1.48)

Cette relation nous donne la valeur de l'intégrale de recouvrement avec une
trés grande précision car les points z; sont les points de collocations pour la
base § discrétisée, ce qui veut dire que la relation ci-dessus est exacte.

Le choix des ondes planes pour les fonctions g, () est un cas particulier des
schémas de collocation, et porte le nom de méthode de Fourier.

Le choix de ces deux bases est motivé par le fait que les éléments de matrice
des opérateurs V et 7' sont connus. En effet, on a en représentation |r >:

et en représentation |p >
r2k2
Trs =< r|V]s >= Lzur Srs (1.50)

En vertu de I’équation 1.29, les éléments de T sont parfaitement connus en
représentation |r >, aprés discrétisation, I'intégrale devient une somme qui peut
8tre calculée analytiquement [82].

Cela donne pour les éléments de T en représentation |r > et dans le cas de
N pair:

h? NZ2+2

h= (1.51)
Ty = (it L -y (152)
4pl? sin?[(i — j)m /L]
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1.2.5 Point de vue plus général: représentation DVR et
FBR

Avant 1985, les problémes en chimie quantique étaient résolus en représentant
les opérateurs sur une base de N fonctions {®}y de carré intégrable. La solu-
tion, c’est-d-dire les énergies propres et les vecteurs associés étaient obtenus
par diagonalisation. Les N fonctions de base formant une VBR (acronyme pour
Variational Basis Representation). Le terme wariational venait du fait que les
(N)

5 calculées dans cette base étaient supérieures aux énergies propres
N . .
exactes ¢;, eg ) > ¢, et tendaient vers la solution exacte lorsque le nombre de

fonctions de base tendait vers I’infini.

énergies €

Light, Hamilton et Hill ont introduit dans leur article de 1985 [83] une nou-
velle approche en termes de DVR et FBR (DVR pour Discrete Variable Repre-
sentation et FBR pour Finite Basis Representation). Nous allons en rappeler ici
briévement les principes dans le but de replacer notre méthode de Fourier dans
un cadre plus général.

La DVR consiste a représenter la fonction d’onde non pas par ses coefficients
de développement sur une base de N fonctions (comme dans une VBR) mais par
les valeurs méme de la fonction d’onde sur une série de N points de coordonnée
{z;}n. Il faut remarquer comme le font Light et al que le fait d’utiliser une
grille de points n’est pas nouveau en analyse numérique. En effet la méthode
plus ancienne des différences finies utilise deja ce principe. Cependant, la DVR
va beaucoup plus loin. En effet, I'introduction des points {z;}n va permettre,
pour peu que 'on se donne & nouveau une base de N fonctions {$}x, de définir
une quadrature pour calculer de fagon quasi-exacte les éléments de matrice des
opérateurs impliqués ou des intégrales de recouvrement entre fonctions.

La représentation utilisant les fonctions de base {®} 5 et la quadrature sur
les points {z;}n est appelée la FBR.

Notons que de facon générale, aussi bien la DVR que la FBR sont des
bases pour le systéme. De plus, la DVR sera bien adaptée pour représenter les
opérateurs multiplicatifs (tel que le potentiel V(r)) tandis que la FBR convien-
dra mieux aux opérateurs différentiels (V par exemple). Enfin, il est toujours
possible de passer d’une représentation i une autre.

Le choix de la base {®}n dépend bien évidemment du probléme & résoudre;
par exemple dans le cas d’un potentiel harmonique, une base appropriée sera
la base constituée des polyndmes d’Hermite. En chimie théorique, on rencontre
également les bases de Laguerre et de Legendre, constituées par les polyndmes
du méme nom. Dans tout les cas, la quadrature est facilitée par le fait que les
polyndmes sont orthogonaux. Les points {z;}» seront les zéros des polyndmes.

Dans la méthode de Fourier, nous avions choisi une base constituée par
N ondes planes et dans laquelle nous avions calculé Paction de T'. Cette base
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s’interpréte comme une FBR, la DVR associée est la fonction § discrétisée.
De plus, les points de collocation {z;} permettent une expression simple des
intégrales de recouvrement entre deux fonctions, ce qui s’interpréte comme une
quadrature pour Pexpression des produits internes.

1.3 Lien avec la théorie de 1’échantillonnage

I’établissement d’un paralléle entre la méthode de Fourier et la théorie
de I’échantillonnage permet de voir que toute les propriétés de cette méthode
découlent des propriétés de la transformée de Fourier. Nous allons aussi démontrer
la formule d’interpolation des fonctions d’onde qui constitue un des points forts
de cette méthode. Les idées du mapping (ou échantillonnage adapté) discutées
plus loin seront aussi mieux comprises. Enfin cela permettra de comprendre de
fagon beaucoup plus intuitive les effets liés & la discrétisation du probléme.

Pour rester cohérent avec les traités sur les transformées de Fourier, nous
raisonnerons sur les espaces conjugués temps et fréquence. Cela va sans dire que
les propriétés dégagées resterons valables avec les espaces position et impulsion.

1.3.1 Effet de la discrétisation et théoreme de Shannon

L’échantillonnage permet de représenter une fonction continue par certaines
valeurs discrétes séparées d’un intervalle T (6, dans 'espace des positions). La
fréquence d’échantillonnage est la quantité 1/7. Soit une fonction h(t) fonction
du temps, de transformée de Fourier H(f) fonction des fréquences. On suppose
le spectre de h borné et compris entre — fp,, et +f,,. En analyse numérique, il
est bien évident que 'on ne peut pas représenter h(t) de fagon continue, on est
obligé de la tronquer et de la discrétiser. Dans le cadre d’un échantillonnage
idéal, cela se réalise en multipliant la fonction h(t) par un peigne de Dirac. On
obtient la fonction A(t) definie par:

“+oo o]
h(t) = h(t) x > 6(t—nT)= +Z h(nT)(t — nT) (1.53)

nN=—0o0 n=—o0

La transformée de Fourier de & donne:

1 n 1 n
Hf)yrz 3 6(f-p =7 > HF-3) (154)

Ou * désigne le produit de convolution. Le spectre de h est donc démultiplié
a Dinfini du fait de la discrétisation avec une période F = . Si % est petit, les
spectres vont se chevaucher, conduisant & une perte d’information. Pour éviter
cela, il faut que la fréquence d’échantillonnage F' soit au moins égale a 2fn,, fm
étant la plus grande fréquence présente dans le systéme.
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Clest le théoreme d’échantillonnage de Shannon:

F>2fn (1.55)
Cette éguation devient en prenant les variables conjuguées r et p:
Ao
6, < 2o (1.56)

Si on a un probléme de longueur d’onde A, il faut échantillonner avec un pas
minimal de %

Revenons & un probléme de physique moléculaire: le mouvement de vibration
dans un puits de potentiel d’une molécule de masse réduite u' et d’énergie E, se
fait avec une impulsion P comprise entre

(voir figure (1.2):

-V 2U(E - Vb) <P< V QH(E ~ Vo) = Pies (1'57)

Le pas §, pour la discrétisation doit donc vérifier Péquation 1.56 ce qui
donne:

i
o wh (1.58)

S -Pma:v \/2u(E - Vb)

ou Vp est le minimum du potentiel.

On retrouve la formule usuelle fixant le pas de la grille [57]. Numériquement
nous veillons a toujours nous placer dans les conditions du théoréme de Shannon
afin de toujours représenter toutes les impulsions du probléme.

On définit habituellement la fréquence critique de Nyquist par la quantité

1
fc—‘if

ui représente la plus grande fréquence que 'on sera capable de représenter
q 1Y p q q P D

correctement avec une discrétisation avec un pas de 7. Toute les fréquences
supérieures seront mal représentées.

o

(1.59)

Remarque

En pratique, pour représenter une fonction vibrationnelle, il faut plus de
points que ne le prévoit le théoréme de Shannon. En effet, il faudra augmenter
légerement la densité de points afin de pouvoir représenter convenablement la
décroissance exponentielle des fonctions d’onde dans la région classiquement
interdite.
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Fic. 1.2 — Impulsion mazimale d’une molécule d’énergie E dans un puits de
potentiel

1.3.2 Théoréme de reconstitution de Shannon

Nous avons vu au cours du paragraphe précédent que le nombre de points
de grille nécessaire était déterminé en fonction de la longueur d’onde minimale
que Pon voulait représenter. Dans exemple ci-dessous (figure (1.3)) 564 points
de grille ont été utilisés pour calculer un niveau vibrationnel v = 332. La fonc-
tion d’onde a un aspect anguleux qui pourrait laisser penser qu’elle est mal
représentée. Le but de ce paragraphe est de montrer que les fonctions d’onde
échantillonnées par la méthode de Fourier ne subissent aucune perte d’informa-
tion. L encore ¢’est la théorie de ’échantillonnage qui nous permet de disposer
d’une formule d’interpolation permettant de reconstruire les fonctions d’onde &
partir de leurs valeurs aux points de grille.

Du fait de la discrétisation, le spectre de hi(t) est périodisé a I'infini avec une
période égale a % = F. Si on multiplie ce spectre par une fonction porte g (f)
non nulle seulement pour f compris entre —% et + i;—, on obtient le spectre
initial (au terme F pres).

+00
H()*F Y 6(f — nF)0p(f) = FH(S) (1.60)

== OO

Par ailleurs, & partir des propriétés des transformées de Fourier on a:

-+00
H(f)xF Y 6(f —nF) & k() (1.61)
Me(f) o F“":;f t (1.62)
H(f) & h(t) (1.63)
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Y(R)

Y(R)

Fi1G. 1.3 ~ Ezemple de fonction d’onde calculée avec la méthode de Fourier. Ici. le
niveau v = 332 du potentiel 1,(65+6pz/2) de Csy. En haut: avant interpolation.
En bas: aprés interpolation avec la formule 1.67

ol ¢ désigne la transformée de Fourier et * le produit de convolution.
L’équation 1.61 devient en prenant la transformée des deux menbres:

i) + F“’”‘”F b h)F (1.64)
Soit en utilisant 1.53
Z h( )6(t—-—) s””rF L (1.65)
d’ol:
oo sinﬂ'F(t— %)

n=—o0
Alnsi la seule connaissance des échantillons est suffisante pour représenter
la fonction sans perdre aucune information. C’est la force de la théorie de
Péchantillonnage et de la méthode de Fourier car ce que nous manipulons c’est
justement les échantillons de la fonction d’onde pris en chaque point de grille.
En pratique nous utilisons la formule (formule extraite de article Kokoouline
et al [58]):

Z o(R; )szn(wRR Rf?/)éz}&{R (1.67)
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1.4 Introduction d’une grille a pas variable

Nous avons considéré jusqu’a présent une grille a pas constant dont la densité
de points était suffisante pour pouvoir représenter toutes les fréquences d’oscil-
lation des fonctions d’onde. Nous avons vu au paragraphe 1.3.1 de ce chapitre
que seulement deux points par longueur d’onde étaient nécessaires. Un regard
sur la fonction d’onde représentée figure (1.1) permet de voir que la fréquence
d’oscillation dépend de la distance interatomique. En particulier, elle augmente
& mesure que 'on s’approche des points tournants, surtout le point externe.
Le pas de la grille adapté & la longueur d’onde minimale sera mal adapté aux
grandes distances inter-atomiques conduisant & un nombre de points de grille
beaucoup plus important que ce qu’il devrait étre. Ce probléme devient génant
lorsque nous étudions les collisions 4 basses énergies ot la taille de la grille doit
8tre choisie trés grande (voir chapitre 3 sur les résonances de Feshbach induite
par laser). En conséquence, les matrices trop grandes ne peuvent pas &tre traitées
numériquement avec des temps de calculs et un espace mémoire raisonnables.

Pour pallier ce probléme et réduire le nombre de points de grille, un échantillonnage
adapté (mapping en anglais) déterminé en fonction de la longueur d’onde de de
Broglie locale a été développé par V. Kokoouline [56, 57, 58]. On désignera par
Pacronyme MFGH la méthode de Fourier avec un échantillonnage adapté.

1.4.1 Principes de ’échantillonnage adapté

Le pas de grille minimal 4, est fixé par impulsion maximale Py, & travers
la relation 1.58. Cette relation fait intervenir la différence entre Pénergie E
du systéme et le minimum du potentiel d’interaction. L’échantillonnage adapté
consiste simplement & considérer non pas 'impulsion maximale définie par la
différence entre I’énergie E du systéme et le minimum du potentiel ¥y comme
dans 1.58 mais I'impulsion locale définie pour chaque R par la différence entre
I’énergie F et le potentiel V(R). La condition fixant le pas de la grille devient :

5(R) < = = mh (1.68)

Pmax \/2;1(E — V(R))

ol nous notons explicitement la dépendance en R du pas §,.. Afin de conserver
les propriétés de I'échantillonnage et des méthodes de grille (théoréme d’inter-
polation, quadrature de Gauss notamment) il faut disposer d’une grille & pas
constant. Il faudra donc introduire une deuxieéme grille dite grille de travail (wor-
king grid dans la littérature) différente de la grille physique de départ, définie
sur une deuxiéme coordonnée z, de pas (noté cette fois A;) constant.

On passe de la coordonnée z 4 la coordonnée R par le changement de variable
g(R) qui relie les deux grilles par la relation:

s
g'(R)

6,(R) = (1.69)

de sorte que
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A —
v =g(R) = /R -—————‘M (1.70)

Le choix du changement de variable ainsi que la transformation de ’ha-
miltonien qui en découle sont discutés en détails dans les références [56, 57].
Les avantages de I’échantillonnage adapté seront mis en évidence aux chapitres
suivants.

1.5 Avantages et inconvénients des méthodes de
grille

Les éléments de matrice de ’hamiltonien sont parfaitement connus et qui
plus est, de fagon analytique. L’algorithme ne nécessite par conséquent pas de
transformée de Fourier rapide (FFT). La diagonalisation de cette matrice four-
nit d’un seul coup (avec une précision arbitrairement élevée qui augmente en
fonction du nombre de points de grille) toute les valeurs propres du systéme
et tous les vecteurs propres associés la out des algorithmes du type Numérov
nécessitent une procédure itérative pour chaque fonction d’onde. La conver-
gence sur les énergies propres est assurée en se placant dans les conditions du
théoreme de Shannon pour le choix du nombre de points de grille. De plus, la
discrétisation de ’espace en espace vectoriel de dimension N et le choix de fonc-
tions de base orthogonaux permettent de retomber sur des relations usuelles des
espaces vectoriels discrets de dimension finie, relations & base de sommations
sur les composantes des vecteurs d’onde. Ceci est particuliérement avantageux
lors du calcul d’intégrales de recouvrement, de normes ou de constantes rota-
tionnelles.

On peut enfin étendre ces méthodes & un ensemble de M potentiels couplés.
Dans ce cas, ’hamiltonien sera représenté par une matrice NM x NM.

Dans un cas simple a deux potentiels V7 et V5 couplés par une interaction
électronique W, hamiltonien s’écrira:

_ (T 0 Vi W
merav=(7 2)4 (B ) )

Le systéme est résolu quelque soit la forme des potentiels moléculaires. Par
exemple pour des potentiels présentant une structure en double puits ol les
algorithmes itératifs classiques tel que Numérov s’appliquent plus difficilement.

L’inconvénient majeur des méthodes de grille est la taille des matrices &
diagonaliser. Dans un systéme & plusieurs voies, cette taille peut rapidement

devenir tres importante.

L’utilisation systématique des transformées de Fourier discrétes apparaissant
de fagon implicite & travers les éléments de matrices 1.52 et 1.71 conduit 4 P’appa-
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rition d’états parasites. Ces états non physiques semblent &tre les équivalents des
états fantdmes (ghost) connus des spectroscopistes par transformée de Fourier.
Leur présence est problématique lorsqu’on utilise la méthodes FGHR dépendante
du temps. En effet ces états figurent dans ’expression du propagateur et pro-
voquent donc une fuite de probabilité lors de la propagation en temps. L’in-
troduction d’un potentiel complexe en bout de grille numérique permet de les
supprimer. Enfin K. Willner a montré pendant son travail de these que 1’utili-
sation d’une grille de fonctions sinus et cosinus permet aussi de s’affranchir de
ce probléeme [60].

1.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce premier chapitre la méthode de grille de Fourier
pour résoudre I’équation de Schrédinger radiale. Nous avons tenté d’établir un
lien entre cette méthode et la théorie de I’échantillonnage afin de faire ressurgir
ses spécificités dont découlent ses avantages.

La formulation de notre probléme en terme d’équation aux valeurs propres
dans un espace de Hilbert discret de dimension finie, avec diagonalisation de
la matrice hamiltonienne apparait donc comme un outil trés performant pour
résoudre Péquation de Schrodinger.

Nous ne nous sommes intéressés jusqu’a present qu’au calcul des niveaux
vibrationnels d’une molécule. Au chapitre suivant, nous allons introduire la
méthode du potentiel optique qui permettra de calculer en plus la largeur d’un
niveau moléculaire prédissocié, ¢’est-a-dire en interaction avec un continuum de
prédissociation.
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Chapitre 2

Méthode du potentiel
optique

Nous avons vu au chapitre précédent la méthode de Fourier pour calculer
les énergies et les fonctions d’onde des niveaux rovibrationnels d’une molécule
diatomique. Nous allons nous intéresser maintenant a la méthode du potentiel
optique qui permet d’étudier un état discret couplé & un continuum. C’est cette
méthode implémentée dans celle de grille de Fourier que nous allons utiliser dans
les chapitres suivants pour étudier la formation de molécules par résonance de
Feshbach.

2.1 Introduction

Une résonance de Feshbach se produit lorsque deux atomes en collision dans
un continuum d’une voie ouverte ont une énergie relative égale & celle d’un état
lié d’une voie fermée couplée a la premiére (voir figure (2.1)). Ce processus est
équivalent en termes de description 3 une prédissociation moléculaire au cours
de laquelle un état rovibrationnel perturbé par un continuum, voit sa densité
de probabilité décroitre au cours du temps.

Une résonance est caracterisée par deux quantités: sa position E, et sa
largeur T'. L’effort numérique doit porter sur la détermination de ces deux pa-
rametres:

D’un point de vue spectroscopique, la largeur est une quantité mesurable.
Aussi une détermination théorique des largeurs peut aider & mieux in-
terpréter les spectres expérimentaux, voire de mettre en évidence des effets
de dynamique moléculaire.

~ L’étude théorique de la formation de molécules par résonance de Feshbach
suppose le calcul de taux de formation dans lesquels interviennent a la fois
la position et la largeur de la résonance.
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Fig. 2.1 ~ Schéma de principe d’une résonance de Feshbach ou d’une
prédissociation moléculaire. L’état lié d’une voie fermée Vy (trait plein) est per-
turbé par le continuum de la voie ouverte Vy. La résonance est caraterisée par
sa position E, et sa largeur I'. La courbe lorentzienne schématise le profil de la
résonance.

La méthode de grille de Fourier est trés performante pour calculer la po-
sition des niveaux moléculaires mais elle est mal adaptée a 1’étude d’un état
discret couplé & un continuum car elle ne permet pas de calculer facilement
la largeur d’une résonance. Afin de calculer & la fois la position et la largeur
d’une résonance, nous avons introduit la méthode du potentiel optique dans la

méthode de grille de Fourier.

Le but de ce chapitre est de présenter la méthode du potentiel optique. Avant
cela, nous en présentons deux anciennes : celle des coordonnées complexes et celle
de stabilisation.

Cette bréve revue est utile dans le sens oli la méthode du potentiel optique
découle en partie des ces méthodes. Nous mettrons aussi en évidence les points
communs et les différences qui existent entre elles.

2.2 Fonction d’onde associée & une résonance

En théorie des collisions, une fagon particulierement efficace de traiter les

résonances consiste & passer dans le plan des énergies complexes [84]. Les résonances

sont alors associées aux pdles de la matrice de diffusion S qui n’existent que
pour des énergies complexes (voir 'annexe A sur les rappels en théorie de la
diffusion). Les fonctions d’onde associées aux résonances ont un comportement
caractéristique dans la région asymptotique : elles correspondent a des ondes pu-
rement sortantes et divergent exponentiellement. On parle alors souvent d’états
de Siegert, du nom du physicien qui, le premier, a introduit ces notions dans le
cadre de la physique nucléaire [85].

Les méthodes numériques pour calculer les parametres (position et largeur)
des résonances tirent parti de ces propriétés. En effet, ’équation de Schrédinger
radiale avec les bonnes conditions aux limites asymptotiques n’admettra de
solutions que pour des énergies complexes. De ces énergies, on pourra tirer les
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positions et les largeurs des résonances en associant la partie réelle A la position
et la partie imaginaire a la demi-largeur (voir annexe A).
r

2.3 Meéthodes des coordonnées complexes, ou ro-
tation complexe

Comme nous avons écrit plus haut, une facon particulierement habile de
calculer les péles de la matrice S est d’étudier les solutions de I'équation de
Schrodinger radiale en fixant des conditions aux limites appropriées pour les
fonctions d’onde. Ces conditions aux limites sont les conditions de divergence
exponentielle des états de Siegert. C’est un probléme aux valeurs propres qui
admet des solutions seulement pour certaines énergies (les pdles), qui ne peuvent
étre que complexes.

La divergence pour R grand (R est la distance interatomique) empéche un
traitement numérique efficace. En effet, il sera trés difficile de développer ces
fonctions sur une base de dimension finie. De méme, tout calcul d’intégrale
est impossible: les états de Siegert sont des solutions non-normalisables de
I’équation de Schrédinger.

Pour remédier & cela, on définit une rotation complexe en posant le change-
ment de variable suivant [86, 87, 88, 89, 90]:

R = pe®? (2.2)

et Phamiltonien H devient fonction de 8

H(R) - H() 2.3)

Alors on peut montrer que @, solution de 'équation de Schrodinger tend vers
0 lorsque p tend vers l'infini pourvu que € remplisse certaines conditions. En
effet, suivant cette transformation, on obtient pour une onde purement sortante
e* B associde & une résonance. k est une impulsion complexe que I’on peut mettre
sous la forme k = Ke~%# (K et f positifs) :

eikR — eiKpcos(G—ﬁ)e—-Kpsin(G—nB) (24)

La fonction d’onde de résonance est exponentiellement décroissante pour
8 > [ et sera donc facilement développable sur une base de N fonctions.

L’introduction de coordonnées complexes nous donne des fonctions de résonance
qui ont maintenant un comportement similaire & celui des états liés exponentiel-
lement décroissant pour r grand. Ceci permet une autre approche dans le calcul
des résonances. Nous pouvons en effet traiter les états de résonance comme de
simples états liés. On pourra partir directement de Péquation de Schrodinger
aprés rotation et la résoudre de facon analogue & un calcul d’états liés. Entre
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autres, on pourra faire une théorie des perturbations ou un calcul variationnel
sachant que toutes les intégrales seront calculables.

L’énergie sera complexe et nous donnera la position et la largeur de la
résonance.

La puissance de cette méthode vient du fait qu’elle s’appuie sur un ensemble
de théorémes mathématiques (le théoreme dit Compler Coordinate Theorem
permet de connaitre le spectre de H(6) connaissant le spectre de H(R) [88]).
On peut retenir notamment que:

~ Les énergies des états liés d’un potentiel sont invariantes par la transfor-
mation complexe. En d’autres termes, le spectre 1ié est commun & H(R)
et H().

~ Les énergies du continuum sont tournées dans le demi-plan complexe
inférieur d’un angle 26.

- La position d’une résonance est indépendante de 4.

Il faut noter de plus que la fonction d’onde associée & un état 1ié est une
fonction réelle de r ou de pe? (suivant que I'on aura H(R) ou H(#)) tandis
que la fonction d’onde associée & une résonance est une fonction complexe de
R ou de pe?. Cela provient des conditions aux limites complexes imposées aux
fonctions d’onde des résonances.

L’état 1ié doit vérifier des conditions aux limites réelles.

De plus, le fait que les énergies soient complexes n’est pas lié & la transfor-
mation R — pe®® mais vient de la nature complexe des fonctions d’ondes de
résonance.

2.4 Méthode de stabilisation de Hazi et Taylor

Cette méthode a été developpée par Hazi et Taylor [91] pour déterminer les
énergies de résonances pour des probléemes de diffusion.

La méthode consiste & calculer la matrice de ’hamiltonien exact du probléme
de diffusion dans la base des N premiéres fonctions propres de Poscillateur har-
monique (polynémes d’Hermite), (& priori, tout autre choix de base doit étre
équivalent, nous suivons ici le choix fait dans [91]) puis & diagonaliser cette ma-
trice de fagon & obtenir les valeurs propres et les fonctions propres associées.

L’expérience numérique montre que dans le cas d’un potentiel avec une
barriere (résonance de forme), certaines énergies restent trés peu modifiées par
rapport & d’autres lorsqu’on augmente le nombre de fonctions de base. Ces
énergies stables se trouvent étre trés proches des énergies de résonances de
références calculées en intégrant 1’équation différentielle de la diffusion pour
une énergie F et en choisissant les bonnes conditions aux limites.
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Les énergies de résonances sont déterminées plus précisement en étudiant le
comportement des énergies propres en fonction du nombre N de fonctions de
base.

2.5 Meéthode du potentiel optique

Le potentiel optique est un potentiel purement imaginaire, non nul seule-
ment aux grandes distances interatomiques et qui absorbe une fonction d’onde
en introduisant des termes dissipatifs dans I’équation de Schrédinger. Voyons
de quelle fagon.

Soit ¥(R,t) la fonction d’onde associée & une particule dans un puits de
potentiel, solution de 'équation de Schrédinger dépendante du temps:

;) R
iz ¥ (RE) =[5 A+ V(R)U (R (2.5)

Les notations sont les mémes que précédemment.

On suppose dans un premier temps que le potentiel est réel.

En multipliant I’équation de Schrédinger par ¥*(R,t) et en soustrayant
I’équation complexe conjuguée, on obtient (en posant P(R,t) = $¥*):

iﬁ(%P(R,t) = —%[‘I’*(R,t)A\IJ(R,t) - AU (Rt)¥(R,2)] (2.6)
On définit le vecteur courant de probabilité par:
J(Rt) = %[\P*(R,t)V‘II(R,t) - VI*(RH)T(R,L)] (2.7
D’ol
%P(R,t) +div(J) =0 (2.8)

Pour un état stationnaire, on a:

div(J) =0 (2.9)

On trouve que dans le cas d’un potentiel réel, on a conservation du flux du
vecteur courant de probabilité.

On suppose maintenant que Pon a un potentiel complexe, et en faisant la
méme manipulation algébrique on trouve:

%P(R,t) +div(J) = (V(R) = V*(R))®*¥ = 2ImV(R)P(Rt)  (2.10)

Ce qui devient pour un état stationnaire:
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div(J) = (V(R) — V*(R))T*¥ (2.11)

Ainsi dans le cas d’un potentiel complexe, le flux du vecteur courant de
probabilité n’est pas nul. Cette fuite de probabilité pour un état stationnaire
correspond au flux perdu par les dissipations modélisées par le terme complexe.

Les potentiels optiques sont beaucoup utilisés en méthodes numérigues lors
de calculs dépendants du temps pour absorber les paquets d’ondes en fin de
grille [92]. Le probléme est le suivant: un paquet d’ondes dans un potentiel
répulsif se propage jusqu’aux grandes distances interatomiques. Arrivé en fin de
grille, il se trouve face & une barriére de potentiel (artificielle) infinie et est donc
totalement réflechi donnant naissance & une onde stationnaire et & des termes
d’interférences parasites. Pour remédier & cela, on place un potentiel absorbant
qui va amortir le paquet d’ondes lorsque celui-ci arrive en fin de grille. Une autre
possibilité beaucoup plus triviale consisterait & prendre une grille suffisammment
grande de fagon & pouvoir suivre P’évolution du paquet d’ondes sur des temps
suffisamment longs sans avoir de réflexion. Cette derniére solution est bien siir
& proscrire car trop cofiteuse en temps de calcul et en espace mémoire.

La méthode du potentiel optique pour calculer les énergies et les largeurs des
états quasi-liés dans une approche indépendante du temps, a d’abord été intro-
duite par G. Jolicard et E. Austin en 1985 [73, 74]. Son utilisation en physique
moléculaire lors d’études de phénomeéne de prédissociation par une méthode sta-
tionnaire a été effectuée pour la premiére fois par Monnerville et Robbe [93].
Maintenant, ¢’est une méthode trés souvent utilisée en physique des collisions
et en physico-chimie [94, 93].

Le potentiel optique est une méthode plus récente que les coordonnées com-
plexes. Elle est plus simple d’utilisation et est bien adaptée aux calculs en phy-
sique moléculaire. Nous verrons que ces deux méthodes sont équivalentes.

2.5.1 Principe

Pour discuter les principes, nous nous placerons dans le cadre d’un modele
4 deux états.

Le potentiel optique est placé en fin de grille numérique (voir figure (2.2))
pour absorber les fonctions d’onde. Si on choisit le potentiel de facon & minimi-
ser les réflexions, 'amplitude de I'onde réfléchie sera pratiquement nulle. Ainsi,
la solution de équation de Schrédinger radiale se comportera comme une onde
purement sortante. On obtient alors clairement une fonction d’onde associée a
une résonance. On peut dire en d’autres termes, que Pintroduction du potentiel
optigque donne aux solutions de ’équation de Schrodinger la bonne forme asymp-
totique pour étre fonction propre d’une résonance. Ainsi, avec ces conditions aux
limites complexes, la diagonalisation de la matrice hamiltonienne donnera des
valeurs propres complexes dont nous extrairons la position et la largeur.
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De plus, le potentiel optique absorbera I'onde sortante. En fin de grille, 'onde
sortante tendra exponentiellement vers 0, et sera donc de carré intégrable.

FiGc. 2.2 - Implémentation du potentiel optique (trait tireté) en fin de grille
numérique. Bien que le potentiel soit immaginaire, on le représente ici avec les po-
tentiels moléculaires réels. L’onde sinusoidale schématise les fonctions du conti-
nuum que Uon cherche a absorber.

Aprés introduction du potentiel optique, notre matrice hamiltonienne s’écrira
(toujours dans le cadre d’un modele A deux états):

3 (T o0 Vi W
perav=(T ) (B, ") e

Le potentiel optique est introduit uniquement sur la voie ouverte V5 car ce
sont les états du continuum que nous devons absorber.

2.5.2 Etude de la forme des fonctions d’onde dans la méthode
du potentiel optique

Sur le graphique (2.3), on distingue deux régions particulieres: la région I
ot le potentiel moléculaire a atteint sa valeur asymptotique prise comme origine
des énergies et ou le potentiel optique est encore nul et la region II o1 le potentiel
optique, non nul, absorbe les fonctions d’onde.

A cause des conditions aux limites imposées par le potentiel absorbant, les
énergies seront complexes et notées £ = E, —iFE;, E; > 0. On définit également
P'impulsion complexe K telle que K =k, +ik; et £ = %—ni

On suppose qu’il n’y a aucune réflexion sur le potentiel optique, c’est-a-dire
qu’on suppose que ce dernier est parfaitement absorbant. La fonction d’onde
¥(R) aura alors une composante purement sortante (cf paragraphe précédent).

Dans la région I

On a:
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potentiel optique

potentiel
moleculaire

F1G. 2.3 ~ Représentation des potentiels (non ¢ ’échelle) et leur localisation
dans la méthode du potentiel optique. Ici aussi le potentiel optique imaginaire
est représenté dans un plan réel. De plus, pour rendre la figure plus compacte,
nous avons représenté —Vp,

¥(R) x 'F (2.13)

avec
K =k, +ik; K o (E, —iE;)Y/? (2.14)

d’ou
U(R) x eihrBekil ki >0 (2.15)

L’état de Siegert correspond comme on peut le voir d’apreés ’expression
précédente & un terme oscillant e?*~# d’une particule libre de vecteur d’onde k.
modulé par un terme exponentiellement divergent e,

On a de plus (A= 1):

I K2 K2—k  kk
N

E.—itEi=FE —ir-=—= 2.1
i i3 5 5 p (2.16)
Soit :
L2 1.2
B, =k (2.17)
2p

r g kr

- = koK = v, k; en posant v, = — (2.18)

2 [z B

Ainsi, la largeur d’une résonance est proportionuelle & la croissance expo-
nentielle de sa fonction d’onde.
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Fic. 2.4 - Exemple d’état de Siegert calculé par la méthode du potentiel optique.

Dans la région II

¥(R) est toujours proportionnelle & e ®, mais cette fois, K est proportion-

nel & (E, —iE; —iV,,)}/? car le potentiel optique est non nul dans cette région.
Le potentiel absorbant a une forme exponentielle ou polyndmiale, donc lorsque
7 devient grand, Vope >> Ej, et K est alors proportionnel a (B, — iV,,)'/2.
Cette fois k; < 0 car Vops > 0 et

U(R)  eifrBekiR (2.19)

est exponentiellement décroissante.

11 faut noter que la décroissance de la fonction d’onde ne commence pas 13 o
commence le potentiel optique, elle commence 13 ol sa valeur est suffisamment
importante.

Sur la figure (2.4), pour une énergie arbitraire située au dessus de la limite
de dissociation d’un potentiel de Lennard Jones (12,6), on peut remarquer trés
clairement la croissance puis la décroissance exponentielle de Pamplitude de la
fonction d’onde. On peut remarquer également le caractére état lié de cette
fonction, elle est en effet nulle aux bornes de la grille.

2.5.3 Choix du potentiel optique

Le choix du potentiel optique se fera de fagon & minimiser au mieux les
réflexions de la fonction d’onde. Plusieurs travaux ont déja été effectués dans le
but de déterminer des potentiels idéaux permettant une trés bonne absorption
des fonctions d’onde [95, 96, 97]. Tous sont basés sur une approche dépendante
du temps. Une étude complete des propriétés absorbantes de différents potentiels
a été menée par Vibok et Balint-Kurti [98]. Nous avons utilisé ces travaux pour
déterminer nos potentiels. Ils proposent pour différentes formes de potentiel
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(exponentielle ou polyndmiale) des parameétres optimaux intervenant dans la
forme des potentiels afin d’obtenir ’absorption désirée.
Nous verrons dans les paragraphes suivants (2.5.4 et 2.5.5) que nous pouvons
vérifier dans une méthode stationnaire si la fonction est correctement absorbée.
Enfin la forme du potentiel ainsi que les parameétres le caractérisant (ampli-
tude, longueur etc.) seront discutés dans les chapitres d’application.

2.5.4 Un regard dans I’espace des impulsions

Nous avons introduit des énergies complexes pour les résonances et discuté
la forme des fonctions d’onde associées dans ’espace des positions. Nous allons
& présent nous intéresser a la forme de la fonction d’onde dans ’espace des
impulsions.

Cela peut étre judicieux car Pon sait qu’en ’absence du potentiel optique,
nous calculons les états stationnaires de diffusion qui, & la limite asympto-
tique, sont des fonctions sinusoidales plus ou moins déphasées. Ces états sont
par conséquent une superposition d’une onde entrante et d’une onde sortante
(sin(kR) x e*F —e~#R) et I'on s’attend lorsque I’on regarde la distribution des
moments en prenant la transformée de Fourier de la fonction d’onde, & obtenir
deux pics en *k.

En présence du potentiel optique, la composante entrante est nulle, on ob-
tiendra alors un seul pic pour k positif, 'autre pic & —k aura une amplitude plus
ou moins importante suivant que le potentiel optique est plus ou moins efficace.

Avec la méthode FGHR, le calcul de la transformée de Fourier de la fonction
d’onde s’effectue facilement (cf chapitre 1):

—i2mkx

N
1
ar = % Zzb(a:j)e_’:—i (2.20)
Jj=1

Sur la figure 2.5 sont représentés trois fois le méme état d’énergie 107% u.a.
au dessus de la limite asymptotique d’'un potentiel de Lennard-Jones (12,6) dont
la forme analytique est:

A B
R
avec dans notre cas A =6, B=12et C =3 x 1078

VEI(R) = C( (2.21)

Nous avons représenté la fonction d’onde (gauche) et sa transformée de Fou-
rier (droite) sans potentiel optique (ligne a): on retrouve les états de diffusion
usuels avec deux pics en +k et —k dans Pespace des moments. Ligne c: le po-
tentiel optique absorbe parfaitement la fonction d’onde: la composante —k est
totalement supprimée et la fonction d’onde a un comportement divergent aux
grandes distances. Ligne b: avec un potentiel optique mal adapté: la compo-
sante -k est atténuée mais pas totalement supprimée. Des oscillations parasites
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apparaissent toujours sur la fonction d’onde.

(b

)
)

(a

(©)

0 i0 20 30 40 50 60 -5 -3 -
R (ay) k (arbitrary unit)

L
i
it

Fi1G. 2.5 - Ezemples de fonctions d’onde (gauche) et leur transformée de Fourier
(droite) d’un état situé au dessus de la imite de dissociation (107% u.a.) d'un
potentiel de Lennard-Jones. (a) sans potentiel optique. (b) avec un potentiel mal
adapté. (¢) avec un potentiel parfaitement absorbant.

Outre Dillustration des concepts présentés auparavant, la transformée de
Fourier des fonctions d’onde nous ameénera au cours du paragraphe suivant &
introduire un critére de convergence, pour les largeurs calculées, extrémement
précis et facile a mettre en oeuvre numériquement.

2.5.5 Choix d’un nouveau critére de validité des résultats

Dans les références [73, 74, 93], les tests de convergence de la partie imagi-
naire des énergies complexes consistent & étudier la stabilité des parties réelles
et imaginaires lors de variations de la position du potentiel optique et des pa-
rametres le caractérisant. Les résultats doivent étre indépendants de la position
du potentiel. Nous proposons un test plus facile et plus précis pour s’assurer de
la convergence des résultats.

Nous avons en fait déja résolu ce probleme lors du paragraphe 2.5.4. En ef-
fet, il suffit de regarder dans I’espace réciproque amplitude de la composante
entrante de la fonction d’onde. Si cette derniére est nulle, le potentiel trés bien
adapté ne crée aucune réflexion, la fonction d’onde est purement sortante, on
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obtient un état de Siegert. Si elle est non nulle, alors le potentiel est mal adapté.
On peut aboutir au méme diagnostic en regardant les fonctions d’onde puisque
les réflexions vont créer des oscillations caractéristiques des états stationnaires.

L’intérét est que grace a la méthode de grille de Fourier, cela se fait tres
facilement. En effet, aprés diagonalisation, nous avons toutes les fonctions d’onde
et leur transformée de Fourier s’obtient aisément & I'aide de la formule 2.20.

2.5.6 Lien avec les méthodes précédentes

Dans le principe, la méthode du potentiel optique est trés proche des méthodes
de coordonnées complexes et de stabilisation. Elle a avec ces dernieres de nom-
breuses analogies mais elle a aussi ses spécificités.

Lien avec la méthode des coordonnées complexes

Les méthodes du potentiel optique et des coordonnées complexes consistent
toutes les deux a fixer des conditions aux limites complexes de facon 3 avoir une
onde purement sortante. Dans le premier cas ¢’est avec un potentiel absorbant,
dans le second cas c’est avec un changement de coordonnées.

Toutes les deux permettent également de disposer de fonctions d’onde de
carré intégrable (nous avons vu que les fonctions d’ondes absorbées tendaient
vers 0 en bout de grille).

Tl faut remarquer que la nature complexe des énergies de résonance vient de
la nature méme des fonctions d’onde de résonance et non pas de Pintroduction
de termes complexes dans I'hamiltonien. En effet le potentiel optique est uni-
quement 13 pour donner aux fonctions d’onde la forme d’une onde purement
sortante (cet aspect a déja été énoncé dans le paragraphe sur les coordonnées
complexes). E =< BI|H|¥? > (ot I et T? sont respectivement les vecteurs
propres de H a gauche et 3 droite, sont adjoint I'un de 'autre et forment une
base bi-orthogonale de H) sera complexe méme si H est réel pour peu que |‘I’d >
soit fonction propre d’une résonance.

Il y a une grande différence cependant entre la méthode du potentiel op-
tique et la méthode des coordonnées complexes. En effet, cette derniére est tres
rigoureuse sur le plan mathématique. Des théorémes [86, 87] concernant le com-
portement des résonances vis-a-vis des changements dans les parametres de la
transformation ont été demontrés, de méme en ce qui concerne ’étude analytique
des fonctions d’onde ou I'étude du spectre de hamiltonien transformé (théoréme
des coordonnées complexes par exemple). La méthode du potentiel optique ap-
parait plus comme une astuce numérique, moins rigoureuse mathématiquement.
Enfin, le potentiel agit comme une perturbation sur le systéme, ce qui risque
de changer notablement le spectre de 'hamiltonien. Aussi, il faudra veiller a ce
que le potentiel optique ne perturbe pas trop le systéme.
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Lien avec la méthode de stabilisation

La premiére analogie avec la méthode de stabilisation est que nous diagona-
lisons la matrice hamiltonienne pour obtenir les énergies propres et les fonctions
propres. La différence intervient & ce niveau 1 sur le choix des fonctions de base.

Il faut remarquer aussi que le critére de stabilité a longtemps été proposé
dans la méthode du potentiel optique pour identifier les résonances.

Les fonctions d’onde de résonance seront de carré intégrable, ce qui veut dire
que nous pourrons les développer sur une base finie de fonctions avec une bonne
précision. Plus nous augmenterons le nombre de fonctions de base (le nombre
de point de grille dans notre cas), meilleure sera la précision (de méme que
pour un état 1ié). Nous aurons ainsi stabilisation des positions et des largeurs
par 'augmentation du nombre de point de grille, comme dans les méthodes de
stabilisation.

En quelque sorte, la méthode du potentiel optique est une méthode de stabili-
sation avec des conditions aux limites asymptotiques complexes. C’est pourquoi
on peut obtenir directement les largeurs avec la méthode du potentiel optique
et non pas avec la méthode de stabilisation.

2.5.7 Avantages et inconvénients de la méthode du poten-
tiel optique

Le potentiel optique est tres facile & mettre en oeuvre puisqu’il suffit d’ajou-
ter un potentiel purement imaginaire sur la voie dissociative. Aussi la validité
des résultats est garantie par la forme des fonctions d’onde et leur transformée
de Fourier. De plus on trouve dans la littérature des potentiels avec des jeux
de parameétres appropriés qui permettent d’absorber correctement une fonction
d’onde pour peu que l'on connaisse ’énergie cinétique asymptotique.

En contrepartie, nous avons a diagonaliser une matrice complexe, ce qui est
plus coliteux en temps. Aussi des calculs & plus de trois voies ne peuvent pas
étre effectués sans mapping.

Enfin cette méthode ne s’applique que pour les résonances isolées, 13 ou le
profil lorentzien de la résonance permet de définir une largeur. Si ce n’est pas le
cas, il faudra utiliser des méthodes d’équations couplées permettant d’obtenir
le vrai profil de la résonance.

2.5.8 Test sur ’efficacité de la méthode

Afin de tester la précision du potentiel optique, nous avons comparé cette
méthode avec les résultats donnés par le programme LEVEL 7.1 de R. J. Le
Roy [99] qui résout P’équation de Schrédinger radiale aussi bien pour les états
liés que quasi-liés.

Nous avons utilisé un potentiel modele de Lennard-Jones (12,6) avec une
barriere centrifuge et nous avons déterminé par les deux méthodes la position
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programme LeRoy potentiel optique

v J Ex(ua) [(ua) Er(ua) I'(ua)

0 31 183.8446 1.5608e-7 183.8445 2.5066e-7
0 32 243.419 4.385e-5 243.419 4.576e-5
0 33 303.92 2.6645e-3 303.92 2.7827e-3
0 34 365.047 5.777e-2 365.047 6.047e-2
0 35 426.315 0.56379 426.321 0.59147
0 36 487.347 2.8429 487.329 2.9704
0 37 548.694 8.9864 548.276 8.9847
1 26 110.016 5.4337e-6 110.016 5.7218e-6
1 27 153.027 1.4088e-3 153.027 1.3946e-3
1 28 196.396 6.0414e-2 196.396 5.9913e-2
1 29 239.529 0.77038 239.529 0.76521
1 30 282.205 4.0907 282.056 3.9671
2 21 57.2459 4.9529e-5 57.2459 4.8597e-5
2 22 86.2652 1.38008e-2 86.2651 1.34215e-2
2 23 115.133 0.395 115.131 0.385

2 24 143.519 2.9002 143.377 2.7431
3 16 23.383 1.2202e-4 23.383 1.1665e-4
3 17 41.1111 5.4253e-2 41.1105 5.1883e-2
3 18 58.4954 1.0544 58.4528 0.9985
4 11 5.3836 2.4691e-5 5.3835 2.3416e-5
4 12 14.6120 8.9545e-2 14.6099 8.3546e-2
4 13 23.7103 1.5207 23.5568 1.3033
5 7 2.6666 4.825e-2 2.6631 4.35%¢-2

TAB. 2.1 -~ Comparaison entre deur méthodes pour les positions et les largeurs
des résonances de forme d’un potentiel de Lenard-Jones (12,6). Un potentiel
optigue exponentiel a été utilisé [98] avec une amplitude de 0.00025 ua et une

longueur de 80 va sur une grille numérique de 70 ua et 870 points

et la largeur de la résonance de forme. Les résulats pour différents v et J,
respectivement nombre quantique de vibration et rotation, sont compilés table
(2.1). La précision sur les positions est excellente et elle est trés bonne pour les
largeurs. Il faut cependant remarquer que lorsque les largeurs sont trés petites,
la difference relative entre les deux méthodes est plus grande (tout en restant
acceptable). La précision de la méthode du potentiel optique sera démontrée
également au cours des prochains chapitres.
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Chapitre 1

Formation de dimeres de
césium par résonances de
Feshbach stabilisées par
émission spontanée

Dans les deux premiers chapitres de cette thése, nous avons présenté les
méthodes numériques employées pour étudier la prédissociation moléculaire et
les résonances de Feshbach. Ce troisieme chapitre est consacré & une premilre
application. En effet, il s’agira ici d’étudier un processus de formation de diméres
de césium par résonance de Feshbach a énergie thermique.

1.1 Introduction

De fagon générale, nous nous proposons d’étudier la formation de molécules
par résonance de Feshbach dans les collisions atomiques ott au moins un des
atomes est dans un état excité. Le processus comprend deux étapes: la collision
entre deux atomes libres qui permet, via la résonance, de former une molécule
dans un état excité, puis ’émission spontanée vers un niveau vibrationnel d’un
état électronique fondamental conduisant 3 la formation d’une molécule stable.
Ce processus est représenté figure 1.1.

Laréaction modele 1.1 peut s’appliquer a plusieurs situations et pour différents
domaines de température. A énergie thermique, des atomes peuvent se retrou-
ver dans un état excité, soit par collisions, soit par transition laser, puis subir
une collision et former une molécule. Nous verrons au chapitre 5 que la réaction
de photoassociation peut étre traitée comme une résonance de Feshbach. Clest
donc toute une classe de phénomeénes qui peut se ramener, en terme de descrip-
tion, au processus décrit au début de cette introduction et que nous pourrons
étudier avec la méthode FGHR+OP.
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Fia. 1.1 - Schéma général de la formation de molécules par résonance de Fe-
shbach. Deux atomes en collision dans un état excité (1) peuple une résonance
(2) et se désexcitent pour former une molécule stable dans un état fondamental

(3)-

Nous avons adopté une approche nouvelle par rapport aux précédents tra-
vaux réalisés au laboratoire Aimé Cotton. En effet, plutét que de calculer le
recouvrement entre fonctions d’onde initiale et finale suivant une approche per-
turbative [53, 54], nous calculons directement les largeurs et les positions des
résonances afin d’en déduire une section efficace pour la réaction. Cette section
efficace intervient ensuite dans ’expression du taux de formation de molécules.
Aussi, comme nous 'avons déja évoqué au chapitre 2, la méthode du potentiel
optique est largement utilisée en physico-chimie pour des calculs de résonances,
mais essentiellement pour des études de prédissociation moléculaire [93] ou de
collisions. Ici, nous nous intéressons & la formation de molécules.

Un mécanisme de formation de molécules de C'sy dans une cellule en présence
de champs lasers a été observé dans Pexpérience sur la violation de la parité a
I’Ecole Nornale Supérieure de Paris [100]. Le mécanisme, représenté figure (1.2),
est le suivant [101]:

Deux atomes de c¢ésium, 'un dans son état fondamental 6s ’autre dans
I’état excité 6p subissent une collision via 1'état 3X7(6s + 6p) et forme une
molécule dans un niveau vibrationnel de I’état excité C*II, couplé au premier
par Pinteraction de spin orbite:

Cs(6s) + Cs(6p) — Cs2(3TtH (65 + 6p)) — Cs2(C L, (65 + 5d)) (1.1)

Une résonance de Feshbach étant réversible, pour obtenir des molécules
stables dans leur état fondamental, il faut introduire I’émission spontanée: une
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fois formées dans un niveau vibrationnel de état C1I1,(6s + 5d), les molécules
peuvent se désexciter vers I’état fondamental *TF (65 + 65):

Cs(6s) + Cs(6p) — Cs2(C' 1, (65 + 5d)) —' ST (65 + 6s) + hv (1.2)
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Fic. 1.2 - Schéma de formation de molécules dans 1’état fondamental
X 1}3;(65 + 6s) de Csy par émission spontande via une résonance de Feshbach
entre états moléculaires excités

L’étude de cette réaction a servi de premiere application 3 notre méthode.
Elle nous a en outre permis de tester sur un cas concret tout le formalisme
présenté précédemment : calcul des positions et largeurs des résonances, valida-
tion de notre critere de stabilité, expression du taux de formation de molécules.

Ce travail a fait ’objet d’une publication & European Physical Journal D.
L’article, que nous nommerons ensuite article I, figure 4 la fin de ce chapitre.
Nous y rappelons les principes de la méthode et les bases de notre modéle (pa-
ragraphe 2). Les résultats obtenus ainsi que la mise en évidence de Pefficacité
de ce processus sont décrits en détails aux paragraphes 3 et 5.

Dans ce préambule & article, nous allons seulement revenir en particulier sur

I'interprétation qualitative de la variation des largeurs en fonction de Pénergie
et sur l'estimation du taux de formation de molécules.
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1.2 Etude théorique du processus de formation
de molécules

1.2.1 Hamiltonien du systéme

Nous nous sommes placés en représentation diabatique par rapport a inter-
action de spin-orbite. La méthode de grille de Fourier s’utilise plus facilement
dans cette base [56] car Uinteraction radiale s’annule (voir annexe C).

Afin de mettre en évidence l'effet de chaque potentiel dans la dynamique
moléculaire, nous avons considéré d’abord un modeéle & deux états puis un
modele A trois états. Le modele & deux états fait intervenir soit le potentiel
C'I1, couplé au potentiel 3TF, soit le potentiel 3L, aussi couplé & 'état .
Le modele 3 trois états prend en compte les trois potentiels précédents.

L’hamiltonien s’écrit pour le modeéle a deux états:

- _ T1 0 C’lﬂu ou BHu I/Vu
H=T+V= ( 0T ) + ( Wis S5+ _ iVopt (1.3)

et pour le modele & trois états:

n 0 0 cm, 0 Wiz
H=T+V=| 0 T3 0 |+ 0 °mL, Was (1.4)
0 0 T Wiy Was 358 —iVop

ol les termes W;; sont justement les interactions couplant les voies i et j.
—iVopt est le potentiel optique ajouté en fin de grille de maniére & fixer de
bonnes conditions aux limites asymptotiques (voir chapitre précédent). Nous
avons utilisé les potentiels calculées par Aubert-Frécon et al [102] qui s’étendent
jusqu’s 140 ua.

1.2.2 Modélisation de ’'interaction

Dans la base diabatique du cas (a) de Hund, les termes non diagonaux de
Phamiltonien électronique correspondant & Pinteraction de structure fine res-
ponsable de I'interaction ne sont pas connus. En revanche, les courbes du cas
(¢) qui prennent en compte la structure fine, ont été calculées [102].

Ces courbes correspondent & un choix adiabatique puisque Phamiltonien
électronique incluant 'interaction de structure fine est diagonal (les courbes
présentent des croisements évités). Pour disposer de courbes diabatiques, nous
avons diabatisé les courbes du cas (c) et avons modelisé I'interaction de structure
fine par un couplage gaussien centré au point de croisement des potentiels:

, R - Rinty?
Wii(R) = WZ;‘tezp< - —(———gﬂ————>

ij

(1.5)
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W, 12 T’V2 3

Wint (ua) 1.75.10~4 3.5.10™4
Wt (ua) 0.3 0.6
R (ua) 9.7 11.6

TAB. 1.1 - Parameétres utilisés dans la modélisation de Uinteraction de structure

fine

ou I/Vf}“ et wf;-” sont I'amplitude et la largeur de l'interaction gaussienne
entre les potentiels i et j et olt R}}” est le point de croisement.

Les parametres sont ajustés de sorte que la diagonalisation de la matrice
d’énergie potentielle diabatique dans laquelle l'interaction gaussienne corres-
pond au terme non diagonal redonne bien les courbes adiabatiques. Les inter-
actions utilisées dans notre modéle sont représentées figure (4) de Particle. Les
parametres optimaux figurent table 1.1.

1.2.3 Choix du potentiel optique

Dans leur article, Vibok et Balint-Kurti [98] ont étudié différents poten-
tiels optiques de forme polyndmiale ou exponentielle. Leur travail a consisté
& suivre ’évolution d’un paquet d’ondes lorsque ce dernier subissait, au cours
de sa propagation, Peffet d’un potentiel complexe. Ils donnent, pour chaque
type de potentiel et en fonction de I’énergie du paquet d’ondes, les parametres
a utiliser pour obtenir un maximum d’absorption. Nous avons choisi la forme
exponentielle donnée par la formule ci-dessous:

—-2L
Vopt pueed A51\roptefl,‘p<-—]%“——]%§i;> (16)

As est amplitude du potentiel, Loy sa longueur, Rop le point de départ
(c’est-a-dire que Vo est nul pour R < Rypt)-

Ce potentiel présente le double avantage d’avoir de trés bonnes propriétés
absorbantes tout en restant compact (au moins pour des problémes & énergie
thermique, nous verrons au chapitre 3 que ce ne sera plus le cas lors de collisions
froides).

Pour le domaine d’énergie que nous voulons absorber (voir figure 1.2), nous
avons utilisé les parametres suivants: As = 0.006a.u., Lop: = 3a.u. , Nop =
13.22, Ropt = L — Lope. L est la taille de grille numérique.

Le potentiel optique est placé en bout de grille numérique, 1& ou les poten-
tiels ont atteint leur valeur asymptotique. L’interét de placer le potentiel loin
de la zone d’interaction est que, dans ce cas il perturbe peu le systéme et on
absorbe les fonctions d’onde lorsqu’elles ont leur forme asymptotique. La bonne
absorption des fonctions d’onde est vérifiée suivant le critere discuté au chapitre
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2 et rappelé dans article 1, & savoir, on regarde la forme de la fonction d’onde
et sa transformée de Fourier. Nous avons testé également la convergence des
résultats en fonction de la taille de la grille numérique [93]. La figure (6) de
Particle I illustre ce point. Sur cette figure on peut voir que les résultats ont
convergé dés une grille de 30 ua. L'examen des résultats avec notre critére de
validité permettait déja de s’en assurer aprés les calculs avec une grille de 30 ua.
C’est donc une maniere trés précise et trés facile & mettre en oeuvre car elle ne
nécessite pas de test de convergence impliquant plusieurs calculs avec différentes
tailles de grille.

1.2.4 Identification des résonances

Par suite de la diagonalisation de la matrice hamiltonienne, les énergies des
niveaux liés prédissociés des états moléculaires attractifs seront mélangés avec
des états du continuum du potentiel dissociatif EF. Méme si le critére de stabi-
lité de Monnerville et Robbe [93] donne une bonne indication quant & Pidentifi-
cation des résonances du fait de la stabilité des parties réelle et imaginaire dans
une variation de la taille de la grille, il n’est pas pratique & mettre en oeuvre des
que le nombre des résonances est grand ou que la densité d’état du continuum
est importante. Nous avons donc implémenté une procédure d’identification et
d’isolement des résonances. Celle-ci consiste & calculer la norme entre les points
tournants de la composante sur la voie fermée de chaque fonction propre. Par
définition, I’état résonant sera celui qui a la norme la plus importante.

1.3 Reésultats

Les résulats du calcul des positions et des largeurs pour les différents modeles
sont décrits et analysés dans Darticle I (figures 6, 7 et 8). Nous n’allons pas y
revenir dans ce paragraphe. En revanche, nous allons commenter plus en détails
le comportement des largeurs en fonction de I’énergie.

1.3.1 Modele a deux états

Sur la figure (6) de P’article sont représentées les positions et les largeurs des
niveaux vibrationnels (avec J = 0) du potentiel C*TI, prédissocié par l’etat 357
dans un modele & deux états et pour différentes valeurs pour la taille de la grille.

Les largeurs présentent des oscillations en fonction de ’énergie dont 1’ampli-
tude diminue 3 mesure que ’on s’approche du seuil de dissociation du potentiel
Cci,.

L’oscillation des largeurs en fonction de la position des résonances est un
phénomene purement quantique. et s’interpréte qualitativement en termes de
principe de Franck-Condon [103]. Elles résultent de la variation en fonction de
I’énergie de Pintégrale de recouvrement entre les fonctions d’onde liées et du
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continuum causée par la variation de leur phase relative. Cela est schématisé
sur la figure (1.3). Pour trois niveaux vibrationnels d’un puits de potentiel,
nous avons représenté la variation de la position du dernier lobe de la fonction
d’onde liée. Pour le niveau 1, le lobe se superpose au maximum de 'amplitude
de la fonction d’onde du continuum (schématisée par la courbe sinusoidale).
L’intégrale de recouvrement entre ces deux fonctions sera maximale et la lar-
geur de prédissociation de ce niveau sera grande. Inversement, pour le niveau 3,
le lobe se superpose & un noeud de la fonction d’onde du continuum : la largeur
sera nulle. Le niveau 2 correspond & un cas intermédiaire. Bien sfir le calcul
exact des largeurs prend en compte les variations de I’amplitude et de la phase
en fonction de Iénergie de la fonction du continuum.

) JavAYa\

F1G. 1.3 - Schéma ezpliguant les oscillations des largeurs des résonances en
fonction de Uénergie. Il faut noter la variation de la position du dernier lobe des
fonctions vibrationnelles en fonction de sa position dans le puits de potentiel
(parabole imversée en trait gras). Le recouvrement entre la fonction d’onde liée
et la fonction d’onde du continuum (representée par une onde sinusoidale) passe
par un mazimumn pour le niveaw 1 et un minirmum pour le niveau 3.

Sur la figure (7) de Particle sont représentées les positions et les largeurs des
niveaux vibrationnels de I’état *II, prédissocié par I’état £}, La dynamique
moléculaire est quelque peu différente que dans le premier cas bien que les lar-
geurs présentent également des oscillations qui s’interprétent de la méme fagon
que précédemment. Celles-ci sont marquées par un maximum de prédissociation
correspondant & une interaction maximale.

1.3.2 Modele a trois états

Les largeurs des niveaux du puits CII, calculées dans un modéle & trois
états sont représentées figure (7) de I’article. Le résultat est un mélange des deux
résultats précédents. L'effet du potentiel *T1, est visible puisque le systéme est
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trés fortement perturbé autour de 13700 cm™!. L’oscillation des largeurs n’est
plus visible & cause des interférences entre les différents chemins de prédissociation
possibles.

1.3.3 Estimation du taux de formation de molécules

Dans Particle I, nous donnons une estimation du nombre de molécules formées
par le processus que nous avons étudié. En complément & Darticle, nous allons
développer 'estimation du taux de formation de molécules.

A énergie thermique, ce taux se met sous la forme (voir annexe B):

KTy~ Y L i(g] N 1)2Mexp( _ Ei) )
— hQr = Vo0 + To,g kT

avec Qr = (2mukpT/h?)*/? fonction de partition, h constante de Planck, kp
constante de Boltzmann, E, ;y et T, ; respectivement position et largeur de la
résonance de nombres quantiques vibrationnel v et rotationnel J. v, ; est la lar-
geur naturelle de la résonance (v,J) due a I’émission spontanée vers I’ensemble
des niveaux vibrationnels du potentiel fondamental X 12;”. La double somma-
tion sur les nombres quantiques v et J signifie que nous considérons toutes les
résonances et que par conséquent, nous calculons un taux global. Cela a un
sens car & énergie thermique (~ 300 K) la distribution en énergie de Maxwell-
Boltzman est trés large et effectivement toutes les résonances du potentiel CI1,,
contribueront (voir figure (1.4)).

Par commodité, nous réecrivons le taux selon:

o0
K'"NT) =Y st (1.8)
J=0
ou
1 2avyLy 5 E, ;
tot — 2 v, . _ 5 1.
YT ;———hQT( J+1)7+FU,JC£p< kBT) (1.9)

oll nous avons supposé que la largeur naturelle était constante pour l’en-
semble des résonances.

Pour chaque moment rotationnel J, nous avons calculé &7 (T'). Les résultats
figurent sur la figure (9) de l'article pour une température de 300K

Aprés sommation sur tous les J, le taux total de formation & 300 K est de
3 x 10718em?3.57%. Dans des conditions normales de densité dans une cellule
(densités typiques de 10**em?® pour les atomes dans leur état fondamental et
10%m? pour les atomes excités) le nombre de molécules formées dans Iétat
électronique fondamental est de 3.10%s71
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8 * widths 1

(E), T=300K

max

——— f7(E), T=600K

14 - .

-2 . .
11500 12500 13500 14500

F1G. 1.4 - Distribution de Mazwell-Boltzmann f™* (E) (en unités arbitraires)
pour deuz choiz de températures montrant la population de toutes les résonances
par la queue de la distribution.

1.4 Formation de molécules froides par résonances
de Feshbach

Le processus étudié est efficace 3 énergie thermique mais qu'en est-il aux
températures ultra-froides? A cause du potentiel dissociatif (2)357, les atomes
en collision n’auront jamais ’énergie cinétique nécessaire pour passer la barriere
de potentiel et subir interaction dans la zone interne. Cela se confirme sur
la figure 1.5 ol nous avons représenté le taux partiel k}** en fonction de la
température pour J = 0. On voit que le taux de formation de molécules baisse

rapidement 2 mesure que la température du gaz diminue.

La généralisation aux températures ultra-froides des schémas de formation
de molécules par résonances de Feshbach n’est pas aisée méme si les schémas
faisaient intervenir des potentiels purement attractifs comme sur la figure 1.1
de Pintroduction. En effet, pour des températures inférieures au Kelvin, la
distribution en énergie de Maxwell est bien plus étroite que l’espace entre
deux résonances moléculaires. En conséquence, la probabilité d’observer une
résonance dans ce genre de systéme est pratiquement nulle & moins de pouvoir
controler la position de ladite résonance et de Pamener en coincidence avec le
maximum de la distribution de Maxwell.

Une maniére de réaliser ceci est de faire la photoassociation d’une paire
d’atomes. Nous verons au chapitre 5 que la photoassociation est équivalente
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FiG. 1.5 - Tauz de formation partiel ki’ en fonction de la température.

A une résonance de Feshbach induite par laser. Nous utiliserons alors notre
méthode et notre formalisme pour étudier ce type de systéme dans des conditions
typiques de collisions froides .

1.5 Conclusion

Nous avons donné dans ce chapitre une premiére application de la méthode
de grille de Fourier utilisée avec un potentiel optique pour étudier la forma-
tion de molécules par résonance de Feshbach. Nous avons traité la formation de
diméres de césium & énergie thermique suivant le schéma de formation observé
dans Dexpérience sur la violation de la parité [100]. Nos résultats ont montré
Pefficacité de ce type de processus 3 énergie thermique, puisque nous avons cal-
culé que trois millions de molécules stables pouvaient étre formées par seconde.

Cette étude d’un schéma concret de formation de molécules nous a permis
d’une part de mettre en évidence la puissance de notre méthode puisqu’une
seule diagonalisation a été suffisante pour calculer les positions et les largeurs
de plus d’une centaine de résonances sur un domaine en énergie de plus de 2000
em™!, et d’autre part de valider notre critére de convergence des résultats. Ce
dernier nous sera trés utile au chapitre 5 on, & cause des trés faibles énergies
de collision, il sera plus difficile d’absorber correctement les fonctions d’onde.
Un test fiable représente donc un gain non négligeable pour efficacité de notre
méthode.
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Chapitre 2

Application a la
spectroscopie: étude du
puits de potentiel a grande
distance de 1’état

(6)123’(35 + bs) de Nay

Nous avons montré, au chapitre 3, la puissance de la méthode MFGH+OP
pour calculer la position et les largeurs des niveaux vibrationnels prédissociés
& partir desquels nous avons déduit un taux de formation de molécules. Nous
avons également mis en évidence que les largeurs pouvaient osciller en fonction
de Pénergie. Dans ce chapitre, nous proposons une application de la méthode
MFGH+OP & la spectroscopie moléculaire.

2.1 Introduction

Nous avons déja mentionné que des potentiels électroniques moléculaires
pouvaient présenter des formes en double puits. Ces puits extérieurs jouent un
réle important dans les processus de formation de molécules ultra-froides stables.
En effet, les recouvrements importants entre les fonctions d’onde vibrationnelles
de ces puits et des états fondamentaux font que la désexcitation vers les états
stables est efficace [1].

Contrairement & Cs, ou Rba, il est plus difficile de former des molécules
froides stables de Nas car les puits & longues distances des potentiels corrélés a
la limite de dissociation 3s+3p ne favorisent pas la désexcitation vers les niveaux
fondamentaux. Des molécules froides stables de Nas ont été formées dans I’état
fondamental a®T} via la photoassociation de 1’état 0, (3s+3p1/2) mais pour les
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derniers niveaux vibrationnels seulement car les facteurs Franck-Condon sont
favorables uniquement pour ces niveaux 1a [104].

La recherche de nouveaux schémas de formation de molécules froides de
Nay est done toujours d’actualité et afin de favoriser la désexcitation vers les
niveaux stables des potentiels fondamentaux, il faut nous focaliser sur des po-
tentiels ayant un puits aux grandes distances interatomiques.

35000

30000

V (em™)

25000

20000
0

R(a)

F1G. 2.1 ~ Potentiels X} de Nay d’aprés les calculs de la références [105]

Les calculs ab initio de Sylvie Magnier [105] prédisent existence d’un puits
extérieur pour le potentiel (6)'X} corrélé & la limite asymptotique (3s + 5s)
(voir figure 2.1). Ce puits résulte d’un changement de caractére des fonctions
d’onde électroniques qui passe de ionique & covalent (Uexistence de tels puits
est une caractéristique générale de l'interaction ionique-covalente qui intervient
dans tous les états excités des dimeres alcalins). L’étude de ce puits est donc
de premigre importance et sa détermination précise constitue la premiére étape
dans la recherche de schémas de formation de molécules efficaces.

En effet, la spectroscopie doit fournir une caractérisation précise du poten-
tiel indispensable avant toute réalisation expérimentale. De méme, le potentiel
précis déterminé & partir des résultats expérimentaux sera trés utile afin d’ob-
tenir des calculs théoriques précis qui pourront guider les expériences (facteurs
de Franck-Condon, choix des niveaux favorables par exemple).

La spectroscopie de ce puits & grande distance a été réalisée par Tanja

Laue dans le groupe du professeur Tiemann & Université de Hanovre [106].
Nous avons, quant & nous, participé & l'interprétation théorique des résultats
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expérimentaux.

Ces derniers montrent que les niveaux rovibrationnels du puits externe sont
prédissociés, ce qui se traduit par un élargissement mesurable des raies. Aussi
ces largeurs oscillent en fonction de Iénergie. Nous avons donc un exemple
expérimental d’oscillation des largeurs. Enfin, outre I’étude de la dynamique
moléculaire, la méthode MFGH+OP a été utilisée pour déterminer un poten-
tiel analytique capable de redonner avec une grande précision non seulement
la position des niveaux rovibrationnels mais aussi les largeurs. C’est donc une
utilisation nouvelle 4 des fins spectroscopiques.

Ce travail théorique que nous avons réalisé en partie lors de séjours & Ha-
novre dans le groupe du professeur Tiemann, comporte deux parties: le calcul
des largeurs de prédissociation avec la méthode MFGH+OP, dans le cadre d’un
modele & deux états et la réalisation d’une procédure de diabatisation.

La spectroscopie du puits externe du potentiel (6)* 23“ de Nay et Pinterprétation
théorique des résulats ont fait I'objet d’un second article (que nous appellerons
article II dans la suite de cette theése) publié & European Physical Journal D.

Cet article s’articule autour de deux grandes parties : la réalisation expérimentale
et la détermination d’un potentiel analytique (paragraphe 2, 3 et 4) et la des-
cription théorique (paragraphe 5).

Dans ce préambule, nous allons introduire le modéle employé et la procédure
de diabatisation que nous avons implémentée. En revanche, la partie expérimentale,
la description des résultats obtenus et la comparaison 3 Pexpérience peuvent étre
trouvées dans Particle II, et nous n’y reviendrons pas ici.

Par souci de clarté, nous avons reporté tous les aspects techniques de ce
travail en annexe C.

2.2 Modele

Comme on peut le voir sur la figure (2.1), la prédissociation des niveaux ro-
vibrationnels du puits externe du potentiel (6)' X7 résulte d’une interaction non
Born-Oppenheimer avec le potentiel inférieur (5) E; correlé a la limite asymp-
totique 35+ 4p. Nous allons donc considérer un modele & deux états comprenant
les potentiels (6)' T} et (5)' L} couplés par une interaction radiale. Nous avons
montré par ailleurs que le potentiel (4)123‘ ne jouait aucun réle dans le proces-
sus de prédissociation en effectuant un calcul & trois états.

La méthode de grille de Fourier s’implémente plus facilement en représentation
diabatique [56]. En effet, dans cette base, Pinteraction radiale s’annule ce qui
évite d’avoir & calculer Paction d’un opérateur différentiel supplémentaire. De
plus, ’échantillonnage adapté (mapping) conduit & des matrices non symétriques
en base adiabatique [56].
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Les potentiels (6)'Z7 et (5)'Z] correspondent & un choix adiabatique par
rapport 3 linteraction électronique inonique-covalente. Des potentiels diaba-
tiques ont également été déterminés par S. Magnier mais & partir d’une procédure
de diabatisation globale qui consistait en une projection des premiers états adia-
batiques sur une base de fonctions d’onde (non orthogonales) atomiques cor-
respondant & des configurations covalentes associées aux limites de dissociation
Na(3s)+Na(nl) et Na(3s)+Na(3p) et & des configurations ioniques Na™+Na~
[107]. Ces courbes diabatiques ne peuvent pas étre utilisées telles quelles car cela
supposerait un modele englobant un nombre trop important de voies (typique-
ment une dizaine) ce qui impliquerait des temps de calcul rédhibitoires. D’autre
part, ’ajustement du potentiel (6)123‘ sur les données expérimentales ne peut
se faire qu’en introduisant, en données initiales, des potentiels adiabatiques.

Pour concilier les deux aspects, nous avons implémenté une procédure de
diabatisation qui, & partir de potentiels adiabatiques couplés par une interaction
radiale, calcule un jeu de potentiels diabatiques couplés par une interaction
électronique.

2.3 Procédure de diabatisation

Une diabatisation est un changement de base. Si nous notons U la matrice de
ce changement de base, la matrice potentielle dans la base diabatique s’obtient
simplement & partir de la matrice dans la base adiabatique comme suit :

vi=U"lveru (2.1)

Tout repose sur la connaissance de cette matrice U. Or cette matrice est
solution d’une équation différentielle qui fait intervenir interaction radiale 7(1)
(La démonstration de cette équation différenticlle peut étre trouvée en annexe) :

w _
dR

Connaissant 71| nous pouvons en déduire U donc les potentiels diabatiques
et I'interaction électronique. Le probléme est que nous ne connaissons pas 'in-
teraction radiale. Il nous faudra donc la modéliser et lui donner le réle d'un
parametre ajustable dans notre modele.

Les détails plus techniques de la mise en oeuvre de cette procédure de dia-
batisation (pour un modele & deux états) peuvent étre trouvés en annexe.

-y (2.2)

2.3.1 Modele Landau-Zener modifié

Dans le cadre du modele Landau-Zener modifié, on choisit une forme lorent-
zienne pour ’interaction radiale

o) A

T z(R) = E-RP T (2.3)
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ol R, caractérise la position, w la largeur et A Pamplitude de ’interaction.
Si A = 4w?, on trouve le modele Landau-Zener usuel (cf annexe C). Le fait de
choisir Pamplitude et la largeur indépendantes permet une plus grande flexibilité
du modele.

2.3.2 Modele exponentiel

D’apres les calculs de S. Magnier [105], Iinteraction électronique varie expo-
nentiellement avec la distance interatomique (voir figure 8.b de larticle). Pour
intégrer cette variation exponentielle dans notre modele, nous avons introduit
une formule plus complexe pour 71 qui prend ainsi en compte le caractére
ionique en 1/R de la différence des potentiels.

— TRl A + e
(ol )? + 4(el-AP)2

o) (R) = , (24)
avec f8 et A qui caractérisent la force de I'interaction, R, la position du croi-
sement évité et « la variation de la différence des potentiels.

Quelque soit le modele, les parameétres sont ajustés de fagon & reproduire les
résultats expérimentaux.

2.4 Résultats

La discussion concernant les résultats figure au paragraphe 5.5 de Darticle
II. Nous pouvons rappeler néanmoins que dans le cadre de notre modéle, nous
avons été capables d’interpréter les résultats expérimentaux. Il faut noter aussi
que la précision des résultats porte non seulement sur la position des niveaux
rovibrationnels prédissociés mais aussi sur leur largeur. En ce sens, le travail ef-
fectué est novateur puisque nous avons déterminé un potentiel analytique pour
le puits externe capable de redonner la position des niveaux rovibrationnels mais
aussi leur largeur. Bien évidemment, le potentiel redonnera les largeurs que si on
utilise 'interaction que nous avons déterminée, il faut donc parler d’un potentiel
plus une interaction, tous deux analytiques.

En pratique, il est apparu que plusieurs jeux de potentiels diabatiques re-
produisaient bien les résultats expérimentaux. En d’autres termes, les solutions
de la procédure de diabatisation ne sont pas uniques. Par exemple, les courbes
diabatisées pouvaient étre trés semblables aux courbes adiabatiques de départ
tout en reproduisant assez fidélement les résultats expérimentaux. Ces solutions
ne correspondaient pas a des courbes diabatiques car elles n’en présentaient pas
les caractéristiques les plus essentielles : croisement des potentiels résultant de la
conservation du caractére ionique ou covalent des fonctions d’onde électroniques.
Nous avons considéré uniquement les solutions physiques pour lesquelles les
courbes diabatiques présentaient un croisement le plus proche possible de la
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solution attendue (en comparant notamment avec les courbes diabatiques de la
référence [107]).

2.5 Application a la formation de molécules froides

\ v
30000 | T | -
: | | 6z,
d3 | | d1 L d2
} L) |
TA v \ A
g - A'S
> 10000 + | M 4
| L,
d4 :
!
' 1 +
~10000 : :
0 20 40 60
R (ua)

FiG. 2.2 - Schéma de la photoassociation & deuz étapes vers le puits externe du
potentiel (6)123. Un premier laser Ly transfére la population vers un niveau lié
proche de la limite de dissociation d’un potentiel intermédiaire A'YY & partir
dugquel un deuziéme laser Lo peuple les niveaux du puits externe du potentiel
(6)' 7. Pour les niveauz rovibrationnels proches du sommet de la barriére cen-
trifuge, la densité de probabilité augmente considérablement dans la zone interne
favorisant la désexcitation vers les premiers niveaux vibrationnels du potentiel

fondamental X3} .

En complément & Varticle II, nous allons revenir sur la motivation princi-
pale de ce travail, & savoir, la recherche de schémas efficaces de formation de
molécules froides stables. Nous proposons ici un chemin prometteur faisant in-
tervenir le potentiel (6)'X} que nous avons étudié.

En partant de état X 12; on peut par photoassociation (laser L; sur la fi-
gure 2.2) former des molécules excitées dans I'état A'TE. Les molécules formées
dans des niveaux vibrationnels proches de la limite de dissociation ne vont pas se
désexciter vers les niveaux stables du potentiel X IEJ a cause des recouvrements
défavorables (nous avons évoqué ce point dans 'introduction de ce chapitre).
En revanche, avec un deuxiéme laser (L, sur la figure 2.2) on peut transférer
efficacement la population vers les niveaux rovibrationnels du puits externe du
potentiel (6)'ZF. Ce schéma & deux lasers a, par ailleurs, été utilisé avec succes
pour former des molécules froides de K» [108] bien que, dans ce dernier cas, le
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potentiel excité ne présentdt pas de structure en double puits. Si les niveaux
peuplés sont situés dans le fond du puits extérieur, alors la désexcitation par
émission spontanée se fera, soit vers le continuum (fléche dy sur la figure 2.2),
soit vers un niveau proche de la limite de dissociation du potentiel intermédiaire
A'SF (fleche dy). Dans ce cas, il n’y a pas d’avantage & utiliser ce schéma. En
revanche, si on peuple des niveaux rovibrationnels plus excités dans le puits
extérieur, alors la densité de probabilité augmente considérablement dans la
zone interne comme on peut le voir sur la figure (2.3) ol nous avons représenté
une fonction d’onde d’un niveau situé juste en-dessous du sommet de la barriere
de potentiel & 18 ua. Les recouvrement Franck-Condon sont bien plus favorables
dans ce cas pour une désexcitation vers les niveaux rovibrationnels du fond du
puits du potentiel A1 (fleche d3) suivit d'une désexcitation vers les premiers
niveaux vibrationnels du potentiel fondamental X 12;‘.

Fi1G. 2.3 - Ezemple de fonction d’onde située juste sous la barriére de potentiel
d 18 ua calculée avec la méthode de Fourier.

Les recouvrements Franck-Condon importants pour le chemin de désexcitation
par émission spontanée laissent présager un taux de formation de molécules
froides important.

Il faudra également se servir du travail spectroscopique réalisé afin de sélectionner
les niveaux rovibrationnels peu predissociés. En effet, pour que ce schéma soit
efficace, il faut que les durées de vie des niveaux peuplés soient suffisamment
longues pour que I’émission spontanée puisse se produire.
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Chapitre 3

Photoassociation dans un
condensat de
Bose-Einstein :

traitement non-perturbatif

Nous allons étudier dans ce chapitre la photoassociation dans un gaz d’atomes
ultra~-froids et dans un condensat de Bose-Einstein. Dans le modgle de la molécule
habillée [50, 59], nous verrons que la réaction de photoassociation est équivalente
& une résonance de Feshbach induite par laser. Nous calculerons les taux de pho-
toassociation et les décalages lumineux a ’aide de la méthode FGHR+OP. Notre
approche non-perturbative doit nous permettre de mettre en évidence des effets
non linéaires qui ne sont pas prédits par les théories perturbatives de la pho-
toassociation [53, 54, 109]. Ces effets joueront un réle d’autant plus important
dans les condensats on les énergies relatives de collisions sont extraordinaire-
ment faibles et les effets de seuil importants.

Nous traiterons deux applications : la photoassociation dans un gaz d’atomes
ultra-froids de césium puis la photoassociation dans un condensat de sodium.
Cette derniére est rédigée sous la forme d’un article (article III, pour suivre
notre numérotation) & soumis en 2003 & la revue Physical Review A.

3.1 Introduction

Rappelons tout d’abord les concepts et définitions de la réaction de photoas-
sociation que nous avons évoqués lors de P'introduction générale et au chapitre
2. La photoassociation [23] est un processus au cours duquel deux atomes en
collision absorbent un photon de fréquence décalée vers le rouge par rapport a
la fréquence d’une transition atomique, et forment une molécule dans un état
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excité (voir figure 3.1 (a)). C’est & I'heure actuelle le moyen le plus efficace
pour former des molécules froides & une température inférieure au mK. Des
expériences de photoassociation dans les condensats ont été réalisées avec la
plupart des espéces alcalines refroidies par laser: lithium [29], sodium [27], po-
tassium [30], rubidium [28], césium [1], auxquelles on peut ajouter I’hydrogéne
[110] le calcium [111] et I’hélium [112]. La photoassociation d’atomes froids sui-
vie par 1'émission spontanée permet d’obtenir des gaz froids de molécules stables
dans leur état fondamental. Cela a été fait pour différentes espéces atomiques:
le césium [1], le rubidium [113], le potassium [114].

Avec la réalisation de la condensation de Bose-Einstein [9, 10], on peut
maintenant disposer de gaz atomiques dont les composants ont une énergie
cinétique extraordinairement faible (typiquement inférieure au pK) ouvrant la
voie vers de nouvelles conditions expérimentales pour 1’étude de la photoasso-
ciation. Des expériences de photoassociation ont d’ailleurs déja été réalisées ces
trois derniéres années, aussi bien A un photon avec du lithium [115], du sodium
[116] et récemment avec un condensat d’hélium [117], qu’d deux photons dans
un condensat de rubidium [118].

Ces avancées expérimentales traduisent un interét croissant pour la pho-
toassociation dans les condensats. Cette derniére offre en effet des perspectives
intéressantes:

- La photoassociation dans un condensat permettra de former des molécules
ayant une température inférieure au pK, ce qui représente un gain en
température d’un facteur mille par rapport & la photoassociation dans un
piége magnéto-optique.

- La photoassociation est une solution envisagée pour former un condensat
moléculaire & partir d’un condensat atomique [119].

Le travail présenté dans ce chapitre est motivé par les perspectives précédentes.
Plus particulierement, parmi nos objectifs, nous pouvons citer:

- L’investigation de la réaction de photoassociation au-deld du régime per-
turbatif avec la mise en évidence d’effets nouveaux & cause des propriétés
propres aux collisions en régime de loi de seuil ou aux fortes intensités
laser.

- L’interprétation des expériences de photoassociation dans les condensats et
la. proposition de nouveaux schémas efficaces. Ce point doit accompagner
les récents résultats expérimentaux évoqués ci-dessus.

- La détermination de parametres réalistes pour les modeles de formation de
molécules dans les condensats ou de formation d’un condensat moléculaire.

- La perspective de contrdler la collision et de modifier & loisir la longueur
de diffusion avec un champ laser.

La plupart des modeles traitant la réaction de photoassociation utilise une
approche perturbative dans laquelle les taux se réduisent le plus souvent & une
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intégrale de recouvrement entre la fonction d’onde initiale des atomes et la fonc-
tion d’onde de la résonance photoassociée [53, 54]. Les modéles analytiques [120]
conduisent & des formules, pour les largeurs des résonances, proportionnelles &
I'intensité du laser de photoassociation et & des formes lorentziennes pour les
profils de raies [120]. Ces modeles sont justifiés lorsque les intensités du laser de
photoassociation sont faibles.

Dans I'approche que nous proposons au contraire, les taux de photoas-
sociation et les décalages lumineux sont calculés de maniére non perturba-
tive puisque nous résolvons directement le systéme d’équations de Schrédinger
couplées décrivant la réaction. En effet, dans le modele de la molécule habillée
[50, 59] que nous avons adopté, le processus de photoassociation est équivalent
& une résonance de Feshbach induite par laser. Nous avons utilisé les méthodes
développées pendant cette thése pour calculer la position et la largeur de cette
résonance et en déduire un taux de photoassociation.

Il faut remarquer que certains auteurs calculent aussi des taux de photoas-
sociation en résolvant des systémes d’équations couplées et donc également de
fagon non perturbative. Habituellement, une méthode close coupling est em-
ployée permettant d’extraire la matrice de diffusion. Seulement, les effets d’in-
tensité ont été trés peu discutés jusqu’alors et, & notre connaissance, jamais
pour les condensats. Les effets d’intensité ont été discutés pour le sodium et
le rubidium dans la référence [121] et pour le strontium dans [122] pour des
températures comprises entre 1ul et 1 mK.

Par rapport au gaz d’atomes & énergie thermique étudié au chapitre 1, la
photoassociation dans un gaz d’atomes froids ou dans un condensat de Bose-
Einstein fait intervenir des énergies de collision extrémement faibles. En effet,
la température typique est de 'ordre de 100uK dans le premier cas et elle est
mille fois plus faible dans le second (T" ~ 100nK). Les conséquences pratiques
de ces trés faibles énergies de collision seront que nous devrons utiliser des
grilles numériques gigantesques afin de pouvoir absorber correctement des fonc-
tions d’ondes avec une aussi grande longueur d’onde dans la zone asymptotique.
L’utilisation de la méthode MFGH+OP dans de telles conditions constitue donc
en quelque sorte une prouesse : comme la longueur du potentiel optique doit étre
inversement proportionnelle & I'énergie que 'on veut absorber [98], les tailles des
grilles numériques seront de 'ordre du million d’unités atomiques.

Il faut noter également que dans ce travail, le fait d’avoir un condensat
n’intervient que dans la valeur des énergies relatives de collision de la paire
photoassociée. L’aspect collectif du condensat, décrit notamment avec le for-
malisme de seconde quantification, n’est pas traité ici. C’est-a-dire que nous ne
nous intéresserons pas a la dynamique d’évolution du condensat lorsqu’on le
soumet & un laser de photoassociation. Par ailleurs, Paspect dynamique de la
photoassociation dans un condensat a fait 'objet d’une abondante littérature
[44, 119, 123, 124, 125, 126].
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Aussi, la collision sera gouvernée par le régime de loi de seuil et dans une
situation ol l'interaction sera systématiquement plus grande que l’énergie de
collision. On peut donc s’attendre & des effets de forte intensité non prédits par
les théories perturbatives habituelles.

3.2 Modeéle de la molécule habillée

La réaction de photoassociation est schématisée figure (3.1 (a)). Nous sui-
vrons les notations de larticle III. Une paire d’atomes en collision via le po-
tentiel V, avec une énergie cinétique relative ¢ absorbe un photon de fréquence
vy, = vg — 0, d’un laser décalé d’une quantité §; par rapport & la fréquence vy
de la. transition atomique. On note § le décalage par rapport & la transition de
résonance, de sorte que le bilan d’énergie s’écrit: B, gy = € + hvg + hd. € est
P’énergie cinétique de collision.

Si on habille le potentiel fondamental avec un photon d’énergie hyy, (figure
3.1 (b)), la réaction de photoassociation est équivalente & une résonance de Fe-
shbach entre, un niveau lié v de la voie fermée V, et d’énergie € par rapport au
seuil du potentiel habillé, et le continuum de la voie ouverte V,. Le niveau lié
est perturbé par le continuum & cause de U'interaction créée par le champ la-
ser. Nous considererons uniquement des processus a résonance, ¢’est-a-dire pour

§=0.

Nous nous restreindrons & un modele & deux voies. La généralisation & plu-
sieurs voies couplées ne pose pas de probleme particulier.

3.2.1 Equations de Schrédinger couplées de la photoasso-
ciation

Les grandes lignes de la dérivation des équations du modele figurent dans
Particle III. Dans ce paragraphe, nous allons donner plus de détails.

On suppose un laser de photoassociation continu. Le champ laser est décrit
comme un champ monochromatique d’amplitude Ey, de polarisation € et de
fréquence vr.

L’opérateur d’interaction semi-classique dans approximation dipolaire électrique
s’écrit :

W(R,t) = —D(R).€, Egcos(2mvpt) (3.1)

ﬁ(R) est le moment dipolaire de la molécule diatomique, qui dans le cas le
plus général, dépend de la variable interatomique R.

Si on note ¥(R,r,t) la fonction d’onde dépendante du temps du systeme, ol
R et r désignent respectivement les coordonnées relatives aux noyaux et aux
électrons, 'équation de Schrédinger s’écrit :
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Fi16. 3.1 - (a) Schéma de la réaction de photoassociation. (b) Schéma de la
photoassociation aprés avoir habillé le potentiel fondamental V, par un photon
d’énergie hv. On se raméne & une résonance de Feshbach. Le potentiel en trait
tireté-pointillé est le potentiel optique que l'on place sur la voie ouverte.
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ih—g—t\P(R,r,t) = [B™ + W(5)]¥(Ror,) (3.2)

Ou H™o! egt I’hamiltonien moléculaire usuel dans le repere moléculaire. En
coordonnées sphériques, on a:

qrot -0 pn 0, O
2uR? OR = OR ' 2uR?

O est Popérateur rotationnel qui n’agit que sur les variables angulaires ¢ et

+ H(r,R) (3.3)

Hel est Phamiltonien électronique.
On définit les fonctions d’onde électroniques ¢, (R,r) fonctions propres de
I’hamiltonien électronique :

Hé ¢ (Rr) = Epdn(R,1) (3.4)

On développe la fonction d’onde totale sur les fonctions propres de ’hamil-
tonien électronique:

TRrt) = 5 (3 S RAF(0.0) ) [9a(Ror) > (3.5)
R

n !

x™(R,t) sont les fonctions d’onde radiales et F'(6,p) sont les fonctions
propres de 'opérateur de rotation:

0? H0.0) = (t+1)
oprz. V¥ T uRe

Dans le cadre d’un modele & deux voies on note ¢4(R,r) et ¢ (R,r) les fonc-
tions d’onde fondamentale et excitée respectivement. En négligeant les couplages
rotationnels, on aura:

FY8,0) (3.6)

BRrt) = 5 (ROF0.0)l0g(Ra) > (37)
T.(Rrt) = %XQ(R,t)F’(e,ga)(¢e(R,r)> (3.8)

L’équation de Schrédinger peut alors se mettre sous forme matricielle (en
oubliant le nombre quantique ! de fagon & alléger les notations) :

g () = (it ") (o) e

avec
S
T 2u OR?

opérateur d’énergie cinétique et

(3.10)
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Weq(Rt) = -ﬁg,e.e‘i,.Egcos(%th) (3.11)

—

Woe(Rt) = —Deg.€1.Eocos(2mvLt) (3.12)

avec
Deg(Rt) = < ¢elDlgg > (3.13)
59,€(Rat) = <¢glﬁ]¢e> (3.14)

A Tapproximation de l'onde tournante [127], les termes de couplage W s’ex-
priment comrme suit [59]:

exp(i2wvt)

Woe(Rt) ~ —Dye(R).&Eo 5 (3.15)
. —i2
WegB) ~ —Dog().p 5“2 2T0Y) (3.16)

La dépendance en temps dans I’hamiltonien peut étre supprimée en posant
le changement de fonction suivant :

Xg(Rt) = Xg(Rt)exp(—i2ndLt) (3.17)
Xe(Rt) = Xe(R,t)exp(—i2w1yt) (3.18)

L’équation de Schrédinger devient :

i;»_fi(;zg(R,t))=<T+Vg’ o )(fw(Rf”) (3.19)

91\ Xe(R1) Y T+ Ve )\ Re(R)
avec
V, =V + g (3.20)
et . .
HQ = _Dg,e.éE() _ -De,g.éEo (321)
2 2
Les équations indépendantes du temps de la photoassociation sont finalement
données par
T+Vy nQ Xq(R) ) _ Xq(R)
( TV, ) ( w® ) =F %®) (3:22)

Le systeme d’équations couplées ci-dessus sera résolu avec la méthode de
grille de Fourier et un potentiel complexe.
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3.2.2 Expression du terme de couplage laser A}

11 est plus commode d’introduire I'intensité du laser dans le terme de cou-

plage ).
D, ..cE 1 /2T - .
ﬁQ —_ ____;]_,__2—0 =1 —5 EEDQ’E(R)‘GL (323)

Les deux paramétres importants controlant la force du couplage sont I'in-
tensité I du laser et 1’élément de matrice Dy .(R) du moment dipolaire. Avec
un peu d’algébre angulaire, on arrive & [59]:

1 [2l - 71 J
m_-_ﬁ,/a}Dg,e(Rn(mM 0 M) (3.24)

ol J' et J sont respectivement les moments angulaires totaux de la molécule
dans I’état excité et fondamental et M la projection de ce moment. Le symbole
entre parenthéses est un coefficient de Clebsch-Gordan. Dans les calculs suivants,
M=J=0eJ =1

3.2.3 La méthode de projection

En complément & la méthode du potentiel optique, nous avons introduit la
méthode de projection qui nous permettra de visualiser les profils des résonances
de Feshbach. La visualisation des profils de résonance est utile & plus d’un titre:
d’abord elle servira de test supplémentaire pour la convergence et I’identification
des résonances. Ensuite, elle nous permettra de mieux comprendre les résulats
obtenus.

Les principes de cette méthode sont les suivants: toujours dans un modele
a deux états, la fonction d’onde totale du systéme a deux composantes, une sur
la voie fermée et 'autre sur la voie ouverte:

Up(R,r) = x°(R)|ge (R,r) > +xH(R)g,(R.T) > (3.25)

La méthode de projection consiste & calculer pour chaque fonction propre
U le poids P(E) de la composante liée dans la fonction d’onde totale. En
d’autres termes, nous projetons la fonction d’onde totale ¥ sur la voie fermée
et cela, pour chaque énergie E.

P(E) = / X (R)[*dR (3.26)

P(E) donne le profil de la résonance.
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FiG. 3.2 - Tauzx de photoassociation vers le niveau v = 4 du potentiel 0, (6s +
6ps/2) de Csy mesurés en trap loss & Orsay [128] en fonction de Uintensité du
laser de photoassociation. Les résultats obtenus pour différents J montrent une
saturation des taux et méme une diminution.

3.3 Application a4 la photoassociation dans un
gaz de césium ultra-froid

Avant de regarder les effets d’intensité dans un condensat de sodium (pa-
ragraphe 3.4), voyons si de tels effets ne pourraient pas intervenir dans les
expériences de photoassociation réalisées au laboratoire Aimé Cotton sur le
césium [1]

En effet, certains résultats obtenus par le groupe experimental restent mal
interprétés dans le cadre d’une théorie perturbative. C’est le cas notamment
de la photoassociation des premiers niveaux vibrationnels du puits extérieur
du potentiel 07 (65 + 6pz/2) ol Paccord théorie-expérience n’est pas satisfaisant
[37]. De plus, des effets de saturation ont été observés pour des intensités laser
inférieures au kW /cm?.

Sur la figure 3.2 sont representés les taux de photoassociation pour le niveau
vibrationnel v = 4 du potentiel 0; obtenus par C. Drag au laboratoire Aimé
Cotton [128]. Les taux sont exprimés en unités arbitraires car ils sont mesurés en
trap loss [128]. Cette figure montre clairement une saturation des taux & partir
d’une intensité laser de lordre de 0.2kW/cm?. On observe méme une diminution
de ces taux pour J = 1,2,3 ot J est le moment angulaire de la molécule.
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FIG. 3.3 ~ Photoassociation dans le puits externe du potentiel 0 (trait plein)
de Cso dans la représentation de la molécule habillée. La configuration des po-
tentiels représente la photoassociation vers le niveauz v = 4. Le potentiel fon-
damental 337 (6s + 65) habillé (trait tireté) effleure le fond du second puits du
potentiel O . On peut s’attendre ce que les états interagissent fortement entre
euzr.

3.3.1 Etude non-perturbative de la photoassociation vers
le potentiel 0, (65 + 6p3/2) de Cs,

Nous nous intéresserons donc a la photoassociation dans le puits externe du
potentiel excité 0, corrélé a la limite de dissociation (6s + 6ps/2). Les atomes,
initialement polarisés dans 1’état hyperfin F = 4, Mp = 4 [128] entrent en colli-
sion via I'état fondamental 3%F (65 + 65). Nous étudierons tout particulitrement

la photoassociation vers les niveaux vibrationnels entre v = 4 et v = 10

Le potentiel fondamental est un potentiel issu de calculs de chimie quantique
[102] pour la partie & courte portée (R < 30 ua) que nous avons raccordé & un
développement en C,/R™ avec les coefficients de dispersion C,, determinés a
partir de spectroscopie & transformée de Fourier [38]. La longueur de diffusion
pour ce potentiel est de 550 ua. Le potentiel excité 0 est aussi construit & par-
tir d’un potentiel ab initio [102] pour la partie interne que nous avons raccordé
pour le puits externe & un potentiel analytique incluant des parameétres fittés
sur les résultats obtenus par spectroscopie de photoassociation [129].

Sur la figure 3.3 sont représentés les deux potentiels inclus dans notre modéle.
Le potentiel fondamental a été habillé par un photon correspondant 3 une tran-
sition & résonance vers le niveau v = 4 du puits externe du potentiel 0, . Les
potentiels tangents vont fortement interagir ce qui laisse supposer des effets non
linéaires importants.
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FiG. 3.4 - Largeurs de la résonance v = 4 du potentiel 0y de Csy calculées
avec la méthode MFGH+OP dans le cadre du modéle de la molécule habillée en
fonction de Uintensité du laser de photoassociation. Les largeurs saturent pour
des intensités comparables auz intensités de saturation erperimentales.

3.3.2 Photoassociation vers le niveau v = 4

Nous avons calculé la largeur de la résonance v = 4,J = 0 avec la méthode
MFGH+OP pour différentes intensités du laser de photoassociation. Les résultats
sont presentés sur la figure 3.4. Pour ce calcul, nous avons considéré une température
de 400 nK.

Les largeurs calculées ont une variation semblable aux taux de photoasso-
ciation représentés sur la figure 3.2. La saturation intervient pour des intensités
du méme ordre de grandeur que les intensités expérimentales. Or, on sait que la
variation de la largeur de la résonance gouverne la variation du taux de photoas-
sociation via ’élément de matrice de diffusion (voir annexe B). Ceci est d’autant
plus vrai aux températures ultra-froides et dans les condensats de Bose-Einstein
ol le taux est directement proportionnel 4 la largeur. Nos résultats numériques
prédisent donc une saturation des taux de photoasssociation vers le niveau v = 4
en bon accord avec les observations expérimentales.

Cette saturation des taux de photoassociation résultant de la saturation
des largeurs ne peut pas étre prédite & partir des modeles perturbatifs car ces
derniers conduisent & des expressions pour les largeurs qui sont directement
proportionnelles & Pintensité du laser de photoassociation.

Nous n’avons pas mis en évidence de diminution des largeurs pour v = 4
qui traduirait une diminution des taux de photoassociation comme cela semble
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avoir été observé expérimentalement.

3.3.3 Roéle du dernier état 1lié du potentiel fondamental

Un effet important que nous avons pu mettre en évidence et qui peut ex-
pliquer la saturation des taux est le role du dernier état 1ié du potentiel fon-
damental. En effet, dans un gaz d’atomes froids, la collision se passe prés du
seuil de dissociation, si bien que linteraction laser peut &tre plus large que la
distribution en énergie et coupler au niveau photoassocié le dernier état 1ié du
potentiel fondamental.

La figure (3.5) illustre ce phénomeéne. Nous avons représenté les profils de la
résonance v = 4 calculés avec la méthode de projection pour quatre intensités
laser. Le trait vertical représente le seuil de dissociation du potentiel fonda-
mental qui est choisi comme origine des énergies. Pour AQ =0 W/em? (rond
blanc), le dernier niveau 1ié du potentiel fondamental est & sa position initiale
non perturbée avec une énergie de liaison de —0.16825M H z. Sa composante sur
la voie fermée est nulle. Au fur et & mesure que 'interaction augmente, 1’énergie
de liaison du dernier niveau lié diminue tandis que sa composante sur la voie
fermée atteint 30% pour une intensité laser de 14W/cm? (triangle blanc). Dans
le méme temps, le profil de la résonance v = 4 est élargi et decalé versle bleu. Le
dernier niveau lié du potentiel fondamental a donc un role prédominant dans le
processus de photoassociation puisqu’il induit un décalage de la résonance vers
le bleu plutdt que vers le rouge comme le prévoit la théorie lorsque la résonance
n’est couplée qu’d un continuum infini [130].

3.3.4 Photoassociation vers les niveaux v =4 4 v = 10 du
puits externe du potentiel 0, du césium

Nous avons étudié la photoassociation des niveaux v = 4 a v = 10 du po-
tentiel 0, du césium pour différentes intensités du laser de photoassociation et
pour une température de 40 pK.

Sur la figure (3.6) nous avons représenté les profils des résonances v = 4
4 v = 10 pour une intensité laser de 4W/cm?. Le trait vertical matérialise le
seuil du potentiel fondamental qui fixe Porigine des énergies. A droite de cette
ligne se trouvent les profils des résonances photoassociées tandis qu’a gauche se
trouvent les positions et les composantes sur la voie fermée du dernier état lié
du potentiel fondamental.

Pour v = 5 et v = 7, le dernier état lié est trés couplé & la résonance
puisque son poids sur la voie fermée atteint 23% et 43% respectivement. Cela
s’explique par un meilleur recouvrement entre les fonctions d’onde des états liés
fondamental et excités comme on peut le voir sur la figure (3.7).
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F1G. 3.5 - Profils de la résonance v = 4 calculés par la méthode de projection
pour différentes intensités du laser de photoassociation. Le trait vertical est en
fait la position initiale de la résonance en Uabsence de champ laser. Sa largeur
est nulle. Les quatre points & gauche représentent la position et la composante
sur la voie fermée du dernier état lié du potentiel fondamental en fonction de
Vintensité du laser de photoassociation. Pour ce calcul, une grille de 624 points
a été utilisée.
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F1G. 3.6 - Profils des résonances v = 4 4 v = 10 pour une intensité laser de
4W/em? calculés avec la méthode de projection et une grille de 816 points. Le
trait vertical matérialise le seuil du potentiel fondamental. La figure s’interpréte
de la méme facon que la figure 8.5. Pour une méme intensité laser, le dernier
état lié est plus ou moins couplé & la résonance photoassociée. L’intensité du
couplage dépend du recouvrement entre les fonctions d’onde et est mazimal pour
v=>5 et v="T. La perturbation créée par le dernier état lié se répercute sur le
profil de la résonance comme on peut le voir pour v = 5 et v = 7. De méme,
plus le couplage est important, plus le décalage lumineuz de la résonance est
important.
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F1G. 3.7 - Recouvrements entre la fonction d’onde du dernier état lié du poten-
tiel fondamental et des fonctions d’onde des résonances v = 0 a v = 10. Les
recouvrements mazimaur pour v =5 et v = 7 correspondent auz résonances qui
sont le plus perturbées par le dernier état lié.

Sur la figure 3.8, nous avons représenté les taux de photoassociation vers
les niveaux v = 4 & v = 10 pour trois intensités laser différentes: 250 mW/cm?
(carrés noirs), 4 W/em? (carrés blancs) et 25 W/cm? (ronds blancs). La température
du gaz est toujours de 40 pK. Les taux sont exprimés en unités arbitraires car
nous n’avons pas calculé la fonction de partition. Nous nous intéressons de toute
fagon aux variations de ce taux, et non pas & leur valeur absolue. Nous avons
utilisé la formule B.19 de l'annexe B. Les largeurs et positions des différentes
résonances ont été déterminées & partir des profils des résonances dont nous
avons donné des exemples figure 3.6. Nous avons supposé que les résonances
avaient une largeur naturelle v de 10 MHz. On voit qu’en fonction de Pinten-
sité du laser de photoassociation, le maximum du taux de photoassociation est
décalé puisqu’il correspond & v = 7 dans les deux premiers cas ol 'on retrouve le
régime perturbatif, et & v = 6,8 dans le second cas tandis que v = 7 correspond
a un minimum. Les spectres de photoassociation sont mal décrits dans le cadre
d’un modele perturbatif [37], au moins pour les premiers niveaux vibrationnels
du puits externe du potentiel 0. Notre approche non perturbative peut aider
& mieux interpréter les résultats expérimentaux.
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Fic. 3.8 - Estimation des tauz de photoassociation pour deux intensités laser
différentes : 250mW [em? (carrés noirs), 4W/cm? (carrés blancs) et 25 W/cm?
(ronds blancs).

3.3.5 Modification de la longueur de diffusion du potentiel
fondamental par le laser de photoassociation

La position du dernier état 1ié du potentiel fondamental dépend de I'intensité

du laser de photoassociation comme le montre la figure 3.5. Or, la position du

dernier état lié d’un potentiel dépend de la longueur de diffusion de ce dernier
via la relation approchée:

h2
2ua?

ol a est la longueur de diffusion et p la masse reduite de la molécule.

Ee = (3.27)

1l résulte donc que le laser de photoassociation modifie la longueur de dif-
fusion du potentiel fondamental. Ceci offre des perspectives intéressantes en
termes de contrdle des collisions par un champ laser. Notre approche permet
d’étudier directement ces systémes.

Les interactions inter-atomiques jouent un réle trés important dans la phy-
sique des atomes froids. A titre d’exemple nous pouvons évoquer le refroidis-
sement évaporatif qui permet d’aboutir 4 la condensation de Bose-Einstein
[131]. Son efficacité et, par suite, la faisabilité du phénomeéne de condensation
dépendent fortement des propriétes collisionnelles des atomes. Le césium n’a pu
étre condensé que treés récemment [132] & cause justement de propriétés collision-
nelles défavorables [133]. Ces propriétés collisionnelles peuvent &étre contrdlées
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au voisinage d’'une résonance de Feshbach induite par un champ magnétique
[66, 132, 134]. Malheureusement, l'utilisation d’un champ magnétique n’est pas
toujours évident expérimentalement et Putilisation d’'un champs laser en lieu
et place d’'un champ magnétique peut étre une alternative intéressante dans le
controle des collisions. L’influence d’un champ laser sur la longueur de diffusion
en onde s a été étudiée par Fedichev et al [135]. D’autres travaux théoriques
ont suivi [49, 136].

A Hanovre, ’équipe du professeur Tiemann a utilisé la spectroscopie pour
explorer expérimentalement les effets d’un laser sur les collisions froides [137].
Cette étude & consisté & étudier P'influence d’un champ laser quasi-résonnant (dit
laser de couplage) avec la transition atomique 3%p, j2 = 3%dy /2 du sodium sur les
derniers états liés du potentiel moléculaire A’ %F de Nay dans une expérience
de jet moléculaire simulant les conditions des collisions froides.

Pendant cette thése, nous avons participé & 'interprétation théorique des
résultats également avec le modele de la molécule habillée et la méthode MFGH+OP.

Les effets observés expérimentalement et reproduits théoriquement montrent
que le laser de couplage induit des décalages lumineux et des largeurs pour les
derniers niveaux liés du potentiels A' ¥, voire méme peut conduire & la suppres-
sion d'un ou de plusieurs états liés, ce qui est équivalent de dire que le déphasage
de la fonction d’onde collision entre atomes 32s, /2 €t 3%p, /2 est modifiée d’'un
facteur n [137]. Cela suggere des possibilités de contréle des collisions avec un
champ laser de fagon équivalente & ce qui se fait avec des champs magnétiques
[66, 134], avec les mémes perspectives en termes de contrdle de longueurs de
diffusion.

3.3.6 Formation de molécules stables dans l’état fonda-
mental

Le couplage entre le dernier état lié et les résonances photoassociées offre
des perspectives intéressantes pour la formation de molécules froides stables. En
effet, sur la figure 3.5 on s’apercoit que pour une intensité laser de 14 W/em?,
la. composante du dernier niveau lié sur la voie fermée atteint 30 % ce qui laisse
présager un transfert de population significatif du continuum vers ce dernier.

Ce processus de formation stable peut &tre particulidrement intéressant dans
les condensats de Bose-Einstein car il pourrait permettre de transformer de
maniére cohérente un condensat atomique en condensat moléculaire. L’intérét
réside dans le fait qu’un seul laser est nécessaire.

Une étude quantitative plus approfondie de efficacité de ce schéma de for-
mation est néanmoins nécessaire avant de conclure quant 3 une réelle faisabilité.
Dans ce sens, nous avons initié 3 la fin de cette thése une collaboration avec E.
Luc au laboratoire Aimé Cotton. Le but était d’étudier I’éfficacité du mécanisme
de formation de molécules & partir d’un travail dépendant du temps [59]. Les
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premiers résultats numériques obtenus par E. Luc ont confirmé le réle important
du dernier état lié et ont conforté nos résultats. Aussi des oscillations de Rabi
entre les deux niveaux couplés ont été mises en évidence. Ces travaux encore en
cours devront se poursuivre. Aussi, ’approche dépendante du temps permettra
d’étudier l'efficacité de ce schéma lorsqu’on utilise par exemple une impulsion la-
ser chirpée. L’efficacité du processus pourrait étre augmentée notablement dans
ce dernier cas [49].

3.4 Application a la photoassociation dans un
condensat de Bose-Einstein de sodium

La photoassociation dans un condensat de sodium est traitée dans I’article
(article IIT) placé a la fin de ce chapitre. Nous y étudions 'expérience réalisée an
NIST [116]. L’approche théorique est la méme que celle exposée dans ce chapitre.
Nous mettons en évidence une saturation des taux de photoassociation et des
décalages lumineux méme pour de faibles intensités laser. Les effets de seuil et
le rdle du dernier état 1ié sont aussi discutés. Le rdle de ce dernier est toutefois

moins important car & cause de la longueur de diffusion plus petite dans le
sodium, sa position est moins proche du seuil.

3.5 Conclusion

Nous avons utilisé la méthode FGHRA+OP pour étudier la photoassociation
dans une approche non perturbative. Nous avons étudié la photoassociation
dans un gaz ultra-froid de césium et dans un condensat de Bose-Einstein de
sodium. Dans le premier cas, nous avons interprété la saturation des taux de
photoassociation observées dans ’expérience d’Orsay. L’observation d’effets non
prédits par les théories perturbatives justifie notre approche. Nous avons mis en
évidence le role du dernier état 1ié du potentiel fondamental et la modification
de la longueur de diffusion du potentiel fondamental par le champ laser. Le
premier effet peut avoir des applications pour la formation de molécules froides
stables voire pour la formation d’un condensat moléculaire. Le second offre des
perspectives intéressantes pour le contrdle des collisions par un champ laser.
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Conclusion

Nous avons étudié dans cette thése les résonances de Feshbach avec ap-
plication & la formation de molécules froides. Pour cela nous avons d’abord
implémenté la méthode du potentiel optique dans la méthode de grille de Fou-
rier développée au cours des théses précédentes. Ce développement méthologique
permet & présent de disposer d’un outil performant et bien adapté & la physique
moléculaire pour traiter P'interaction d’un état lié discret avec un continuum et
nous a permis d’étudier un large éventail d’applications, aussi bien 3 énergie
thermique que dans le domaine des collisions froides. Aussi nous avons utilisé
pour la premidre fois un potentiel optique avec un échantillonnage adapté a la
longueur d’onde de de Broglie locale pour étudier des systemes dans des condi-
tions dynamiques non explorées jusqu’a présent avec cette approche. Signalons
également que nous avons adopté un formalisme indépendant du temps pour
décrire des phénomenes dépendant du temps.

Parmi ces applications, nous avons étudié un mécanisme de formation de
molécules par résonance de Feshbach & énergie thermique. Le calcul des taux
de formation a montré Vefficacité d’un tel processus, confirmant du méme coup
les observations faites lors d’expériences en cellule. Ce travail a aussi permis de
valider notre méthode et a mis en avant sa souplesse d’utilisation.

La généralisation aux températures ultra-froides de tels mécanismes n’étant
pas aisée, nous nous somies intéressés ensuite aux possibilités de controler la
position de la résonance par un champ laser. Cela nous a conduit tout na-
turellement & étudier la réaction de photoassociation dans un gaz d’atomes
ultra-froids. L’utilisation d’un potentiel optique a été rendue possible grace &
P’échantillonnage adapté et ce, malgré les trés faibles énergies relatives de colli-
sion impliquant des potentiels trés profonds et lentement variables. L’approche
non perturbative a permis de mettre en évidence le role dans le processus, du
dernier état lié du potentiel fondamental, effet qui n’était pas du tout pris en
compte par les modeles perturbatifs utilisés auparavant. Aussi nous avons mis
en évidence des saturations dans les taux de photoassociation méme 3 faible
intensité laser. Cette saturation s’explique par la présence du seuil lorsque la
collision se produit & trés faible énergie, et de méme que précédemment, n’était
pas prise en compte dans les modeéles perturbatifs.

Les effets mis en évidence dans cette thése ont suscité d’autres études au
sein de I'équipe théorique. E Luc étudie & présent la possibilité de peupler effi-
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cacement le dernier état 1ié du potentiel fondamental & partir d’un formalisme
dépendant du temps et en intégrant dans son modele des impulsions lasers a
dérive de fréquence. P. Naidon, dans son travail de thése, étudie la photoas-
socciation dans un condensat de Bose-Einstein atomique en vue de former un
condensat moléculaire [119]. Son formalisme de seconde quantification doit lui
permettre d’étudier le transfert cohérent des atomes en molécules lors de la pho-
toassociation & un photon en incluant dans son modele le rdle du dernier état
lié.

Enfin, au registre des applications, nous avons utilisé la méthode FGHR+OP
pour effectuer un travail spectroscopique novateur puisque nous avons déterminé
un des potentiels couplés par une interaction radiale qui reproduisent les résultats
expérimentaux non seulement pour la position des niveaux rovibrationnels prédissociés,
majs aussi leur largeur.

Les applications abordées tout au long de ce manuscrit ne sont pas exhaus-
tives, et les problemes pouvant étre traités par notre méthode sont nombreux.
Aussi, en guise de perspectives, et afin de mettre encore en avant la polyvalence
de notre méthode en dehors de son cadre physico-chimique originel, nous allons
présenter d’autres problémes qui auraient pu figurer comme chapitre de cette
these.

L’étude des résonances de Feshbach entre des potentiels hyperfins fonda-
mentaux et le contréle de leur position au moyen d’un champ magnétique est
parfaitement accessible avec la méthode FGHR+OP. L’intérét d’une telle étude
pour le groupe expérimental réside dans la possibilité de controler la longeur
de diffusion et d’arriver ainsi & la condensation de Bose-Einstein du césium.
[69, 133, 138] .

La photoassociation d’une paire d’atomes dans un réseau optique ou dans un
pidge trés confinant est aussi un sujet prometteur. Damski et al [139] ont montré
que la photoassociation de deux atomes d’espéces différentes dans un site d’un
réseau optique pouvait conduire & la création d’un superfluide dipolaire voire
d’un condensat de molécules dipolaires.

La photoassociation d’une paire d’atomes dans un piége trés confinant peut
également avoir des applications & Pinformation quantique. Le groupe de P.
Grangier A 'Institut d’Optique utilise et manipule des atomes individuels comme
qubits. Une voie explorée actuellement propose de faire interagir de fagon controlée
deux atomes piégés dans le but de réaliser une porte logique & deux qubits (une
porte de phase plus précisément). L’expérience utilise 'atome de rubidium dans
deux niveaux hyperfing FF = 1 et F' = 2 associés respectivement 2 la valeur
logique 0 et 1.

Une maniére de réaliser cette porte logique consiste & controler la collision
des deux atomes piégés afin d’induire un déphasage de 7 sur la fonction d’onde
totale, ce qui revient & modifier la longueur de diffusion . Il faut aussi que ce
déphasage n’intervienne que lorsque les atomes sont dans le bon état quantique.
Nous avons évoqué déjd la possibilité de modifier la longueur de diffusion par
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un champ laser [135]. Au chapitre 3, nous avons montré que le laser de photoas-
sociation modifiait notablement les propriétés de collision des atomes libres. Ici,
c’est le laser de piégeage qui induira la transition de photoassociation et modi-
fiera la longueur de diffusion. Les fortes intensités résultant de la focalisation
du laser de piegeage doivent permettre d’observer des effets importants.

Les collisions entre atomes alcalins dans un piége trés confinant ont déjh
été étudiées par différents auteurs [140, 141, 142]. En coordonnées relatives et
en considérant un piége harmonique de fréquence w, Phamiltonien du systéme
s’écrit [140]:

H—~ﬁ2V2+~1—w22+V (r) (3.28)
- 2“ 2“ T int .

ol, suivant les notations habituelles, 1 est la masse réduite des particules,
r la distance inter-atomique et Vi,: le potentiel moléculaire d’interaction. La
collision se passe donc dans une sorte de potentiel effectif qui est la somme du
potentiel de piégeage et du potentiel d’interaction. Un tel potentiel est représenté
figure 3.9

photoassociation

continuum discretise

v/
7/
/

spectre lie

F1G. 3.9 - Schéma de la photoassociation entre un pseudo-continuum d’un po-
tentiel effectif correspondant au potentiel d’interaction Viy plus le potentiel de
piégeage % pw?r? (potentiel du bas) et un niveau vibrationnel d’un potentiel excité
(potentiel du haut). La figure n'est évidemment pas ¢ Uéchelle.

L’effet le plus marquant du potentiel de piégeage est que maintenant le
spectre au-dessus du seuil de dissociation ne sera plus un continuum mais un
spectre discret dont les énergies seront, en premiére approximation, les énergies
propres du piege. Numériquement, ces systémes peuvent &tre traités trés facile-
ment et trés précisement avec la méthode de Fourier. Sur la figure (3.10) sont
représentés le dernier état 1ié du potentiel fondamental 12'; de Rb; ainsi que le
premier état du pseudo-continuum. La fréquence du piége est de 100 kHz.
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Fi1G. 3.10 ~ Ezemple de fonctions d’onde du potentiel effectif calculées avec la
méthode de Fourier. En noir: le dernier niveau lié du potentiel 12; de Rby. En
rouge : le premier état fondamental du piége d’énergie 100 kHz

Ce travail, tout juste commencé durant cette thése dans le cadre d’une col-
laboration avec le groupe de P. Grangier, doit bien évidemment se poursuivre.

La richesse des systémes physiques pouvant étre explorés avec notre méthode
laisse donc présager un important travail de recherche passionnant encore &
réaliser. Les études commencées 3 la fin de cette thése et encore non terminées
devront se poursuivre ultérieurement. Espérons que les résultats futurs sauront
combler notre attente.

a suivre donc ...
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Annexe A

Rappels de théorie de la
diffusion

Dans cette annexe, nous allons nous intéresser aux solutions de 1’équation
de Schrodinger radiale qui décrit la diffusion d’une particule de masse u par un
potentiel V. Nous mettrons I'accent sur les solutions a Porigine et dans la région
asymptotique. Une part importante de cette annexe sera également consacrée &
la théorie de la diffusion dans le plan complexe.

Notre objectif est double:

- Expliciter les formes analytiques des solutions de ’équation de Schrodinger
radiale.

- Introduire les notions utiles pour bien comprendre la méthode du potentiel
optique en complément au chapitre 2.

A la fin de cette annexe, nous traiterons le cas des résonances de Feshbach
faisant intervenir deux potentiels couplés. Nous nous servirons alors de ce qui
aura. été fait précédemment pour déterminer une formule analytique pour la lar-
geur de la résonance et discuter sa variation en fonction de 'énergie, notamment
en régime de loi de seuil.

A.1 Les états stationnaires de diffusion

A.1.1 La fonction d’onde radiale libre

La fonction d’onde libre , notée < r|E,l,m >, est fonction propre des opérateurs
moment angulaire L? et de Hy hamiltonien d’une particule libre (Hy = g—s). Elle

peut se mettre sous la forme du produit d’une harmonique sphérique Y,(m) (8,0)
et d’une fonction de r [84],

<r|Ejm >= %y(r)Yl(m) 0,0) (A1)
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y(r) est la fonction d’onde radiale, elle est solution de I’équation de Schrédinger
radiale:

d,,-‘Z r2

{i - +P2}y(r) =0 p=(mE)/ (A-2)

Solutions lorsque r — 0

L’équation radiale est une équation différentielle ordinaire du second ordre,
elle a donc deux solutions linéairement indépendantes. On les nomme solutions
régulidre et irréguliere suivant leur comportement & origine en %! et 7~/ res-
pectivement.

!

La solution qui se comporte comme i1 est la fonction de Riccati-Bessel

aipr):

~ . Tz 1/2 I+1 d (_é)n
ion) =202 = (F) T den@) =Y g (A9
(2 144

O 5;(2) est la fonction de Bessel sphérique et Jy(z) la fonction de Bessel
ordinaire. Les fonctions de Riccati-Bessel sont orthonormeées:

| i) = 350/ (A4)

La fonction d’onde correspondante, aprés normalisation en énergie, ¢’est-a-
dire:

< E'Vm'|Elm >= §E — E)6p16mm) (A.5)
devient :
<r|Elm >= (22 L5 gy (A.6)
ap’ T L
La solution irréguliére est la fonction de Riccati-Neumann 7, (pr) définie par:

21 — 2n — 1Y
nl

fulpr) = 2ny(z) = (—)’<-7r2—z)1/2j_1~1/2(z) = ! Z (=5)"(n!(
= (A7)

Solutions lorsque 7 — oo

Si r est grand, le terme centrifuge est négligeable et les solutions se com-
portent comme les solutions pour ! = 0, c’est & dire comme des combinaisons
de e*7" et correspondent aux fonctions de Riccati-Hankel 1 (pr).
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Wi () = 7u(z) £ i5(2) (A8)

RE(2) = eii(”%)[l +o(z™h)] zZ = o0 (A.9)

On en déduit que:

= i) by (2)]
an(z) = ‘l—"“z—l—‘— (A.10)
J1(2) = sin(z — %lﬂ') z - 00 (A.11)
et
fu(z) = W (A.12)
7u(2) = cos(z — %m) 25 o0 (A.13)

A.1.2 Les ondes partielles de diffusion

Nous allons maintenant déterminer les états |E,l,;n+ > qui sont vecteurs
propres de L? d’une part mais aussi et contrairement au cas précédent, vecteurs
propres de H hamiltonien total [84].

< r|E,l,m+ > est le produit d'une harmonique sphérique par une fonction
de r ‘I’l,p.

2 51 m
<r|Elm >= i’(;%)l/z;w,,p(r)y,( () (A.14)

¥, , est solution de ’équation radiale:

{gj - ’(lr“: Y _ v+ pz}\Ill,p(r) =0 U@ =2mV()  (A15)
et

¥, — 5i(pr)  lorsque V — 0 (A.186)

Les fonctions ¥, sont appelées les fonctions radiales normalisées car elles
vérifient les relations de normalisations suivantes:

| 0,0 = 3060 - ) (A1)
o]

On montre que [84]
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Uy, (r) = Ji(pr) + pfi(p) Ay (pr) T — 00 (A.18)

gir?

Ot Pon retrouve la forme en " + fi
libre incidente de moment angulaire [, tandis que p fl(p)ﬁf représente ’onde
diffusée sortante.

Sachant que

. j représente la fonction d’onde

. At =R s —1
j=——F— et pfi= 122. (A-19)

on a:

B1p(r) = %[ﬁl— (pr) — si(p)h ™1 (pr)] 7 — 00 (A.20)

s1(p) = €*% est 1’élément de matrice de diffusion. De méme en remplagant
J1(pr) par son expression en sinus, on obtient :

@y, (1) P sinlpr — -;—lﬂ' + &1(p)] T — 00 (A.21)

Pour 7 grand, la fonction d’onde radiale ¥, , est proportionnelle & la fonction
d’onde radiale libre (j;(pr) — sinfpr — %lﬂ'] et est déphasée par rapport a cette
derniere d’une quantité §;(p).

A.1.3 Les solutions régulieres ®;,(r)

Les solutions régulieres @, ,(r) different de ¥;, uniquement par la norma-
lisation. Lorsque r tend vers 0, ¥, tend vers O et est proportionnelle & j;(p).
Les fonctions ®;p,(r) sont définies de fagon & se comporter exactement comme

51(p)-

®15(r) = Jip(or) r—0 (A.22)

Par conséquent, @, ,(r) est proportionnelle & ¥; ,(r)
lorsque 7 tend vers Uinfini, ®;,(r) tend vers une combinaison linéaire des
solutions de ’équation radiale libre AT et h~, on peut écrire:

21,0) = AW ()~ F @R R 7 oo (4.23)

Les coeflicients de développement f;(p) sont appelés les fonctions de Jost.
En comparant ’équation (1.27) avec expression de la fonction réguliére, on
obtient pour la matrice de diffusion 'expression suivante.

o\ hi(p)
si(p) = 70) (A.24)
et
Pip(r) = filp) V1 p(r) (A.25)
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Or s; = 2% donc

i) = | fi(p)|le” @ (A.26)

A.2 Introduction de variables complexes

p est le module de Pimpulsion initiale et est donc un nombre réel et po-
sitif. Cependant, p peut $’interpréter comme un parametre intervenant dans
P’équation de Schrodinger et par conséquent, peut étre aussi bien réel que com-
plexe. Voyons ce que deviennent les solutions de I’équation de Schrodinger ra-
diale lorsque ’on considére une impulsion complexe.

A.2.1 Propriétés analytiques de la solution réguliére

Soit 'équation de Schrodinger radiale:

2
{ZZ«_z - ’(l; Y v+ pz}y(’r') =0 UG =2V (A27)

avec cette fois p un nombre complexe arbitraire. Dans le plan complexe, seuls
les points sur l'axe réel ont une signification physique, ¢’est pourquoi I’axe réel
est appelé région physique.

Soit ®; ,(r) la solution régulidre de ’équation précédente, alors on peut mon-
trer que ®; ,(r) existe et est analytique pour tout complexe p, et lorsque p tend
vers une valeur de la région physique, ®; ,(r) tend vers la solution physique de
Péquation de Schrédinger correspondante [84].

A.2.2 Propriétés analytiques de la fonction de Jost

On peut démontrer (a partir de théorémes sur les fonctions & variables com-
plexes) les propriétés suivantes [84]:

fi(p) est continue dans le domaine Im(p) > 0 fi(p) est analytique dans le
domaine Imn(p) > 0

On a de plus:

fi) = [H(-p")]* (dans la région analytique) (A.28)

pour p purement imaginaire, fi(p) est réelle.
La matrice de diffusion S est donnée pour p physique par:

filp)* _ fi(-p)
si(p) = 1822 — A29
)= T A (829
Et donc s;(p) est non analytique puisque fi(p)* ne l’est pas.
Le dénominateur est analytique pour I'm(p) > 0 tandis que le numérateur
Pest pour Im(p) < 0 donc s;(p) est analytique nulle part.
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Pour établir Panalycité de s;(p), il faut étendre le domaine d’analycité de f.
En prenant quelques hypothéses supplémentaires sur le potentiel (puits carré

par exemple), f1(p) peut devenir analytique pour tout p et dans ce cas, s;(p) est
analytique sauf en quelques points ot fi(p) = 0. s;(P) est alors méromorphique,
c’est-a-dire est analytique partout sauf en quelques poles éventuels lorsque fi(p) =

0

A.2.3 FEtats liés

Nous allons maintenant étudier le lien entre un état lié du potentiel et les

poles de la matrice S dans le demi plan Im(p) > 0.

On rappelle que le comportement asymptotique de &, ,(r) est tel que:

B1,(r) = LR r) ~ F-pRF R 7 oo (4.30)

On suppose qu’il existe un point 7 (Im(p) > 0) tel que la fonction de Jost

s’annule. (fi(p) = 0). Dans ce cas,

iL—

B15(r) 3100 i (~PVF ()] (4.31)

Or lorsque 7 — oo, A (pr) — eXier=1%)

Lorsque Im(p) > 0, A décroit exponentiellement quand 7 — oo tandis que
croit exponentiellement.

En général, ®,; , contient aussi bien des composantes croissantes que décroissantes

mais au point p, $;, est purement décroissante.

Comme $; 5 = 0 en r = 0 et décroit exponentiellement quand r — oo, c’est

une solution normalisable de I’équation de Schrédinger radiale et donc dans ce

=2
cas, Phamiltonien a un wrai état propre d’énergie Z— et de moment angulaire I.

Comme toutes les valeurs propres de H sont reelles p doit étre imaginaire

pure, ie § = i (a0 > 0) et Pénergie de ’état 1ié est: '77{'

Réciproquement si le potentiel a un état 1ié d’énergie —'2%1—2- et de moment

angulaire [, alors au point p = ¢ la solution ®;, doit étre exponentiellement
décroissante et f(ia) doit étre nulle.

On peut dire de facon eqmvalente que D’état 1ié correspond & un pdle de la
fi(= p

matrice S (car /(p) = 0] tend vers U'infini lorsque f;(p) tend vers 0).

A.2.4 Résonances

N

On suppose & présent que fi(p) a un zéro dans le demi-plan complexe

inférieur (Im(p) < 0) pour p=p avec p = pr — ips.

fi(P) = 0 implique que la solution & soit proportionnelle a la solution sor-

tante h* mais h* croit exponentiellement avec r lorsque In(p) < 0: bt —

e

kprtkir
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Au lien de p, on peut utiliser dans les discussions précédentes 1’énergie E.
Dans ce cas on a f(E) pour la fonction de Jost et on aura une résonance pour
une énergie £ = Ep — z% Cela est plus délicat car pour chaque énergie, il
correspond deux impulsions, les résonances se trouvent alors sur les surfaces de
Rieman associées [84].

Plan p im PlanE im
ctats -~ region physique region physique
liess T~
~y
E re

, wor N T

re V7 N

/ états s~ |

resonance lies =N

E’=E ~i[/2

Fic. A.1 - localisation des résonances dans le plan compleze

A.2.5 Importance d’une impulsion complexe

Les fonctions de Jost ne s’annulent pas sur Paxe physique (axe réel). En
effet, fi(p) = [fi(~p*)]* done pour p réel, fi(-p) = fi(p)*, d'ou fi(p) = 0 =
filpy* = 0. Ce qui implique que la fonction de diffusion soit identiquement nulle
ce qui n’a aucun sens exceptéen p =0 .

On obtient ainsi le résultat important que la fonction de Jost de peut avoir
de zéro sur ’axe réel (sauf en p = 0) et donc la matrice S ne peut avoir de pole
sur ce méme axe. Pour obtenir des résonances, il faut impérativement passer
dans le plan complexe.

A.3 Résonance de Feshbach

Aprés avoir discuté la forme des fonctions d’onde de diffusion a origine et
dans la zone assymptotique et aprés avoir avoir introduit la diffusion dans le
plan complexe, nous allons nous intéresser aux résonances de Feshbach. Nous
poserons d’abord le systéme de deux équations couplées décrivant le systéme
puis nous déduirons rapidement une forme analytique pour la largeur de la
résonance. Le but de ce paragraphe est de discuter la variation en énergie de cette
largeur lorsque I’énergie relative de collision tend vers 0. Ceci nous sera utile
dans ’annexe suivante pour discuter qualitativement le comportement des taux
de photoassociation en régime de loi de seuil (typiquement dans un condensat
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de Bose-Einstein). Aussi, nous allons nous servir des expressions analytiques des
solutions de 1’équation de la diffusion obtenues au début de cette annexe.

A.3.1 Equations du systéme et expression analytique de
la largeur de la résonance

Fi1G. A.2 -~ Schéma général d’une résonance de Feshbach

On suppose un modele faisant intervenir deux potentiels (voir figure A.2): un
potentiel ouvert V; et un potentiel fermé V5 couplés par une interaction W(r)
dépendant de la distance radiale r. On note E P’énergie relative de collision et
Ey Pénergie d’un niveau lié ¢¢ du potentiel fermé.

Si on note respectivement ¢; et ¢» les composantes sur les voies V; et Vs,
alors ’équation de Schrodinger pour le systéme est:

E¢(r) (A.32)

(- 5o + 1) ) a0 + W)

E¢y(r)

hg 82 V . W . o
(- 5 + V) ) ) + W) ()
p est la masse réduite des particules et 7i la constante de Planck. Afin
d’alléger les notations, la contribution du terme centrifuge est contenue dans
le terme potentiel.
On note enfin ¢req et @o les solutions non perturbées des voies V1 et Vs
respectivement si bien que nous avons:

Edreg(r) (A.33)
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On suppose & présent que la solution ¢, de la voie fermée est trés peu
différente de la solution non perturbée ¢g : ¢o» = C¢y avec C une constante. Le
systéme d’équations A.32 devient :

_r&
2u Or?

+v1<r>) b))+ WECh(r) = Ep(r)  (A35)
Eodo + W(r)éqﬁl = Edy (A.36)

Ce dernier systéme se résout en utilisant les fonctions de Green G [143].
Nous ne donnerons que les résultats: la solution ¢; normalisée en énergie peut
se mettre sous la forme:

3= 2 e
o1(r) = o5\ sin(kr + by + 6), 7 = 00 (A.37)

k est 'impulsion relative. Le déphasage additionnel é caractérisant la résonance
est donné par:

P‘z
tand = ~7Tm (A38)
Ou la largeur I et le décalage A ont les expressions suivantes:
I = 27| < ¢o|W|reg > | (A.39)
A =< | WGW |y > (A.40)

A.3.2 Dépendance en énergie de la largeur I’

Dans l'expression de la largeur T, la fonction ¢y est normée a 1. La dépendance
en énergie est donc fixée par la fonction réguliére ¢, qui, via la normalisation,
dépend de P'énergie. T' varie donc en énergie comme |¢,..4|%.

Cas général
Dans le cas général, ¢,q solution de 'équation A.33 et normalisée en énergie,

se comporte comme une fonction sinus lorsque 7 tend vers Iinfini.

Preg = ;;Lk sin(kr + pg), T = 00 (A.41)

Donc,

. 1 1
2 — .
[q,)TegI x A X \/E

Dans la cas général, les largeurs varient en énergie comme _\/1_5

(A.42)
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Cas au seuil

Pour traiter le cas au seuil, il faut revenir plus en détails sur la solution
réguliere ¢reo. En introduisant les fonctions de Green G évoquées au para-
graphe précédent, équation pour ¢,., peut se mettre sous la forme d’une
équation intégrale dite équation intégrale de la diffusion (ou équation de Lipp-
mann Schwinger):

Breg(r) = breg0)° + [ APGlr =T Va( g0 (D)
reg(r)° est solution de ’équation libre:

B0 I+ 1)\ o 0
(-— ZL—E‘E 2/_”-2 ) Teg (’I') - Ed)reg (,,.) (A44)

On a fait apparaitre explicitement le terme centrifuge car le potentiel est nul
ici.
Les fonctions de Green quant 3 elles sont définies par ’équation suivante:

8?2 I(l+1) _
( - 5;5;3 + e - E) G(r) =4(r) (A.45)
On montre que [84]:
! 1 = 7.
Gw¢)=—Eﬂumame>) (A.46)

r< et r signifient respectivement minimum et maximum de r et ' 5;(2) et
ﬁ?’ (z) sont respectivement les fonctions de Riccati-Bessel et de Riccati-Hankel
introduites au début de cette annexe.

L’équation intégrale de la diffusion s’écrit:

¢reg (7) = .:;l (kr) + /dT’ - %5l(k7<)7"?- (k"'>)Vl (7’,)¢reg (7',) (A47)

On montre également [84] le comportement suivant pour la fonction G(r,r’)
lorsque k tend vers 0:

RYASY —1
mmqa*&%ﬁ%iﬂ k=0 (A.48)
C’est & dire que G(r,r') devient indépendant de k lorsque ce dernier tend
vers 0. Donc la dépendance en énergie de ¢y, est celle de g (kr).
Le comportement de j;(kr) lorsque k tend vers 0 est connu [84] :

ZH-I

%&%»EEZW, z—0 (A.49)
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De plus les fonctions de Riccati-Bessel ne sont pas normées en énergie, il faut
donc introduire un facteur 1/v/k di & la normalisation et on obtient la variation
en énergie suivante pour la solution réguliére:

bren =5 = DT k0 (A.50)
e 7 p @+ nn & : '

Et donc les largeurs se comportent comme:
T o« k2 o BIH1/2) k-0 (A.51)

On obtient le comportement caractéristique des largeurs de résonance en
régime de loi seuil. Dans 'annexe suivante, cette variation des largeurs jouera
un role important dans le comportement des taux de photoassociation dans un
condensat de Bose-Einstein.
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Annexe B

Taux de formation de
molécules

Dans cette annexe nous allons dériver la formule du taux de formation de
molécules par résonance de Feshbach. Pour cela, nous allons introduire I’émission
spontanée de maniére phénoménologique. Nous consideérerons ensuite deux cas
limites particuliers: & énergie thermique et dans un condensat de Bose-Einstein.

Au chapitre 3, nous avons vu que la photoassociation était équivalente 2
une résonance de Feshbach induite par laser. Aussi un des objectifs de cette
annexe est de montrer que le taux que nous obtenons par 'approche résonance
de Feshbach conduit exactement aux taux utilisés dans la littérature pour traiter
la photoassociation.

B.1 Expression du taux de formation de molécules

B.1.1 Expression générale

Quelque soit la réaction collisionnelle envisagée (recombinaison radiative,
photoassociation etc...) efficacité de la réaction est donnée par un taux (rate
coefficient en anglais) noté K, exprimé généralement en m®.s71. La formule
générale pour un tel taux est:

o
K= / o(v) f(v)vdo (B.1)
0
avec
- o(v) section efficace du processus,
v vitesse relative des particules,
»»»»» f(v) distribution en vitesse relative.
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B.1.2 Expression en fonction de la matrice de diffusion

La section efficace de collision peut s’exprimer en fonction de la matrice de
diffusion :
T — .
Tij (’U) = P Z(Ql + 1)[31']"2 (B.2)
=0
avec
k impulsion relative des particules,
! moment angulaire de rotation
1Si;]? est le module au carré de I’élément de matrice de diffusion entre les
voies 1 et j pour le processus.
Le taux K devient:

X e .
K= /O @+ DISy [ f()vdo (B.3)
=0
expression que l’on trouve écrite dans certains articles sous la forme suivante :
T —
— 12
K= <p 2(21 +1)|S45] > (B.4)

ol < ... > signifie que le taux est moyenné sur la distribution en vitesse.
S;; dépend bien évidemment du processus considéré.

B.1.3 Choix d’une distribution de Maxwell pour les vi-
tesses

Dans le cadre d’une expérience en cellule (comme c’était le cas au chapitre
1), la distribution en vitesse est maxwellienne et donnée par:

2m3 3 L me?
flw) = (——T—n—) vie” T (B.5)
avec

kp constante de Boltzman,
- v module de la vitesse relative des particules,
~ m masse réduite des particules,
- T température du systéme.

On pose le changement de variables suivant: F = %mvg, vdv = %

On obtient alors le taux de formation suivant avec les notations rencontrées
dans la littérature:

1 & e . E
K= 20 +1 / Sii|%e  FeTdE B.6
hQTg( ) A 1Si|%e (B.6)

fffff h constante de Planck,
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FIG. B.1 ~ schéma de la formation de molécules stables par résonances de Fe-
shbach

- Qr = (2mmkpT/h?)3/? est la fonction de partition
L’expression du taux ci-dessus est la plus générale possible. Nous allons nous
intéresser a présent a la formation de molécules par résonance de Feshbach.

B.2 Formation de molécules par résonance de
Feshbach

On considére deux potentiels couplés: une voie ouverte 1 couplée 3 une voie
fermée 2 et une vole de stabilisation 3. On considere une collision au cours de
laquelle on entre par la voie ouverte 1, on forme une molécule dans un état
vibrationnel de la voie fermée 2 puis on ressort par la voie 1.

Nous nous intéressons & la formation de molécules stables, c’est-a-dire qu’il
nous faut introduire un mécanisme de perte dans le processus de Feshbach. En
effet lors d’une résonance, on ne forme une molécule que pendant un temps
donné. Dans notre cas ce mécanisme de perte sera ’émission spontannée vers la
voie 3.

B.2.1 Matrice de diffusion pour une résonance de Fesh-
bach

1l s’agit & présent de donner une expression pour ’élément de matrice de
diffusion pour ce type de collision.

La solution repose sur la résolution analytique de deux équations de Schrodinger

couplées associées aux deux voies incluses dans le modeéle. Une méthode tres ef-
ficace pour résoudre ce probléme est la méthode des projecteurs introduite par
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Feshbach [61]. Sans décrire en détail cette méthode, nous allons en rappeler les
principes. La méthode propose de diviser 'espace de Hilbert en sous-espaces,
chaque sous-espace étant associé & une voie du systéme. A chacun de ces sous-
espaces sont associés des projecteurs que ’on applique sur les équations couplées.
On obtient alors un systéme découplé dont la résolution est trés simple. On
trouve dans le cas d’une résonance isolée:

i
Sll:S?l(l—E—eo—A-FiF) (B.7)
2

- 89, est un facteur de phase,

fffff I' = 27| < ¢1|H"™|p2 > |? est la largeur de la résonance. H™ est ha-
miltonien couplant les deux voies.

- €g est la position de la résonance;

- A le décalage en énergie de la position de 1’état lié & cause de I'interaction.

B.2.2 Equation de conservation du flux et réversibilité

On vérifie facilement que le module au carré de Sy; est:

1S1)? =1 (B.8)

I’équation précédente peut s’interpréter comme une équation de conservation.
Elle signifie que le flux est conservé sur la voie 1. En d’autres termes tout ce
qui rentre sur 1 ressort sur 1. Une résonance de Feshbach est donc réversible,
son effet sur la fonction d’onde de collision est juste un déphasage par rapport
a la fonction d’onde sans interaction. Physiquement, du fait de ce déphasage, la
fonction d’onde semble retardée pendant Vinteraction. Ce retard correspond au
temps pendant lequel on forme une molécule dans un état 1ié de la voie fermée.

Pour former des molécules stables, il faut introduire une troisiéme voie dite
vole de fuite (voir schéma B.1)

B.2.3 Formation de molécules par émission spontanée via
une résonance de Feshbach

Si on introduit une voie de stabilisation dans le modele (voie 3) il suffit
de résoudre un systéme de trois équations couplées, d’en extraire ’élément de
matrice Si3 correspondant 3 la formation de molécules et de calculer le taux
de formation de molécules en utilisant ’equation B.6 dans laquelle on introduit
I'expression de Sis.

Cependant, la résolution analytique d’un tel systéme de trois équations
couplées est loin d’étre aussi simple que dans le cas du modeéle & deux équations.
Nous allons voir un modele phénoménologique beaucoup plus simple qui permet
d’arriver trés facilement & la solution.
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Dans I’élément de matrice Sy; on peut tenir compte de 1’émission spontanée
en introduisant la largeur naturelle de I'état lié. Ainsi on remplace €p par e —i3
dans A.7 et on obtient (en négligeant A):

T
Sy = S (1— € ) B.9
e E—e+iy+il (B:9)

Cette fois

|S11

(B.10)

On montre facilement que

~ 81y =0,]|S1]* =1 on a conservation du flux sur la voie 1,
- 81y # 0, |S1* < 1 onna plus la conservation du flux sur la voie 1 3
cause des pertes.

Si on note Sz Pélément de matrice de diffusion associé A la voie de perte
kl
I’équation de conservation du flux devient :

1Sul? + |S1s)* = 1 (B.11)
L’expression de |S;3[? est alors triviale 3 calculer, on a:
: T
1515 = ¥ (B.12)

P T\ 2
(E - ) + (157)
expression que 'on introduit dans B.6 pour avoir le taux de formation de

molécules par résonance de Feshbach:

1 & &0 ~T B
K=-—>-S@+1 / e TBTdE (B.13)
hQr g ) o (E—-e)?+ (25)?

2

B.2.4 Evaluation de l’intégrale

Nous allons dans ce paragraphe essayer de donner une expression analytique
& l'intégrale présente dans le taux de formation de molécules.

oo
1:/ (L ¢ F5TdE (B.14)
o (E-e)?+(5)

On suppose que les résonances sont étroites. Cela veut dire que la largeur
d’une résonance est beaucoup plus fine que kpT. Ce sera effectivement le cas a
énergie thermique ot la distribution de Maxwell est trés large. Dans lintégrale,
le terme exponentiel varie beaucoup plus lentement que la lorentzienne, on peut
alors prendre sa valeur & la position de résonance et le sortir hors de l'intégrale:
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€ e €
I =~Te %7 / fiE —— =Te =Tl (B.15)
o (B-e)+ ()
Il suffit & présent de calculer lintégrale d’une lorentzienne. [ ab ﬁ‘%g =
[%artgf]z, on pose donc = = E — ¢ et ¢ = 4L d’on:
290 (@ —2€p
I' = ——[ = —art B.16
7+F<2 arg('y—l—l“)) ( )
De plus ¢g >> v+ 1 — artg(—;%_%) ~ artg( — 00) = —% donc
2T
I'= —— B.17
y+T ( )

On obtient alors Pexpression finale suivante pour le taux de formation de
molécules par résonance de Feshbach :

1 & 2yl __<o_
K=— 20+ 1)——=e *87 B.18
war 2+ D (B.18)

Ceci est toujours valable & énergie thermique mais aux températures ultra-
froides cette hypothése sera incorrecte. Dans ce dernier cas, on peut méme
dire que c’est la distribution en vitesse qui est plus fine que les largeurs des
résonances. L’évaluation analytique de l'intégrale effectuée ici ne pourra pas
&tre utilisée.

B.3 Lien avec les taux de photoassociation

Au chapitre 3, nous avons montré que la réaction de photoassociation était
équivalente & une résonance de Feshbach. Aussi, pour le taux de photoassocia-
tion, nous avons utilisé le taux issu de notre modele phénoménologique & partir
des résonances de Feshbach. La différence des processus se manisfestait au ni-
veau de la nature de Pinteraction. Dans ce paragraphe, nous faisons le lien entre
les différentes approches existant dans la littérature pour Pexpression du taux
de photoassociation.

Napolitano et al, dans la référence [144], utilisent pour leur élément de ma-
trice de diffusion, une formule strictement équivalente & notre formule B.12. Leur
choix était confirmé par des calculs d’équation couplées 4 partir desquels ils ob-
tenaient la matrice de diffusion qu’ils pouvaient comparer 3 leur formule analy-
tique. Le taux de transition stimulé intervenant dans cette derniére (I’équivalent
de notre I") entre ’état initial du continuum et un niveau vibrationnel photoas-
socié était calculé & partir de la regle d’or de Fermi.
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Bohn et Julienne ont développé une théorie semi-analytique des collisions
froides assistées par laser [120]. Leur modele conduit également 3 un élément
de matrice de diffusion équivalent & la formule B.12. Ils ont déduit en outre,
des formules analytiques pour le taux de transition stimulé par laser et pour le
décalage lumineux, qui font intervenir des recouvrements entre fonction d’onde
pris au point de Condon (distance & laquelle se passe la transition). Ces dernidres
formules, issues de la régle d’or de Fermi, sont directement proportionnelles &
Vintensité du laser de photoassociation et ne s’appliquent qu’en régime pertur-
batif.

A partir du formalisme de la matrice densité et dans le cadre d’un modéle
perturbatif, Pillet et al [109] ont dérivé un taux de photoassociation, 13 aussi,
strictement équivalent & celui que nous avons obtenu.

En conclusion, notre approche phénoménologique conduit au méme taux de
photoassociation que ceux utilisés habituellement dans le domaine des collisions
froides et déduit & partir d’approches différentes: équations couplées, défaut
quantique et matrice densité.

B.4 Taux de photoassociation aux températures
ultra-froides

Intéressons nous a présent au taux lorsque la collision se passe & température
ultra~froide.

Dans ce cas, seulement 'onde s (I = 0) contribue et la sommation sur le
nombre quantique ! peut étre ignorée:

1 [ 7T -
= - se 87 dE (B.19)
hQr Jo (B~ Er)? + (%)

La largeur I' dans (B.19) dépend de ’énergie mais sa variation est faible
comparée a la variation de la fonction lorentzienne dans l'intégrale. On peut
supposer les largeurs constantes.

B.5 Taux de photoassociation dans un conden-
sat de Bose-Einstein

Dans un condensat de Bose-Einstein, toutes les particules ont la méme im-
pulsion kg, le taux n’est pas moyenné sur la distribution des vitesses et bien
évidemment, seulement 'onde s contribue:

K =0°y (B.20)

Nous considererons également un taux a résonance, ¢’est-a-dire pour E = Ep
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le taux se met sous la forme:

_ b 4T(Ep)
"~ 2uk (v + [(ER))?

En régime de loi de seuil, I' varie en VvVE (voir annexe sur les rappels en
théorie de la diffusion). En régime perturbif, lorsque v >> T, le taux devient
indépendant de 1’énergie. Ce ne sera plus vrai lorsque y et I' seront du méme
ordre de grandeur.

(B.21)

B.6 Conclusion

Dans cette annexe, nous avons dérivé le taux de formation de molécules que
nous avons utilisé tout au long de cette thése. Notre modele, ou nous traitons
de fagon phénoménologique ’émission spontanée, conduit a la méme expression
pour le taux que ceux que Pon rencontre dans la littérature déduits & partir de
différentes approches.

Nous avons également discuté deux cas limites pour ce taux: & énergie ther-
mique et dans un condensat de Bose-Einstein. Dans ce dernier cas, & cause du
régime de loi seuil, le taux devient indépendant de I’énergie.
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Annexe C

Procédure de diabatisation

Cette annexe propose de revenir de fagon détaillée sur la procédure de diaba-
tisation introduite au chapitre 4. Aprés quelques rappels de physique moléculaire,
nous allons présenter la procédure de diabatisation proprement dite puis les
modeles utilisés pour modéliser I'interaction radiale. Enfin nous donnerons des
formules analytiques pour les éléments de la matrices de rotation U dans le cas
particulier du modeéle Landau-Zener.

C.1 Base adiabatique et base diabatique

Nous allons introduire dans ce paragraphe les notions fondamentales de bases
diabatique et adiabatique qui nous seront utiles dans toute la suite.

C.1.1 Hamiltonien moléculaire et équation de Schrédinger
pour la molécule

Dans le repére moléculaire, on note R les coordonnées relatives aux noyaux
et r les coordonnées relatives aux électrons.
On peut écrire 'hamitonien moléculaire comme:

1
H= ~§;V§+Hez (C.1)
avec Hey 'hamiltonien électronique (énergie cinétique et potentiel) et — ;}EV i
Iénergie cinétique des noyaux. He;, obtenu en fixant la position des noyaux,
dépend de R comme d’un parameétre.

On peut développer les fonctions d’ondes totales ¥ sur une base de fonctions
d’onde électroniques ¢, (r) : on obtient le développement de Born-Oppenheimer.

‘I’(R’T) = Z Cn(R’)(Pn(F) (CZ)
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ot les C,, sont les coefficients de développement. Il faut noter que si la somme
sur n est infinie, il n’y a aucune approximation, le développement est exact.
On écrit les coefficient C,, comme le produit d’une fonction radiale dépendant
de R uniquement et d’une fonction angulaire dépendant des angles 8 et ¢ des
coordonnées radiales
R, (R)

Cn(R) = = F(60,9) (C.3)

En exprimant opérateur V 5 en fonction de R, 8 et ¢, 'équation de Schrédinger
s’écrit:

1 52 2 8 J2 R (R)
(’ 2 (5R— ’ Eﬁ) "o H) DT B el (CH)

n

—EY BB E 00 (©5)

J est opérateur moment cinétique de rotation des noyaux.

C.1.2 Approximation de Born-Oppenheimer

Cette approximation a été introduite par Born et Oppenheimer en 1927 [75].
Elle repose sur la différence de masse évidente entre les atomes de la molécule et
les électrons. La conséquence est que le mouvement des premiers est beaucoup
plus lent que celui des seconds. Dit autrement, les électrons s’adaptent (changent
de fonctions d’onde) instantanément & la position des noyaux. L’approximation
de Born-Oppenheimer revient & considérer que les fonctions d’onde électroniques
ne dépendent ni de R, ni des angles 8 et ¢. En conséquence, J? qui ne contient
que des dérivées par rapport & des angles n’agit que sur les fonctions F,, les
opérateurs differentiels 5‘% et 5‘%% n’agissent que sur les fonctions &’gﬁ et enfin
H,; ne contenant que des dérivées par rapport aux coordonnées électroniques,
n’agit que sur les fonctions . En prenant pour fonctions F, les harmoniques
sphériques, et en projetant I’équation précédente sur la fonction ¢, (& Papproxi-
mation de Born-Oppenheimer, on suppose que < @p|Heilpn, >=0sin # p) on
obtient ’équation de Schrédinger A Papproximation de Born-Oppenheimer.

_i@sz J(J +1)
2 OR? 2uR?

Rp+ < wp|Het|gp > Ry, = ER, (C.6)

Le terme < @,|Hel@p, > est un scalaire dépendant de R comme d’un pa-
rametre. C’est ce terme qui donne le potentiel électronique dans lequel vont
vibrer les atomes.

L’approximation de Born-Oppenheimer reste valable tant que les fonctions
d’onde électroniques dépendent peu des variables radiales R et angulaires 8 et
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¢. Pour que ces mémes fonctions électroniques s’adaptent & chaque instant 3 la
position des noyaux, le mouvement de ces derniers ne doit pas étre trop brusque.

Le terme < @p|Her|lpp > est un scalaire dépendant de R comme d’un pa-
ramétre. C'est ce terme qui donne le potentiel électronique dans lequel vont
vibrer les atomes.

C.1.3 Au deld de Born-Oppenheimer : états adiabatiques
et diabatiques

Que se passe-t-il maintenant si I'énergie cinétique relative des atomes aug-
mente et dépasse la vitesse des électrons? Il est évident que dans ce cas les
électrons ne pourront plus s’adapter instantanément 4 la position des noyaux:
Papproximation de Born-Oppenheimer s’effondre. Il faudra considérer des fonce-
tions d’onde électroniques dépendantes de R. Cette dépendance en R va intro-
duire des termes de couplage dans I’équation de Schridinger qui étaient négligés
& l'approximation de Born-Oppenheimer. L’équation C.4 devient :

1R, J(J+1)

" 2u OR? 2uR? By (€7
1 a‘Pn aRn azlron

+;;(<gﬁp[ﬁ>'§‘§+]{n<tﬁpl R? >) (CS)

+3 " R, < @y|Helpn >= ER, (C.9)

n
Contrairement au cas précédent, nous avons maintenant, non plus une équation
pour R, mais un systéme d’équations couplées portant sur les R,,.
Il convient de différencier deux types de couplages:
- les couplages radiaux, dépendants de la vitesse des noyaux

<ol fon > (©10)
et 52
< @plzplen > (C.11)
Ces derniers sont traditionnellement négligés.
fffff les couplages électroniques, indépendants de la vitesse des noyaux

< @p|Hetlpn > (C.12)

L’équation C.7 telle quelle est trop compliquée pour pouvoir &tre résolue
simplement. Pour tenter de la simplifier nous allons négliger un des termes d’in-
teraction répertoriés ci-dessus. Deux choix s’offrent A nous:

152



le choix adiabatique

Les états électroniques sont choisis tels que

< ¢plHetlpn >=0sin#p

Et on les note ¢®. Ce sont les fonctions propres de I’hamiltonien électronique.
Vu que les couplages radiaux sont non nuls, les fonctions p® dépendent de R et
s’adaptent & chaque instant & la position des noyaux.

le choix diabatique

On choisit les états électroniques tels que cette fois ce sont les couplages
radiaux qui sont nuls. On les note ¢

< pilaglen >=0

et cette fois

< ylHerliph ># 0

Les fonctions ¢ ne dépendent pas de R

Remarques

- Les états ¢® et ¢® correspondent & deux choix de base différents, on passe
de Pune a 'autre part une rotation.

- La base adiabatique est traditionnellement choisie en chimie théorique
tandis que la base diabatique est surtout utilisée en physique des collisions.

- Si on néglige les couplages radiaux et électroniques, on retrouve Born-
Oppenheimer.

On pose les notations suivantes:

Voo =< @p|Hetlion > (C.13)
Pinteraction électronique couplant les potentiels diabatiques p et n.
et
0 o
o =< @plgplon > (C.14)

. 52
) =< gl =z lon > (C.15)
R

les interactions radiales.
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C.1.4 Equation de Schrodinger en représentations adiaba-
tique et diabatique

On note & présent respectivement ¥ et ¢ les fonctions d’onde radiales solu-
tions de I'équation de Schridinger radiale exprimée en représentation adiaba-
tique et diabatique.

Equation en représentation adiabatique

Dans ce cas Péquation C.7 se réduit a:

1 92 JJ+1) 1 i) )
(—%W'F;LT-FV;I,)?PP-F; Z (27‘15,1,),%4'7}2?1)1)7/)11 = Eppp (C.16)

n
que P'on écrira en abrégé sous forme matricielle:
H*Y = Evy (C.17)
Equation en représentation diabatique
Dans ce cas on a:

1 82  JJ+1
( “mar " "(é}IE"“) + Vp‘fp> Do+ D Voutn = Epdy (C.18)

et de méme que précédemment :

HYp = E¢ (C.19)

C.2 Procédure de diabatisation

On note U la matrice de rotation qui fait passer de la base adiabatique a la
base diabatique:

HY = U™'HAU (C.20)
vid=Uu-'veu (C.21)
C’est cette matrice qu’il faut déterminer.

C.2.1 Equation différentielle pour la matrice U

Soit ’équation de Schrédinger en base adiabatique C.17.

H% = B (C.22)

154



Appliquons U 3 cette équation, nous avons en posant ¢ = U~ les fonctions
d’onde radiales diabatiques.

U~'H*U¢ = E¢ (C.23)

ot le nouvel opérateur U~*H2U = H9 est Phamiltonien dans la représentation
diabatique.

Connaissant ’équation adiabatique (équation C.17) dans un modele a deux
états (on introduit la notation 7 pour désigner la matrice 7;;), nous avons pour
HY:

B = L —8~2--+2(U-1U'+U—1T<1>U)i
2u \ OR? OR
+ UTWUY 4 2uTi Wy
+ U’lT(z)U—ZuU‘1V3U> (C.24)

avec U’ et U"” respectivement les dérivées premiére et seconde par rapport
aRdeU.

Si nous comparons cette dernieére expression avec I’équation (C.18) nous
devons avoir:

Ul + U WU =0 (C.25)
et
U U +2u U + U Bu =0 (C.26)

ce qui conduit aux équations sur 7 et 72| qui doivent étre vérifides simul-
tanément

@ = —y'u? (C.27)
2 = —ywhHt (C.28)

A partir de Péquation (C.27) nous pouvons déterminer U. Cette derniére
équation a par ailleurs été introduite au cours du chapitre 4.

L’hamiltonien diabatique devient :

1] o2
C=-5ilgm U@V (C.29)
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C.2.2 Simplification de la matrice 7

L’équation différentielle C.27 ne fait intervenir que 7™ matrice d’interaction
radiale. pour rendre la résolution de C.27 plus facile, nous allons montrer que
les éléments de matrice de 7)) présentent des propriétés particuliéres.

On montre en effet que, dans un modele & deux états [56]:

3} . 3]
< Qoplg'é]@n >'=-< ‘Pnl‘é‘]‘%“@p > (C.30)

Donc si les fonctions ¢ sont réelles, alors les éléments diagonaux de l'inter-
action radiale sont nuls:

)
i) =< eolgpler >=0 (C.31)
et
) = - (C.32)

Démonstration de la propriété C.31

Soient deux états électroniques notés |1 > et |2 >, on suppose que ces deux
fonctions forment une base compléte pour Pespace des états, c’est-d-dire que
Pon a pour ces vecteurs de base des relations d’orthogonalité et de fermeture

<ilf >=46;5, [I><1+2><2|=1 (C.33)

Cette hypothese revient & considérer uniquement deux voies dans P’équation
C.4. Puisque l'espace engendré par {|1 > |2 >} est complet, Paction de tout
opérateur sur 'un de ces kets doit nécessairement se décomposer sur cette base:

a
—|l>=qa|l 2 C.34
sl >=all > +62 > (C.34)
En projetant sur |1 > et en utilisant les relations C.33 on obtient :

<1|—(?—|1 >=a (C.35)

OR N ’
il reste & montrer que « est réel, la relation adjointe de celle ci-dessus donne :
<)X s <118 <2 (C.36)

8R ’

soit aprés projection sur < 1}:
<11 s=0 (C.37)
dR - )

Donc
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a=a" (C.38)

Donc a est réel et les éléments diagonaux de 7(1) sont nuls.

C.2.3 Principes de la diabatisation

La procédure de diabatisation se fait de la fagon suivante :

-~ On détermine la matrice de changement de base U en résolvant numériquement
I’équation différentielle C.27

~ Puis on obtient les potentiels diabatiques et Pinteraction électronique a
partir de ’équation C.21.

Remarque

En toute rigueur, il faut ajouter & la matrice V9 calculée, la contribution
7(® apparaissant dans Péquation C.29. Cependant la résolution numérique de
Péquation C.28 montre que cette contribution est trés faible et peut étre négligée.

C.2.4 Mise en oeuvre

On ne considére qu’un modéle & deux voies. Les matrices de rotation U et
potentiels V2 et V9 sont des matrices 2 x 2

U Urz Ve Vi ) ( Viin 0
C.39
(on ue) (V0 V2 0 Vg (C.59)
I’équation C.27 devient :
a Uy Upg 0 7-1(;) ( Un U
— = - C.40
OR ( Upp Usa o Un U (C.40)

ce qui g’écrit :

58}-2[]11 = —Tl(-;)Um (C.41)
U =~y (C42)
Dt = ~rPUn (C.43)
‘B‘%U‘zz = —TS)Urz (C.44)
Or suivant I"équation C.32, et en posant TI(;) = —TS) = 7(R), on arrive a:
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-a—R—Uu = —7Uy (C.45)
2 U = U (C.46)
%Um = —~7Us (C47)
E%Uzz = 71U4 (C.48)

Ce systéme d’équations couplées est résolu par la méthode de Runge-Kutta
d’ordre 4 [145].

Connaissant maintenant la matrice de rotation U, on obtient simplement les
potentiels diabatiques & partir de I'équation C.21. Pratiquement, cette derniére
équation est résolue pour chaque R. Dans le cas de matrice 2 x 2, cela s’écrit

( Vi vH > _ 1 ( Uzp Uiz ) ( i 0 Un U )
Vﬁ Vzdz UnUsz — Ur2Us =Un Un 0 Vi Uz Us
(C.49)

Les éléments de matrices diagonaux V¢ sont les potentiels diabatiques et le

terme non diagonal Vg .J # j est le couplage électronique.

C.3 Expression du couplage radial dans un modele
a deux états
On note p}(R) et v$;(R) les fonctions d’onde électroniques adiabatiques et

0% et ¢, les états diabatiques.
On passe d’une base a 'autre par une rotation gue Pon peut écrire:

o = cos8p%(R) — sinfp (R) (C.50)
ol = sinbp%(R) + cosfypl (R) (C.51)
Le couplage radial < ¢%; (R))%k@‘} (R) > est donné par:
a0 . 4., ., W
By =< SOII(R)}‘aTZVPI(R) >=T (C.52)

L’hamiltonien electronique s’écrit dans les deux bases:

diabatique adiabatique

Hy,, b e 0
h H22 0 e
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ou h est 'interaction électronique.
Apres diagonalisation de la matrice diabatique et en comparant les vecteurs
propres obtenus avec les expressions C.50, on trouve pour le couplage radial:

00 _ oy _ D —higm

OR A%+ 4h? (C53)

avec A = Hyy — Hyp écart entre les potentiels diabatiques, L’équation C.53
sera le point de départ de tous les modeles présentés ici.

C.4 Applications
C.4.1 Modele Landau-Zener

Dans ce premier modele, nous prenons:

A = «a(R- Re) (C.54)
h = ho=cte (C.55)

alors
0 70 oo (C.56)

R~ T a2(R—Ro? + 412

L’interaction radiale est une lorentzienne centrée autour du point de croise-
ment R, et qui dépend des deux parametres « et hg.

C.4.2 Modele Landau-Zener modifié

Ce modele découle du précédent. Nous introduisons un degré de liberté
supplémentaire en choisissant 'amplitude de la lorentzienne indépendante de
sa largeur.

9 _ - A (C57)
OR (R — Re)? + w?

Ce modele dépend de trois parameétres: 'amplitude A, la position R, et la
largeur w. Il a été introduit lors de I'étude de la prédissociation des niveaux
rovibrationnels du puits externe du potentiel (6)Z] de Nay (chapitre 4). Sa
plus grande flexibilité par rapport au modéle Landau-Zener a permis d’avoir un
bien meilleur accord entre théorie et expérience.
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C.4.3 Modele exponentiel

Ce modele a également été introduit lors de 'étude de Nay. L’idée était
d’introduire dans le modéle des parameétres plus physiques que précédemment
afin d’obtenir des courbes diabatiques présentant un croisement plus conforme
aux résultats obtenus & partir de calculs de chimie quantique [107]:

Dans ce modele on prend :

_ __ (BR-Ro
A = —agm
h = pe B (C.59)

(C.58)

A prend en compte la variation en 1/R de la courbe diabatique corres-
pondant au caractére ionique Nat + Na™. tandis que h reproduit la variation
exponentielle attendue pour 'interaction électronique [107].

L’interaction radiale devient

__a(I;;Rlic)/\ﬂe(—AR) Jrj‘%e(«,\n)

(el Fed)? + 4(Bel P2

i (R) =70 = , (C.60)

C.5 Formules analytiques pour les éléments de
la matrice U

T T T T T T T
104 e e Jo04
N
2 054 4103
5 —~—
@ .
2 ©
% 0.0 02 =
8 3
o] i
-0.5+ Jdo4 v
-1.04 J0.0

Fic. C.1 - Figure extraite de Uarticle II montrant les éléments de la matrice U
calculés G partir des formules C.68 et C.69. Trait plein : 7V . trait pointillé : Uy,
Trait tireté : Uy trait tireté-pointillé : Usq. Les résultats numériques donnent des
courbes qui se superposent a celles-ci.
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Le passage de la représentation adiabatique & diabatique est équivalent &
une rotation d’un angle 8(R) qui, dans un modele & deux états, peut se mettre
sous la forme générique (voir paragraphe précédent):

cosf(R) —sinf(R) ) (C.61)

U(R) = ( sin@(R) cosf(R)

Avec les notations habituelles pour les fonctions d’ondes électroniques adia-
batiques et diabatiques, on obtient :

cos0pf(R) — sinfpi;(R) (C.62)
sinfp%(R) + cosbp} (R) (C.63)

of
d
Prr

il

Or, nous avons vu au paragraphe précédent que:

00 0
s T a % fred (1)

de sorte que:

9= / rW(R)dR (C.65)
si

A
"B =R = R T

I’équation précédente peut 8tre intégrée analytiquement, on obtient :

/T(l)(R)dR = —j— (arctg(R ;RC) - arctg(%)) (C.67)

et pour les coeflicients de matrice, nous avons:

(C.66)

Unn = U
A R~ R, - R,
= cos{—u—)— (antg( " )—awtg( " ))] (C.68)
Un = -Un

= sin [é (arctg(R ;RC) - arctg(%))} (C.69)
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