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Introduction générale

Cette theése dont le théme est la dynamique des systemes compleres dans
le cadre de I’application auz agrégats présente 1’étude de deux questions dis-
tinctes. Chacune est traitée dans une partie indépendante développant le
contexte, les méthodes et les applications de la question abordée, cette intro-
duction souligne ce qui réunit les deux sujets.

La premiére partie de cette thése est consacrée & I’étude de la diffusion d’une
onde électromagnétique par une goutte contenant des impuretés.

Le processus de diffusion par une goutte pure possede de fortes analogies avec
la physique des agrégats. En effet, la section efficace de diffusion d’un ob-
jet sphérique homogene présente des résonances lorsque la longueur d’onde
électromagnétique est telle qu’elle permet 3 la lumiere de suivre des tra-
jectoires classiques périodiques. Dans la théorie semi-classique des orbites
périodigues, ces mémes trajectoires, des électrons cette fois, permettent d’ex-
pliquer P'existence d’agrégats de plus grande stabilité contenant un nombre
magique d’atomes.

La perturbation créée sur la diffusion par la présence d’impuretés est traitée
grace a la théorie des matrices aléatoires qui s'est révélée tres efficace pour
décrire l'effet de perturbations telles que la température ou I’écart a la sphé-
ricité sur les propriétés des agrégats.

Dans la seconde partie, nous étudions le processus d’échange de charge lors
d’une collision entre un agrégat et un atome. Il s’agit également d’un phé-
nomene de diffusion, mais cette fois de deux édifices, complezes & des degrés
différents. Cette différence dans la complexité des partenaires de la collision
est importante puisque les méthodes développées pour décrire les collisions
entre deux atomes s’averent inefficaces & reproduire les caractéristiques des
résultats expérimentaux de collision atome-agrégat.

Les caractéristiques et le comportement des systémes complezes sont, par
nature, difficiles, voire impossibles, & décrire exactement. Dans I’hypothése
ou nous en serions capables, les résultats seraient de toute facon eux-mémes
tellement compliqués qu’il nous serait difficile d’en extraire des informations
exploitables.

La difficulté que nous éprouvons & décrire les systémes complexes vient sou-
vent des phénomenes de couplage. Les impuretés présentes dans la goutte



que nous étudions, ont pour effet de coupler entre eux les modes électro-
magnétiques & l'origine des résonances observées dans la section efficace de
diffusion de la goutte homogene. Lors d’une collision, le couplage des mou-
vements électroniques et nucléaires est & lorigine de la possibilité pour les
deux partenaires de réagir et représente la difficulté majeure de la résolution
des équations.

Deux stratégies peuvent alors étre adoptées.

Le systeme peut étre décrit grice & des calculs numérigues, en incluant le
plus de détails possibles. Les résultats obtenus reproduisent alors souvent les
mesures expérimentales mais ne permettent pas de comprendre ’origine des
phénomenes observés.

La seconde solution est de développer des modéles basés sur des approzi-
mations permettant de simplifier les équations. On est ainsi capable d’ex-
traire les parametres qui gouvernent le comportement du résultat, ce qui
permet d’accéder & I'origine physique des processus lors de 'application de
ces modeles a des systémes concrets.

En particulier, depuis les travaux de Wigner dans les années 50, on ne
cherche pas & connaitre les comportements individuels des systémes com-
plexes mais plutot les propriétés moyennes d’un ensemble de systémes cor-
rectement choisi.

Dans cet esprit, les deux parties de cette thése développent chacune un
modele dont les résultats présentent, du point de vue théorique, des ca-
ractéristiques originales. Ils sont ensuite appliqués & des systémes concrets,
permettant ainsi une comparaison de leurs résultats avec des données expé-
rimentales.
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Premiere partie

Diffusion de la lumiére par une
goutte diélectrique inhomogeéne
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Chapitre 1

Introduction

Cette premiére partie est consacrée a l'influence du désordre sur les pro-
priétés optiques d’un objet sphérigque diélectrique.
Nous nous sommes plus concrétement intéressés aux conséquences de la
présence d’impuretés aléatoirement distribuées dans une goutte, par ailleurs
homogene, sur le phénomene de diffusion d’une onde électromagnétique. Les
impuretés possedent un indice de réfraction différent de celui de la sphére
diélectrique et constituent un désordre optique perturbant la diffusion de
I’onde.

La section efficace de diffusion d’une onde électromagnétique par une goutte
diélectrique homogéne et sphérique varie en fonction du parameétre de taille,
défini comme le rapport du rayon de la goutte par la longueur de l’onde
électromagnétique considérée.

Pour des valeurs précises de ce parameétre, la section efficace de diffusion
présente des résonances dont les positions, amplitudes et largeurs sont bien
décrites par la théorie de Mie [1][2].

Chaque résonance posséde une position et un profil spécifique. Il est donc
possible en mesurant la section efficace de diffusion d’une goutte diélectrique
avec un laser de longueur d’onde variable de déterminer la taille de la goutte
observée. De méme, pour une longueur d’onde fixée, on peut suivre ’évolution
de la taille de la sphere.

Cette application permet entre autre d’étudier la cinétique de formation de
gouttes d’eau, phénomene d’intérét pour la physique météorologique [3]-[7].

Toutes les résonances ne posseédent pas la méme largeur. Les résonances de
plus haute qualité, les plus fines, sont celles créées au voisinage de la surface
de la goutte. Ces résonances correspondent & des modes de longue durée de
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vie pour lesquels I'intensité électromagnétique a l'intérieur de la sphere de-
vient tres importante, méme pour des intensités incidentes modérées.

Cette propriété fait des gouttes diélectriques des systémes parfaitement adap-
tés & I’étude des phénomenes optiques non-linéaires [8][9)].

Les propriétés de cavité résonnante de haute qualité des gouttes diélectriques
sont également d'un grand intérét pour la physique des lasers [10][11] et la
recherche dans ce domaine reste tres active [12]-[14].

Il existe toutefois un obstacle a 'utilisation des gouttes diélectriques comme
cavité laser, résidant dans la difficulté d’extraction de 1’onde intense de la
sphere. Le fait d’introduire aléatoirement des diffuseurs dans la cavité per-
met & 'onde de s’eztraire plus aisément grace au mélange des modes induit
par ces impuretés.

De méme dans le cadre de la physique atmosphérique, la nucléation des
gouttes d’eau & partir de vapeur ne peut se faire qu’autour d’une impureté.
Nous voyons donc que dans les différents domaines d’application de la dif-
fusion d’une onde par une goutte diélectrique sphérique, la question de I’in-
fluence des impuretés sur les propriétés de la goutte homogene est d’un intérét
tout particulier.

La présence des impuretés a pour effet de coupler entre eux les modes existant
dans la cavité homogeéne. Les résonances sont alors de moins bonne qualité,
on observe qu’elles s’élargissent ce qui peut constituer un inconvénient pour
les applications aux lasers.

Toutefois ces impuretés n’étant pas en quantité trés importante, le milieu est
peu désordonné et la structure des résonances n’est pas totalement détruite,
contrairement aux milieux plus désordonnés.

En dosant habilement le nombre et la taille des inclusions, il est donc possible
d’obtenir des résonances de grande qualité et d’extraire ’onde de la cavité.

Afin de considérer l'effet de la présence d’impuretés dans une goutte dié-
lectrique sur sa section efficace, nous avons utilisé la théorie des matrices
aléatoires.

Cette théorie créée pour la physique nucléaire [15]-[17] est également large-
ment utilisée dans la physique du solide [18][19]. Plus récemment, elle a été
appliquée aux agrégats métalliques [20][21] qui présentent de fortes simila-
rités avec les noyaux.

Pour tous ces systémes, les éléments de la matrice aléatoire sont couplés
avec la méme statistique. Dans le cas des résonances de Mie, le couplage des
résonances fines entre elles différent de leur couplage avec les résonances
plus larges. En effet, les fonctions d’onde des modes de grande et de courte
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durée de vie sont différentes et se recouvrent peu. En conséquence la théorie
des matrices aléatoires usuelle, basée sur les ensembles gaussiens unitaire,
orthogonal et symplectique, ne peut étre utilisée pour la description du cou-
plage des résonances de Mie.

Nous avons donc développé un modele permettant de décrire un systéme per-
turbé par une matrice aléatoire dont les éléments ne possédent pas tous la
meéme statistique. La transformation du profil des résonances obtenue grace
a ce couplage particulier présente des caractéristiques nouvelles, différentes
de I’élargissement habituellement observé dans les milieux désordonnés.

Le chapitre suivant cette introduction est consacré & une description qua-
litative du phénomene de résonance dans une cavité sphérique. A partir de
considérations simples d’électromagnétisme et & des analogies avec d’autres
domaines de la physique, les agrégats métalliques ou les noyaux, nous es-
quissons les caractéristiques de la section efficace de diffusion d’une onde
électromagnétique par une sphére homogene.

Le calcul exact de cette section efficace par la théorie de Mie est 1'objet
du troisieme chapitre. Cette théorie, bien connue, est rappelée ici de maniére
a pouvoir s’appuyer par la suite sur certains des concepts qu’elle introduit.

Dans le quatrieme chapitre, grace a la théorie des matrices aléatoires, nous
considérons la présence d’impuretés dans la goutte diélectrique homogene.
Dans un premier temps, nous appliquons a notre systéme les hypotheses et
propriétés couramment utilisées dans la théorie des matrices aléatoires. Puis
nous développons un modele permettant de prendre en considération la sta-
tistique différente des éléments de matrice de la perturbation, c’est & dire la
différence entre le couplage des modes de longue et de courte durée de vie.

Le cinquieme chapitre présente les résultats de la transformation de la section
efficace de diffusion de la cavité sphérique lorsque I'on augmente le désordre,
ainsi qu'une comparaison avec des résultats expérimentaus.

Apres la conclusion de cette premiere partie par le sixiéme chapitre, les an-
nexes citées au cours de celle-ci sont regroupées dans le septiéme chapitre.
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Chapitre 2

résonance dans une spheére -
Description qualitative

Gréce aux regles simples de ’électromagnétisme dans une cavité cubique
et aux propriétés auxquelles elles donnent naissance, les caractéristiques du
phénomene de résonance dans une cavité sphérique sont qualitativement
décrites. Des analogies avec la physique nucléaire et celle des agrégats métal-
liques permet de mettre en lumiére une structure moins attendue.

Nous commengons par nous intéresser  la propagation d’une onde électroma-
gnétique dans une cavité cubique parfaitement réfléchissante afin de mettre
en évidence la sélection des modes et le phénomene de résonance.

Nous transposons alors les résultats obtenus 4 la propagation dans une sphere
et étudions 'effet des pertes sur la qualité des résonances.

Enfin une analogie avec le modele classique des orbites périodiques, qui repro-
duit correctement les nombres magigues des agrégats et des noyaux, permet
de déterminer qualitativement la structure générale de la section efficace sur
laquelle les résonances viennent se greffer.

2.1 résonance dans une cavité cubique

Considérons une cavité cubique d’aréte - dans les directions des vecteurs
unitaires (i, 4y, @,) d’un repére orthonormé.

2.1.1 Propagation dans une direction particuliere

Intéressons-nous au cas simple ol une onde électromagnétique incidente,
plane, homogene et de longueur d’onde A < 7 se propage dans la cavité selon
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.. Le champ électrique incident d’amplitude A, est dirigé suivant @, :

Einc - Ainc ei(kz—wﬂﬁx- (21)

Dans ce cadre la relation de dispersion est k = 27/\ = w/c ou k désigne la
norme du vecteur d’onde, w la pulsation et ¢ la vitesse de la lumiére dans le
vide.

Caractéristiques de I’onde

La cavité est vide, ses parois sont constituées d’un conducteur parfait,
elles sont par conséquent parfaitement réfléchissantes. Ainsi, I’onde totale
dans la cavité est la superposition de I’onde incidente et d’une onde réfléchie.
Tout comme l'onde incidente, onde réfléchie est plane et homogéne mais
nous ne faisons aucune hypothése concernant sa pulsation, sa longueur d’on-
de, son amplitude et sa direction de propagation. Le champ électrique réfléchi
est donc écrit sous la forme générale

Eréf = A'réf ei(l;’.f‘—w't). (22)

Ses caractéristiques sont déterminées & 1'aide des conditions de passage de
I'interface entre le vide de la cavité et les parois:

—t

Uy X (Ecavite — Eparoi) =0enz=0etz= v, V(z, y, t). (2.3)

Les parois étant parfaitement réfléchissantes, Eparoi = 0, donc la condi-
tion (2.3) spécifie que les composantes tangentielles du champ électrique
régnant dans la cavité doivent s’annuler sur les surfaces z = 0 et z = v,
ce qui se traduit par le systéme

r Ainc — + (A’réf):c ei(k;:v—}-k;y—-w/t) — 0’ (a)

(Areg)y eEerthiy=o') = g, (b)
V(z, ¥, t) < (2.4)
Ainc ei(lm—-wt) + (Aréf)z ei(k;m+k;y+k;fy—wlt) — 0’ (C)

| (Arg)y e=mtipkn=on = g, (d)

— ey

oll (Ar¢r)s et (Are), désignent les composantes du vecteur ff,,éf dans les
directions i, et .
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L’équation (2.4)(a) ne peut-étre satisfaite, quelle que soit la valeur de (z, v, t),
que si

w=w et ky=k =0, (2.5)

alors |k'| = |k| = w'/c = w/c donc kj, = Fw/c. Si k, = w/c 'onde réfléchie a
le méme sens de propagation que I'onde incidente, cette solution ne convient
donc pas, il reste alors

A .
L=t (26)

Les relations (2.4)(a), (b) et (d) accompagnées des conditions (2.5) et (2.6)
imposent

(Aréf)z = _Ainc et (A're’f)y = 0. (27)
L’onde réfléchie étant plane et homogene, le champ électrique Eréf est ortho-
gonal & la direction de propagation i, donc (Arer). =0 et A‘réf = —Ajncly.
L’équation (2.4)(c) s’écrit maintenant

e — e = 9 sin(ky) = 0, (2.8)

cette relation est vérifiée si

ky=nx (2.9)

ou n est un entier.
En résumé, le champ électrique régnant dans la cavité s’écrit

Ecavite = Eine + Ergg = 2 Aine e sin(k2)il, (2.10)

et le vecteur d’onde k est contraint, par les conditions aux limites, & vérifier
la relation (2.9).

Nous n’avons raisonné jusqu’a présent que sur le champ electrlque régnant
dans la cavité. Le champ magnétique Hcamte se déduit de Ecamte grace a
I'équation de Maxwell-Faraday explicitée au paragraphe 3.1, équation (3.1).
L’onde se propageant dans la cavité étant plane et homogene, le champ
magnétique est orthogonal au champ électrique et & la direction de pro-
pagation. La continuité des composantes normale et tangentielle & I'interface
du champ magnétique ne donne aucune information supplémentaire sur les
caractéristiques de onde.
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La condition de quantification (2.9) traduit le fait que si une onde polychro-
matique se propage dans la direction des arétes d’une cavité cubique dont les
parois sont parfaitement conductrices, seuls les modes dont la demi-longueur
d’onde % = % est contenue un nombre entier de fois dans la longueur v de la
cavité survivent. Ces modes correspondent & des interférences constructives
des ondes incidentes et réfléchies tandis que des interférences destructives
expliquent la disparition des autres modes.

Nous pouvons remarquer que le raisonnement tenu dans le cadre d’une cavité
cubique se généralise aisément & une cavité parallélépipédique rectangle. Il
existe alors trois conditions de quantification différentes selon les trois direc-
tions de 'espace.

Phénomeéne de résonance

Si I'onde incidente est émise pendant un temps suffisamment long, les
interférences constructives créent, pour les modes sélectionnés, un champ
électromagnétique trés intense. Ce phénomene appelé résonance électroma-
gnétique est visualisé sur la figure 2.1(a) qui représente I’intensité du champ
€lectromagnétique en fonction du parametre de taille k~.

Notons que le fait que la trajectoire de 'onde réfléchie se superpose a celle
de 'onde incidente, condition (2.6), joue un réle primordial dans I'existence
de ces résonances.

Le principe d’incertitude d’Heisenberg AE.At ~ £ liant 'énergie et la durée
de vie peut étre réécrit Ak.At ~ 1/c grice a la relation E = he.k ou 7 est
la constante de Planck réduite, c la vitesse de la lumiére dans le vide et & le
nombre d’onde. On voit ainsi que lorsque la durée de vie At d’un mode est
infinie, dans le cas d’une cavité parfaitement résonnante, la largeur Ak de ce
mode est bien nulle.

Si les parois de la cavité ne sont pas parfaitement conductrices, 'onde n’est
pas totalement réfiéchie. La cavité subit donc des pertes et la durée de vie At
des modes sélectionnés par la relation (2.9) diminue. En conséquence pour
assurer la constance du produit Ak.At, la largeur spectrale Ak augmente. Le
phénomeéne de résonance persiste donc mais les pics présents dans 'intensité
électromagnétique sont moins finement localisés et leur intensité diminue,
comme illustré par la figure 2.1(b).

Plus le coefficient de réflexion est faible, plus les pertes sont importantes,
plus la durée de vie est faible donc plus I’élargissement et la perte d’intensité
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Telect Telect
—2r -7 0 ™ 2r kv —2r - 0 m 2 ky
(a) (b)

F1Gc. 2.1 - Intensité électromagnétique dans une cavité cubique d’aréte -y
dans laquelle est envoyée une onde incidente polychromatique. Suivant que
les parois de la cavité sont parfaitement conductrices (a) ou non (b), les
résonances sont infiniment étroites ou possédent une largeur finie.

sont importants.

En résumé, nous venons de montrer que 'existence du phénoméme de ré-
sonance dans une cavité est soumise & deux conditions

- la périodicité de la trajectoire de 'onde électromagnétique, qui per-
met la superposition des trajectoires incidentes et réfléchies, donnant
naissance aux résonances les plus intenses;

— la quantification du vecteur d’onde.

De plus la largeur des résonances est liée & 'amplitude de ’onde transmise
au milieu extérieur.

2.1.2 Propagation dans une direction quelconque

Considérons maintenant le cas ou 'onde incidente est créée, non plus se-
lon 'une des arétes de la cavité, mais dans une direction quelconque.
Les résultats obtenus dans le cas plus simple du paragraphe 2.1.1 nous per-
mettent de dire qu’il y a résonance dans la cavité s’il y a création d’in-
terférences constructives. Les deux conditions & l'obtention d’interférences
sont la périodicité de la trajectoire de 'onde dans la cavité et la quantifica-
tion du vecteur d’onde imposée par les conditions de continuité sur les parois
de la cavité.
Pour une direction de propagation quelconque, la périodicité de la trajectoire
ne se limite pas & la superposition des traces incidente et réfléchie. Selon sa
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direction initiale, 'onde décrit différents polygones.

Quant & la quantification du vecteur d’onde, elle est la résultante de I’ap-
plication des conditions de continuité & chaque réflexion sur les parois de la
cavité au cours du cycle. Chaque cycle donne naissance & une quantification
différente, les résonances associées & des trajectoires différentes apparaissent
donc pour des valeurs différentes du paramétre k. :

Signalons que I'amplitude de 'onde transmise dépend, si les parois de la
cavité ne sont pas parfaitement réfléchissantes de ’angle d’incidence. Ainsi
pour une propagation dans des directions quelconques de l’espace, la lar-
geur des résonances dépend de cette direction. Ce point est développé au
paragraphe 2.2) dans le cadre de la cavité sphérique.

2.2 résonance dans une cavité sphérique

Les phénomenes de résonance dans des cavités cubiques ou sphériques ne

sont pas tres différents. En effet la condition (2.9) obtenue pour une cavité
cubique et une onde se propageant selon une aréte de celle-ci s’applique &
la cavité sphérique lorsque ’onde se propage selon le diamétre de la sphere,
comme illustré sur la figure 2.2(a). Le diamétre 2a de la sphére remplace
alors la longueur y de l'aréte de la cavité cubique dans la relation (2.9).
Pour une direction de propagation quelconque de I'onde, le calcul est traité
dans le chapitre 3 de cette premiére partie, mais nous pouvons déja esquisser
quelques caractéristiques du phénomeéne. Tout comme dans le cas de la ca-
vité cubique, il est nécessaire que la trajectoire de I'onde électromagnétique
décrive un cycle fermé dans la sphere afin d’obtenir des interférences construc-
tives. Dans une cavité sphérique, les trajectoires fermées sont des polygones
réguliers.
Pour une taille donnée de cavité, il existe une infinité de cycles fermés cor-
respondant chacun & un vecteur d’onde bien défini. Les figures 2.2 (b) & (f)
illustrent cinq exemples de cycles simples avec trois 3 six réflexions sur les
parois de la cavité. Celle-ci étant vide ou constituée d’un matériau homogene,
les cycles sont tous contenus dans un plan.

Dans I'étude de la cavité cubique, nous avons vu que la largeur des ré-
sonances observées est directement liée au rapport d’amplitude des ondes
réfléchie et transmise par I'interface entre la cavité et le milieu extérieur.
Si ce dernier n’est pas un conducteur parfait, ce rapport dépend de ’angle
d’incidence de I’onde sur I'interface. En effet le coefficient de réflexion pour
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F1G. 2.2 - Ezemples de trajectoires cycliques donnant chacune naissance une
résonance spécifique. La symétrie sphérique de la cavité est a l'origine de la
régqularité des polygones observés.
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F1G. 2.3 — Variation du coefficient de réflezion transverse r; avec l’angle
d’incidence iy et le rapport m des indices de réfraction. Le fait que r| soit
négatif traduit un déphasage entre les ondes réfléchie et incidente dont les
amplitudes sont liées par |r|.

la polarisation transverse est donné par la formule de Fresnel [23](a)

COS 11 — 1M COS 1y
ry = ; )
COS %1 + M COS 19

(2.11)

ou m est le rapport entre les indices de réfraction & 'extérieur et & intérieur
de la cavité. L’angle i1, respectivement 7,, est I’angle entre I’onde incidente,
respectivement transmise, et la normale & la surface de la cavité au point
d’entrée de 'onde dans celle-ci. La seconde loi de Snell-Descartes [23](b) lie
P’angle de transmission i, & angle incident i, par

siné; = msin . (2.12)

Il est démontré dans le chapitre 3 que les résonances sont issues de modes
transverses électrique ou magnétiques, c¢’est pourquoi nous ne nous intéres-
sons ici qu’au coefficient de réflexion transverse.

La figure 2.3 présente la variation du coefficient de réflexion |r | avec I'angle
d’incidence 4; et le rapport m des indices de réfraction. Le fait que r; soit
négatif traduit un simple déphasage entre les ondes incidente et réfléchie.
Leurs amplitudes respectives sont liées par la valeur absolue |r,|. En dehors
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des cas particuliers de réflexion totale m™ = 0 et de transmission totale
m = 1, plus I'angle d’incidence est grand, plus la part de 'onde réfléchie
est importante. Chaque angle d’incidence étant caractéristique d’un cycle,
les différentes résonances n’ont pas toutes la méme largeur. Ainsi les cycles
n’explorant la cavité qu’aux abords immédiats de sa surface, figures 2.2(d)
et (f), donnent naissance & des résonances plus fines que les cycles 2.2(b) et

(e).

2.3 Analogie avec les agrégats métalliques et
les noyaux

Les agrégats métalliques sont constitués d’atomes possédant un électron
célibataire sur leur couche externe. Lors de la formation de 1'agrégat, cet
électron ne reste pas lié & atome auquel il appartient mais est délocalisé sur
I'ensemble de I'agrégat. Un agrégat métallique est ainsi composé d’un nuage
d’électrons de valence se déplagant dans le potentiel créé par le coeur d’ions
positifs et les autres électrons.

Bien que les échelles d’énergie et de distance soient particulierement diffé-
rentes, les agrégats métalliques et les noyaux atomiques sont trés similaires.
Ce sont des systemes de fermions se déplagant dans I’espace confiné par le
potentiel du cceur d’ions et des autres électrons dans le cas des agrégats,
I'interaction forte entre nucléons dans le cas des noyaux.

Les conséquences de cette similarité se retrouvent dans les nombreuses pro-
priétés communes aux agrégats et aux noyaux: existence d’une structure en
couches, du phénomene de résonance appelé résonance géante en physique
nucléaire, plasmon pour les agrégats, applicabilité du modele de la goutte li-
quide. La physique des agrégats étant plus récente que celle des noyaux, beau-
coup de modeles utilisés pour la description des agrégats ont été développés
dans le cadre de la physique nucléaire.

Revenons & la structure des agrégats métalliques et des noyaux qui nous
intéresse ici. La figure 2.4 présente le spectre de masse d’agrégats de sodium
ionisés une fois, comportant donc N — 1 électrons libres pour un agrégat de
N atomes.

La structure générale de ce spectre, caractéristique des résultats obtenus pour
des agrégats métalliques montre que les agrégats de 9, 21, 41, 59, 93, 139,
... atomes, c’est & dire 8, 20, 40, 58, 92, 138, ... électrons délocalisés, sont
plus abondants que les autres. Les agrégats comportant ces nombres ma-
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F1G. 2.4 — Spectre de masse d’agrégats de sodium N al. Cette figure est issue
de la référence [22]

giques d’¢électrons sont plus abondants dans les spectres de masse car ils sont
plus stables que les autres. Ce phénomene est également connu en physique
nucléaire, I'énergie de liaison des noyaux de 8, 20, 28, 50, 82, 126 protons ou
neutrons est plus forte, signe d’une plus grande stabilité.

Dans les années 40, afin d’expliquer ’existence de ces nombres magiques,
les physiciens nucléaires ont supposé que les noyaux sont sphériques. Ils ont
alors résolu I’équation de Schrodinger dans le cadre de modeles & particules
indépendantes se déplacant dans un potentiel moyen & symétrie sphérique.
Ils ont ainsi montré que les noyaux sont formés de couches successives de
nucléons. Cette structure est la conséquence de la quantification du mouve-
ment des nucléons.

Sur une méme couche, les nucléons posseédent tous la méme énergie, celle-ci
dépend de deux nombres quantiques n et I, une couche peut donc étre ca-
ractérisée par ces deux nombres. Lorqu'une couche est pleine, le noyau est
particulierement stable.

Grace a ce modele & symétrie sphérique et pour un potentiel moyen de forme
carrée, on trouve que les noyaux les plus stables comportent 2, 8, 18, 20,
34, 40, 38, 92, 138, ... nucléons, ce qui ne reproduit pas correctement la
séquence de nombres magiques nucléaires trouvés expérimentalement, mais
correspond bien aux nombres magiques d’électrons des agrégats. Afin d’ob-
tenir la séquence correcte pour les noyaux, il est nécessaire de prendre en
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compte l'interaction spin-orbite particulierment forte pour les nucléons. Cette
interaction est négligeable dans les agrégats métalliques.

Indépendamment des modeéles quantiques & particules indépendantes, Ba-
lian et Bloch [25] ont développé un modele semi-classique pour lequel des
fermions sont enfermés dans une cavité sphérique. Tout comme 'onde élec-
tromagnétique traitée au paragraphe 2.2, leurs trajectoires sont des orbites
périodiques fermées. En ne tenant compte que des trajectoires les plus courtes
et les plus probables, & savoir triangulaire et carrée, il est possible de calculer
I'énergie des électrons. On retrouve la structure en couches et les nombres
magiques évoqués précédemment. L’énergie entre deux couches successives
est proportionnelle & I'inverse de la période de I’orbite triangulaire qui est la
plus courte.

Toutefois les périodes des trajectoires triangulaire et carrée sont proches,
ces deux orbites interferent, donnant naissance & une structure oscillante de
grande période, enveloppant les oscillations de courte période correspondant
a la structure en couches. Ces battements de Pintensité des couches dans les
spectres de masse sont appelés super-couches. La premiére oscillation appa-
raissant autour de huit cents fermions, ce phénoméne n’est pas observable
dans les noyaux mais ’a été pour les agrégats comme on peut le voir sur la
figure 2.5 pour des agrégats de sodium.

La section efficace de diffusion d’une onde électromagnétique par une cavité
sphérique présente elle aussi cette structure oscillante de grande période sur
laquelle viennent se greffer les résonances de période plus petite.

Le chapitre 3 expose les principales étapes de la théorie de Mie permet-
tant d’obtenir de maniére exacte la section efficace de diffusion d’une sphere
homogene dont les caractéristiques principales viennent d’étre décrites qua-
litativement.
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F1G. 2.5 - Observation expérimentale, pour des agrégats de sodium de taille
N, de la premiere supercouche correspondant & un minimum de amplitude
des oscillations auz alentours de huit cents atomes. Cette figure est issue de
la référence [24].
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Chapitre 3

Théorie de Mie

Apres l'explication de phénomenes fondamentaux de I'optique tels que

les interférences ou la polarisation et 'unification, par Maxwell, de Poptique
et de I’électromagnétisme, la seconde moitié du 19® siécle fiit essentiellement
consacrée a la reformulation mathématique de problémes complexes permet-
tant plus d’aisance dans leur résolution. Les systemes de coordonnées dans
lesquelles les équations d’onde deviennent séparables ou les fonction de Bes-
sel par exemple, devinrent des outils puissants.
La question de la diffusion de la lumiére par une sphére homogene fiit un
probleme typique de cette époque. Il a tout d’abord été résolu dans plusieurs
cas particuliers, avant que sa solution générale ne soit trouvée par Mie [1] en
1908.

Bien que la théorie de Mie soit largement discutée dans de nombreux ouvrages
[23][26], elle est exposée ici de maniére & expliciter 'origine des concepts que
nous utilisons par la suite et que nous perturbons par la présence d’impuretés
dans le chapitre 4.

Apreés une présentation du systéme et des équations qui le régissent, ce
troisieme chapitre se poursuit par I’exposé de la méthode développée par
Mie.

Les principales étapes sont 1’écriture de ’onde comme la superposition d’une
onde transverse électrique et d’une onde transverse magnétique puis la dé-
rivation des champs électrique et magnétique de potentiels scalaires et enfin
I'expression de ces potentiels scalaires griace aux conditions de continuité &
I'interface entre la sphére et le milieu extérieur.

Nous pouvons alors exprimer la section efficace de diffusion de la goutte et
observer son comportement en fonction du parameétre de taille.
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3.1 Le systéeme et les équations qui le gou-
vernent

Rappelons que nous nous intéressons dans ce chapitre 3 la diffusion d’une
onde électromagnétique par un objet sphérique de rayon a composé de ma-
tiere homogene diélectrique. '
Le centre de la sphere est choisi comme origine du repére orthonormé
(g, Uy, Uy)-

Les caractéristiques électromagnétiques de ’objet et du milieu extérieur sont
la permitivité €, la densité de charge p, la conductivité o, I’indice de réfraction
m et la perméabilité magnétique u. Par la suite, nous nous intéressons uni-
quement a des matériaux de perméabilité unitée nous choisissons donc dés
maintenant u = 1 dans et hors de la cavité.

Les champs électrique E et magnétique H régnant dans de tels milieux lors-
qu’une onde électromagnétique s’y propage sont décrits par les équations de
Maxwell :

div E = 4n g— Maxwell-Gauss,

div H=0 Maxwell-Coulomb,

= (3.1)
rot E = 1 g{{- Maxwell-Faraday,
c dt
rot H = %719_ E+ £ d—E Maxwell-Ampere,

c c dt
ou c est la vitesse de propagation de la lumiére dans le vide.
Comme dans le cas de la cavité cubique, paragraphe 2.1, nous considérons
une onde de dépendance temporelle périodique de fréquence w. Les équations
de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampére s’écrivent alors

rot B = ikH Maxwell-Faraday,
(3.2)
rot H = —ikm2E Maxwell-Ampere,

ou I'indice de réfraction m dépend de la fréquence w de 1’'onde par la relation

2 dimo
m°=¢—

(3.3)

w
Comme au paragraphe 2.1, la relation de dispersion entre la norme k du
vecteur d’onde dans le vide et la pulsation w est k = w/c.
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La combinaison des équations de Maxwell (3.1) et (3.2) conduit & I’équation
d’onde vectorielle

AA+m?KPA=0 (3.4)

vérifiée par le champ électrique (ff = E) et le champ magnétique (ff =H ),
ou A désigne I'opérateur différentiel laplacien.

Dans le paragraphe 2.1, I'onde incidente se propage 3 lintérieur de la ca-
vité cubique et est appelée de la sorte en opposition avec I'onde réfléchie sur
les parois parfaitement conductrices de la cavité.

Dans ce chapitre, I'onde incidente (Einc, ﬁim) se propage dans le milieu
extérieur, elle se sépare a la surface de la cavité en une onde réfléchie et
une onde transmise & I'intérieur de la sphére. La partie transmise se sépare
elle aussi & chaque réflexion sur la surface de la cavité: une partie reste &
Pintérieur, 'autre est transmise au milieu extérieur.

On appelle onde diffusée (Edi fs Hy ) Pensemble des ondes se propageant &
I'extérieur de la cavité autres que I’onde incidente. Donc & Pextérieur de la
sphere, 'onde totale (Eezt, ﬁext) est la superposition des ondes incidente et
diffusée. A I'intérieur de la sphere les champs électrique et magnétique sont
notés Esph et ﬁsph.

- —

(E, ﬁ) = (Ejnc + By, ﬁmc + ﬁdif) hors de la sphere,
(3.5)
= (Espn, ﬁsph) dans la spheére.

Afin de simplifier les notations, le milieu extérieur est vide, ainsi me,; = 1 et
I'indice de réfraction de la sphere diélectrique est noté m.

L’onde incidente, plane, homogeéne se propage dans le milieu extérieur se-
lon le vecteur unitaire i,. Le champ électrique incident E;,. d’amplitude
Aine est choisi dans la direction de 4, et s’écrit donc

—_

Eine = Aipe €829 (3.6)

L’équation de Maxwell-Faraday indépendante du temps (3.2) nous indique
alors que le champ magnétique incident est de la forme

Hine = Aipe #5997, (3.7)

Pour d’évidentes raisons de symétrie, la description du systéme est plus aisée
en coordonnées sphériques. Les expressions liant les composantes d’un vecteur



34 Théorie de Mie

Psph> €sphs Tsph Pext, €ext; Oext
X Mgph = Ty Hsph = 1 Megt = Pext = 1

F1G. 3.1 - Caractéristiques du systéme étudié et de ’onde incidente

quelconque en coordonnées cartésiennes et sphériques, ainsi que la forme en
coordonnées sphériques des différents opérateurs différentiels utilisés dans
cet exposé sont rappelées dans Pannexe A. Les composantes des champs
électrique et magnétique incidents s’écrivent ainsi

Emc)r = Ay ebrest-wgingeosp,  (a
Agpe €k786=9 co50 cos p, (b
—Aine etkr cos 0—wt) sin o, (C
A efkreosi=wgin gsinp,  (d
Aine etlkr cos 6—wt) cos @ sin 0, e
( inc)go — Az'nc ez'(k:r cos f—wt) cos . £

R e

h‘ml@.
s 3
nv S_/
€ o
o

(3.8)
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Les caractéristiques de la sphere, du milieu extérieur et de ’onde incidente
sont synthétisées sur la figure 3.1.

En plus des équations de Maxwell (3.1) ou de I’équation d’onde vecto-
rielle (3.4), le comportement des champs électrique et magnétique est régi,
comme dans le cas de la cavité cubique, par les conditions aux limites entre
la sphere et le vide extérieur. Au passage de I'interface entre les deux milieux,
il y a continuité des composantes tangentielles de Eet H:
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ﬁr X (Eeact - Esph) =0 et izr X (Hemt - Hsph) =0. (39)
Les conditions de continuité des composantes normales de D = ¢E et de H
ne sont pas nécessaires dans la suite de la théorie exposée ici.

3.2 Dérivation des champs de potentiels sca-
laires

La solution (E, H) des équations (3.1) ou (3.4) décrivant le systéme est
écrite comme la superposition de deux champs linéairement indépendants
(ETE, HTE) et (ETM, HTM) vérifiant chacun les equatlons de Maxwell (3.1)
et tels que (ETE) = 0 et (HTM) = 0 ol (ETE) et (HTM),. désignent les
composantes radiales des vecteurs ETE et HTM
On note, dans I'annexe B, qu’une telle représentation est en accord avec les
équations de Maxwell.

La solution (E"TE, ﬁTE), respectivement (ETM, ﬁTM), pour laquelle la com-
posante radiale du champ électrique, respectivement magnétique, s’annule,

est appelée onde transverse électrique (TE), respectivement magnétique
(TM).

3.2.1 Onde transverse électrique

Considérons le cas de l'onde transverse électrique pour laquelle
(ETE) = (. L’équation de Maxwell-Ampere indépendante du temps (3.2)
1nd1que alors que

(rat ﬁTE) = 0. (3.10)
La composante (rBt ﬁTE), est une fonction de (ﬁTE)g et (ﬁTE)So. Le ro-

tationnel d’un gradient étant toujours nul, (ﬁTE)g et (f_:iTE)(p peuvent étre
écrites comme les composantes du gradient d’un potentiel scalaire Urg

(ﬁTE>9 - % 8555 et <ﬁTE)¢ - rsilnﬁ ag;E (3:11)

En utilisant les relations (3.11) et lopérateur rotationnel en coordonnées
sphériques, explicitons les composantes dans les directions iy et U, de I'é-
quation de Maxwell-Faraday (3.2), en n’oubliant pas que (Erg), = 0:
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Urs a@(ﬁm%) it OUre  (3.12)

9 (7‘ (ETE)QO) . e

or B 06 or ~ sinf g

On peut alors s’apercevoir que si I’on choisit
8 (THTE)
or

ou lrg est lui aussi un potentiel scalaire, les équations (3.12) sont vérifiées,
les composantes de ETE s’écrivent alors

Urg = (3.13)

(ETE)T = 09

= 1k 0 (THTE)

E =

( TE)@ rsin® 9o (3.14)
— ik O (’I‘HTE)
E =—-— ——=

( TE) @ T 89

Les relations (3.14) peuvent étre synthétisées sous la forme

ETE =1k TBt (’I_" HTE) . (315)

La solution (ETE, E?TE) vérifiant les équations de Maxwell, E’TE est déduite
des équations (3.15) et de Maxwell-Faraday (3.2)

Hrg = rot [rot (7 Tipg)] . (3.16)

3.2.2 Onde transverse magnétique

Le cas transverse magnemque est traité de maniere identique, les champs
électrique ETM et magnétique HT m dérivent également d’un potentiel scalaire
noté Ilrs

Hrar = —ikm? rot (F ry), (a)
(3.17)
ETM = rBt [Tat (F HTM)] . (b)
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3.2.3 Comportement des potentiels scalaires Ilrgp et
G

Les solutions transverse électrique et transverse magnétique vérifiant les
équations de Maxwell, les champs (Erg, Hrg) et (Erar, Hrar) sont également
solutions de I’équation d’onde vectorielle (3.4) et en particulier

AETE + kaQETE =0. (318)

Remplacons Erp par son expression (3.15), DPéquation d’onde
vectorielle (3.18) devient

rot [A(F Irg) + k*m?F g = 0, (3.19)

grace au fait que ’on peut intervertir les opérateurs laplacien A et rotation-
nel.

Or,
A(F TIrg) = 2 grad Hrg + 7 Allpg, (3.20)
de plus le rotationnel d’un gradient est toujours nul, ainsi I’équation (3.19)
se réécrit
rot [7 (Allrg + k*m*Irg)] = 0. (3.21)
Une solution a cette équation est d’annuler ’argument du rotationnel, ce qui
pour 7 # 0 conduit & I’équation d’onde scalaire
Allrg + E*mIrg = 0. (3.22)
Par un raisonnement similaire, on montre que le potentiel scalaire Il vérifie

également 1’équation d’onde (3.22).

En résumé, dans ce paragraphe nous venons de voir que les champs électrique
et magnétique peuvent s’écrire comme la superposition d’un mode transverse
électrique et d’'un mode transverse magnétique. Chaque mode dérive respec-
tivement d’un potentiel scalaire vérifiant I’équation d’onde (3.22).

3.3 Forme générale des potentiels scalaires

Afin de résoudre I’équation d’onde scalaire (3.22), on en cherche une so-
lution telle que la fonction Il7g des trois variables (r, 6, ) en coordonnées
sphériques s’écrive sous la forme du produit de trois fonctions d’une variable :
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lrg = R(r)0(6)é(y). (3.23)

L’équation d’onde (3.22) peut alors étre séparée en trois équations selon
chacune des variables:

d? [Zﬁ(r)] + (k2m2 — %) rR(r) =0, (a)
Si1119 d% (Sine d(?lég)) + (Q - Sifz 9> 8(0) =0, (b) (3.24)
d2¢(¢) 2
g Tholp) =0 (c)

Les modalités de la séparation de 1’équation d’onde sont explicitées dans
I'annexe C. Les constantes {? et @ sont introduites afin de permettre la
séparation. La premiére constante est écrite sous la forme particuliere [2 pour
des raisons pratiques devenant explicite par la suite.

Une solution de 1’équation (3.24)(c) s’écrit

#1(¢) = a; cos(lp) + by sin(lyp). (3.25)

Le potentiel scalaire IIrg doit étre univalué donc la fonction &i(¢p) doit I'étre
également ce qui se traduit par ¢;(¢ + 27) = ¢;(¢). En conséquence [ est
entier.

Si l'on pose @ = n(n + 1), Péquation (3.24)(b) est ’équation de Legendre
associée [27](a) dont les solutions sont les polynémes de Legendre associés

0L (8) = P(cos#h) (3.26)
ou n est un entier tel que 0 <! < n.

Dans I’équation (3.24)(a), posons

mkr =p et R(r)= g_(p_)’ (3.27)

0

elle devient alors
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Il s’agit de I’équation de Bessel [27](b) qui admet pour solutions les fonctions
de Bessel du premier genre J, +%(p) et du second genre, encore appelées
fonctions de Neumann N, 1 (p). Posons

Yn(p) = %BJH%(p) et Xn(p \/- N,. (3.29)

une solution particuliere de I’équation radiale (3.24)(a) s’écrit alors

TRy (1) = ¢y Yu(mkr) + dyy xn(mkr). (3.30)

Notons dés maintenant que la fonction v, (r) est réguliére pour toute valeur
finie de r. Par contre la fonction x,(r) posséde une singularité en r = 0, elle
ne peut donc pas étre utilisée pour représenter I’onde & l'intérieur de la cavité
dont le centre est 'origine de notre systéme de coordonnées.

La forme générale du potentiel scalaire IIrz est obtenue en sommant sur
les indices n et [ le produit des trois solutions particuliéres (3.25), (3.26) et
(3.30):

+co n

rlize =Y Y [eathn(mkr) + duxn(mkr)] P(cos 6) [a; cos(lp) + by sin(lp)] .
S (3.31)

Le potentiel transverse magnétique Ilr,, vérifiant la méme équation d’on-
de (3.22), il est de forme identique a Ilrg.

3.4 Forme particuliere des potentiels scalai-
res

L’équation (3.31) explicite la forme générale des potentiels scalaires [Irg
et ITrys, solutions de ’équation d’onde (3.22). Afin de les caractériser plus
particulierement selon qu’ils décrivent les ondes incidente, diffusée ou interne,
nous utilisons les équations (3. 16) et (3.17)(b) liant 175 et 1 aux champs
magnethue HTE et électrique ETM Pour cela il nous faut développer HTE et
Eras en série faisant intervenir les polyndmes de Legendre associés P! (cos )
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et les fonctions v; et x;.

3.4.1 Potentiels scalaires incidents

Commencons par décrire londe incidente. La composante radiale du
champ magnétique incident (H,), est donnée par I'équation (3.8)(d). Or,
d’apres la formule de Bauer [23](c)

+o0
tkrcos@ __ - n
e = Zz (2n+1) . P, (cos ). (3.32)

n=0

=

~~
I
<3

~—

En utilisant les propriétés suivantes [27](c)

1 0,,;
zkrcos& _ M ¢ tkrcos@
sin 6 = ikr 06 (e )
0 1
50 P, (cosf) = —P,(cos ), (3.33)
P} (cosf) =0,
on peut reformuler I’équation (3.8)(d):
. A I
(Hine)r = (k:l)g Zi”‘l(Zn + 1) Yu(kr) Pl(cos@) sin . (3.34)
n=1

La composante radiale (ﬁinc)r ne dépend que du potentiel scalaire
transverse électrique Ilrg car (ﬁTM)T = (. Par identification avec
équation (3.34), le développement (3.31) du potentiel transverse électrique
incident se réduit alors a

rlIime = w2 Zan Yn(kr) Pl(cos®) sin . (3.35)

La constante «, est le prodult des constantes ¢, et b; du développement
général (3.31), elle est déterminée en comparant la composante radiale de
la relation (3.16) et I’équation (3.34). On utilise également 'équation ra-
diale (3.24)(a). Le calcul est explicité dans ’annexe D, on trouve

me1 2n+1

n = — % {inec- 3.
G =1 n(n + 1) (3-36)
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La forme particuliere du potentiel scalaire incident IT¢, est déterminée de
maniere identique grace & la composante radiale du champ électrique inci-
dent (3.8)(a) et & celle de ’équation (3.17)(b).

En résumé
+o0
mne _ Ainc

TE kQ ot

2n +1
n(n +1)

‘n—1

Yn(kr) Pl(cosf) sin g,

(3.37)

Ainc Ry -1 2n+1

k2 L’ n(n+1)

n=1

rIIEe, = Yn(kr) Pl(cosf) cos .

Il reste & déterminer les formes précises des potentiels scalaires des ondes
diffusée et interne.

3.4.2 Potentiels scalaires diffusés et internes

Nous n’avons jusqu’a présent utilisé que les équations de Maxwell ou
’équation d’onde qui en découle, or nous avons également & notre disposi-
tion les conditions (3.9) de passage de l'interface entre la sphére et le vide
extérieur.

Les champs électrique E et magnétique H sont exprimés en fonction des
potentiels scalaires Ilzg et Iy grace aux équations (3.15), (3.16) et (3.17)
en coordonnées sphériques. On voit alors que la continuité des composantes
Eg, E,, Hg et H, en 7 = a, quelle que soit la valeur des angles 0 et ¢ est
satisfaite par la continuité des quatre grandeurs

B(THTE) ot 6(7‘HTM) (338)
or or
Ces conditions (3.38) de continuité ne peuvent étre satisfaites que si les termes
du développement des potentiels (IIog, TI%S ) et (IT2, TIPR ) sont similaires
& ceux présents dans le développement (3.37) de (IS, TIi"¢). Ainsi dans la
forme générale (3.31) seuls les termes pour lesquels [ = 1 et a; = 0 pour 'onde
transverse électrique, b; = 0 pour ’onde transverse magnétique sont gardés.
Concernant I'onde & l'intérieur de la sphere, nous avons déja évoqué le fait
que la fonction radiale x,(r) ne convient pas car elle posseéde une singularité
a l'origine. Pour la description de ’onde diffusée, on utilise la combinaison

¢ = by, — ixa. D’aprés (3.29)

2
rllrg, m°rllr,
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€)= 5 (g (1) = iy ()
| (3.39)

nr (1)
ou Hr(lll 1(r) est 'une des deux fonctions de Hankel.
2 .
Or Hr(ll_z 1 (7) se comporte comme f—;-;— a longue distance, le potentiel scalaire
2 .
diffusé se comporte alors comme %, c’est a dire, comme une onde sphérique
centrée en r = 0.

Ainsi les potentiels scalaires des ondes interne et diffusée s’écrivent respecti-
vement

Aine iy ey 2n+1

rﬂg?g =3 i mAn(k)wn(mkr)P,} (cosf)sinyp, (a)
n=1
AmesX | 2n+1
PP = k’;c i“"lmBn(k)¢n(mkr)Pnl (cos @) cosp, (b)
n=1
(3.40)
~ Aine X 2n +1
dif _ lhmc n—1 (1) 1 .
rIl g 12 nzlz ——n(n n 1)C'n(k)gn (kr)P,(cosf)singp, (c)
o AR 2n+1
gt = =22 "1 =D, (k)¢ (kr) PL(cos §) cos . (d)

™ ™ k2 “~  n(n+1)

Rappelons que m est I'indice de réfraction de la spheére diélectrique et que
celui du milieu extérieur est pris égal 3 un.

Nous allons définir ici la notion de mode électromagnétique que nous uti-
lisons au chapitre 4 dans le cadre de la théorie des matrices aléatoires.

Les potentiels scalaires incidents, expressions (3.37), internes et diffusés, rela-
tions (3.40), donc les champs électriques et magnétiques correspondant sont
exprimés, pour une valeur de k£ donné, sous forme de la superposition d’une
infinité d’ondes partielles.

Un mode est transverse électrique ou magnétique, il est de plus caractérisé par
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son vecteur d’onde k et U'indice n de 'onde partielle par laquelle il est décrit.
On désigne par mode transverse électrique, respectivement magnétique, I’en-
semble des modes transverses électriques, respectivement magnétiques.

3.4.3 Continuité des potentiels scalaires

Les potentiels scalaires (II§%, T1€%,) 4 Dextérieur de la sphére sont la
somme des potentiels incidents (1%, T12%,) et diffusés (I3, 112/ ). Les
constantes An(k), Bn(k), Cn(k) et D, (k) sont déterminées en apphquant la
continuité en r = a des quatre grandeurs définies par (3.38). Les équations
qui en découlent sont

U (ka) + Cp(k) (Y (ka) = Ay (k) ¥n(mka),

n(ka) + Dn(k) ¢V (ka) = m2B, (k) ¥n(mka),
(3.41)

Wt (ka) + Co(k) & (ka) = man, (k) ¥, (mka),

W, (ka) + Dy(k) (5 (ka) = mBy (k) W, (mka),

ou Y, et (,(11), sont les dérivées premieéres de 1, et Q(Ll) par rapport a leur
argument. Les solutions de ce systéme d’équations s’écrivent

W (ka) $n(ka) — o, (ka) ¢V (ka)

An(k) = W (ka) n(mka) — m o (mka) ¢ (ka)’
B(k) = 0 () dnlka) — (k) G (k)
" (1 mka "(mka nl a ’
m[m & (ka) ¥ (mka) — v, (mka) " (ka)] (5.4
O (k) = T ¥a(mka) ¢n(ka) = (ko) ga(mka)
" ' (ka) yn(mka) — m o, (mka) ¢ (ka)’
Do (k) = _Ye(mka) yn(ka) = m v (ka) Yo (mka)

m (' (ka) a(mka) — 4t (mka) ¢§(ka)’

ou a est le rayon de la cavité sphérique diélectrique et m son indice de
réfraction.

Notons que les coefficients transverses électriques A, (k) et Cp(k) peuvent
également s’écrire simplement grace aux fonctions sphériques de Bessel j,(r)

et de Hankel h$" (r) définies par jn(r) = ¥n(r)/7 et RO (r) = ¢ (r) /7
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m [hg”'(ka) Jnlka) — .. (ka) h,(f)(ka)]

An(k) = 1y . ., 1) ?
- ha’ (ka) jn(mka) —m j!(mka) hy’ (ka) (3.43)
hy’ (ka) jn(mka) — m j! (mka) hy’ (ka)

. . s . 1
L’expression des coefficients transverses magnétiques avec In €t hsl) est plus
complexe.

Résumons les principales étapes de la théorie de Mie que nous venons de
décrire. Une onde incidente plane est envoyée sur une goutte sphérique, diélec-
trique, homogene. Le comportement des champs électromagnétiques régnant
a Pextérieur et & I'intérieur de la goutte est régi par les équations de Maxwell
ou ’équation d’onde vectorielle qui en découle et les conditions de passage
entre la sphere et le milieu extérieur.

Ces champs peuvent étre écrits comme la superposition des modes trans-
verses électrique et magnétique. Chacun de ces modes dérive d’un potentiel
vérifiant ’équation d’onde scalaire associée & ’équation d’onde vectorielle.
La traduction des conditions de passage par le champ électromagnétique de
I'interface sphére-milieu extérieur, en terme de conditions aux limites sur
les potentiels scalaires permet de déterminer leur forme exacte. Finalement
les équations (3.5), (3.15), (3.16), (3.17), (3.37), (3.40) et (3.42) définissent
les champs électromagnétiques régnant & Pintérieur et & 'extérieur de la
cavité sphérique sous forme d’une superposition d’une infinité de modes
électromagnétiques.

3.5 Section efficace de diffusion et d’extinc-
tion

Sinous comparons l'intensité d'un faisceau lumineux avant et aprés la tra-
versée d’un obstacle, il apparait que I'intensité du faisceau derriére ’obstacle
a diminué par rapport & sa valeur initiale. Ce phénomene appelé extinction
est dii, d’'une part & I’éventuelle absorption par I'obstacle, mais également &
la diffusion de ’onde par celui-ci, plus précisément aux interférences entre
I’onde incidente et ’onde diffusée.

Afin de calculer la section efficace d’extinction, on s’intéresse au flux moyen
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d’énergie traversant une sphére de large rayon centrée sur I’obstacle. Il est
démontré que la contribution principale vient de la lumiére diffusée vers
I’avant, c’est & dire dans le sens de ’onde incidente. Pour un obstacle de
forme quelconque, la section efficace d’extinction est [23](d)

47 6‘mc 6d'Lf (mﬁ)
Oegt = —— 1

k o (6inc)2 ,

(3.44)

ou les amplitudes €, et €y sont définies par rapport aux champs incident
Einc et diffusé E4;¢ de la maniére suivante

A ikr cos 0
Ez'nc = €inc € 3

gibr (3.45)

Egir = €4if

I1 nous faut donc calculer le champ électrique diffusé dans la direction de Ez’nm
c’est a dire pour § = ¢ = 0. Nous sommes en fait uniquement intéressés par

sa composante parallele au champ incident soit KEM f)(j . Le champ
O0=p=0

électrique diffusé Ey; est lié aux potentiels scalaires %, et TIE grace
aux équations (3.15) et (3.17)(b). La composante (Edif)o en coordonnées
sphériques s’écrit

- 2n+1
Ez) znc S
( dif 8 COS(’OZ n+1

(1) 1 (L

(i Co() SFT) Pa(cost) g G () g POY (cos)
r sin 6 r

(3.46)

ou P,Sl)’ et C,(f)' sont les dérivées de P} et Cf(,l) par rapport a leur argument res-

pectif. Grace au développement au premier ordre des polyndomes de Legendre

[23](e),

Pl(cosf) = = n(n+1)sin¥, (3.47)

o

on a:

(BL2D) (5o P (cos0)
=0

1
- 1 3.48
sind =5 nn+1). (3.48)

=0
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Par ailleurs, le comportement asymptotique des fonctions C,(zl) et de leurs
dérivées sont données par [23](f)

él)(kr) ~ (—=g)nHlgikr

(3.49)
(1) (kr) ~ (—i)metr, '

Les propriétés (3.48) et (3.49) injectées dans la relation (3.46) permettent

d’obtenir la composante (€;), dans la direction 8 = ¢ = 0 sous la forme

[(€uig)s) f=p=0 — ‘*7/'21‘]1:”6 (2n + 1) [Cr(k) + D, (K)]. (3.50)

n=1

L’amplitude du champ électrique incident étant Aine, Pintroduction de ex-
pression (3.50) dans la relation (3.44) conduit & I'obtention de la section
efficace d’extinction . de la goutte sphérique. Celle-ci étant également
diélectrique, 0., coincide avec la section efficace de diffusion Odif

+co
Odif = z—g Re ( Z(Zn +1) [Cr(k) + Dn(k)]) i (3.51)
n=1
La figure 3.2 présente la section efficace de diffusion o4 normalisée par la
section efficace géométrique de la goutte en fonction du parametre de taille
ka. Comme nous 'avons prévu au chapitre 2, nous observons deux structures :
des oscillations de grande période, créées par les interférences des cycles trian-
gulaire et carré, sur lesquelles viennent se greffer une succession de résonances

apparaissant pour des valeurs bien définies de ka.

Chaque résonance est étiquetée TES ou TMY selon qu’elle est issue du mode
transverse électrique ou transverse magnétique. L’indice n désigne I’'onde par-
tielle de la somme (3.40)(c) ou (d) & lorigine de cette résonance. Une onde
partielle donnant naissance & plusieurs résonances, 'indice ¢ désigne 1’ordre
de la résonance indexée dans I’onde partielle.

Comme prédit au paragraphe 2.2, les résonances n’ont pas toutes la méme
largeur. Elles peuvent toutefois étre regroupées, les résonances TE? et TM?
ont une largeur de quelques 1075 et sont beaucoup plus fines que les résonaces
TE] et TM? dont la largeur est de ordre de 10-3.

On remarque une alternance réguliére de couples de résonances transverses
électriques (T'E}, TE?) et transverses magnétiques (T M2, TM3). Celles-ci ne
présentent pas de caractéristiques spécifiques selon qu’elles sont issues d’un
mode ou de 'autre. De plus, la distance séparant une résonance transverse
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F1Gc. 3.2 — Section efficace de diffusion normalisée par la section efficace
géométrique de la goutte, pour un indice de réfraction m = 1.4746. On
observe une double structure: des oscillations de grande période sur les-
quelles apparaissent des résonances. Chaque résonance est étiquetée TE]
ou TMY selon qu’elle est issue du mode transverse électrique ou transverse
magnétique. L’indice n désigne ’onde partielle a l'origine de cette résonance.
Une onde partielle donnant naissance a plusieurs résonances, ’indice q dési-
gne lordre de la résonance indexée dans l'onde partielle. Les résonances TM?

ne sont pas indezées, elles apparaissent au pied des résonances TM? et leur
largeur est comparable & celle des résonances TES.
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électrique de ses voisines transverses magnétiques est nettement supérieure
a leurs largeurs respectives. Aussi dans le chapitre 4, afin d’étudier la défor-
mation du profil de section efficace en présence d’impuretés dans la goutte,
nous nous sommes concentrés sur les résonances transverses électriques, con-
sidérant qu’elles sont représentatives de I’ensemble des résonances et que leur
transformation n’est pas affectée par celle du mode transverse magnétique.
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Chapitre 4

Théorie des matrices aléatoires

La théorie des matrices aléatoires est née du désir de décrire les états
d’énergie de noyaux hautement excités.
L’état fondamental et les états faiblement excités sont trés bien décrits par
les modeles & particules indépendantes pour lesquels les nucléons se déplacent
librement dans un potentiel moyen. De tels modéles montrent I'organisation
en couches des nucléons dans le noyau, comme nous 1’avons évoqué au cha-
pitre 2.
Toutefois, lorsque ’énergie d’excitation du noyau augmente, de plus en plus
de nucléons se trouvent en dehors du corps du noyau. L’approximation de
potentiel moyen devient alors de moins en moins justifiée. Les états nucléaires
excités sont tellement denses et mélangés qu’il devient trop compliqué et inu-
tile de décrire individuellement les caractéristiques de chacun.

La solution est alors d’adopter un point de vue totalement Opposé consis-
tant a décrire les propriétés moyennes et le degré d’irrégularité de noyaux
trop complexes pour étre compris en détail.

Pour cela, les noyaux sont considérés comme des boites noires dans lesquelles
une grand nombre de particules interagissent selon des lois inconnues. Ainsi
le hamiltonien décrivant le systeme et dont les valeurs propres sont les états
d’énergie du noyau est inconnu. On considére donc un ensemble statistique
de hamiltoniens, chacun étant susceptible de décrire un noyau différent. Les
hamiltoniens sont représentés par des matrices dont les éléments sont des
variables aléatoires. Leur distribution est uniquement restreinte par les pro-
priétés de symétrie des noyaux décrits, qui sont imposées & I'ensemble des
opérateurs hamiltoniens.

Bien qu’il n'y ait pas de preuves mathématiques, on peut raisonnablement
espérer que le systéme soit décrit par la moyenne d’ensemble des hamilto-
niens. Cet espoir est basé sur le fait que I’'ensemble de hamiltoniens décrit une
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grande variété de systemes dont celui étudié peut faire partie. De plus peu
d’entre eux dévient singulierement d’une moyenne d’ensemble correctement
choisi.

Par ailleurs, si les propriétés d’un noyau particulier s’avérent mal décrites par
la moyenne d’ensemble, ceci montre que le hamiltonien de ce noyau présente
des caractéristiques spécifiques que nous ignorons et nous incite & en chercher
Porigine.

C’est Wigner [15] qui a le premier proposé ’hypothése que le comportement
statistique local des niveaux d’énergie d’un systéme complexe est identique
aux valeurs propres d’une matrice aléatoire.

Le travail a été poursuivi par Porter et Rosenzweig [28] qui ont analysé des
données expérimentales sur les noyaux mais également les atomes afin d’ex-
traire les caractéristiques devant étre imposées & 1’ensemble de hamiltoniens.
Ils ont également généré numériquement un grand nombre de matrices aléa-
toires par des procédures Monte-Carlo et les ont diagonalisées afin de tester
I’hypothése de Wigner qui n’est pas mathématiquement démontrée. Cette
analyse a indiqué que I’hypothese de Wigner est correcte.

Dyson [29] a lui montré par la théorie des groupes qu’un ensemble de ma-
trices, invariant par un groupe de symétrie donné, appartient & 'une des trois
classes qu’il a baptisées ensembles gaussiens orthogonal, unitaire et symplec-
tique. La théorie des matrices aléatoires basée sur ces trois ensembles permet
de calculer les propriétés moyennes de systémes complexes en donnant le
méme poids & chaque élément de la moyenne, c’est & dire la méme probabi-
lité & chacune des configurations possibles.

La théorie des matrices aléatoires a tout d’abord été utilisée pour décrire
d’une part la densité de niveaux d’énergie des noyaux, d’autre part les fluc-
tuations du spectre des valeurs propres [15][30].

Dans le premier cas, on obtient une densité semi-circulaire dite de Wigner, qui
est fausse dans le cadre de la physique nucléaire. La densité d’états nucléaire
expérimentale dépend exponentiellement de ’énergie. Dans ce contexte les
hypothéses de la théorie des matrices aléatoires ne sont pas vérifiées, il existe
des corrélations entre les différents éléments de matrice, ce qui explique les
défaillances de la théorie.

Les fluctuations du spectre nucléaire sont par contre trés bien décrites par la
théorie des matrices aléatoires, en particulier par ’ensemble gaussien ortho-
gonal [31][32].
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Comme nous I’avons évoqué au chapitre 2, les agrégats métalliques possedent
une structure et, en conséquence, des propriétés trés proches de celles des
noyaux ou des atomes. Il était donc naturel d’essayer de décrire les propriétés
moyennes des agrégats métalliques grace & la théorie des matrices aléatoires.
Au contraire de la physique nucléaire, il a été démontré que la densité d’états
semi-circulaire décrit correctement les agrégats [36]. Par ailleurs, la théorie
des matrices aléatoires s’est avérée étre un outil efficace pour décrire I’effet
de la température et de la forme des agrégats sur leurs spectres énergétiques
[20] ou leurs spectres d’absorption optique [21].

Dans le cas des noyaux hautement excités ou des systémes tres désordonnés
[18][19], le hamiltonien est totalement inconnu et donc représenté par une
matrice aléatoire.

Dans le cadre de la physique des agrégats, on est capable de déterminer les
états d’énergie de ’agrégat & température nulle et pour une forme sphérique
grace a des théories de champs moyen.

Par contre, les perturbations créées par la température et la forme non-
sphérique de I'agrégat refletent des processus & caracteére aléatoire tels que
le mélange des niveaux d’énergie, la diffusion des électrons sur les cceurs io-
niques ou la diffusion électron-phonon. C’est donc la perturbation appliquée
au hamiltonien du systeme sphérique & température nulle qui est traitée par
la théorie des matrices aléatoires et fait ’'objet d’une moyenne d’ensemble
dans laquelle les niveaux d’énergie ou les résonances du spectre d’absorption
sont tous couplés avec la méme intensité.

Pour I'étude de la diffusion d’une onde électromagnétique par une goutte
désordonnée, nous nous intéressons a 1’évolution de la largeur des résonances
sous 'influence des impuretés. Celles-ci sont suffisamment peu nombreuses
pour que les résonances présentes dans la section efficace de diffusion de
la goutte homogene ne soient pas totalement détruites. Ainsi, comme la
température ou les déformations dans le cas des agrégats, 'effet des impuretés
représente une perturbation aléatoire des propriétés du systéme homogene,
que l'on traite grace a la théorie des matrices aléatoires.

La présence d'impuretés, comme cela est décrit dans la suite du chapitre
a pour effet de coupler les modes déterminés au chapitre 3 pour la goutte
homogene.

Cette question a fait 'objet d’une étude préliminaire [11] montrant, d’une
part que le couplage de deux résonances a pour effet d’élargir la résonance
observée jusqu’a I'obtention, pour un couplage fort, d’une forme semi-circu-
laire dite de Wigner [33], d’autre part que la déformation d’une résonance
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lorsqu’elle est couplée & ses deux voisines est différente de la somme des dé-
formations induites par chaque voisine séparément. C’est pourquoi nous nous
intéressons ici & l'effet sur chaque résonance, de ’ensemble de ses voisines.

Nous avons vu que les résonances ne possédent pas toutes la méme largeur. Or
le fait de coupler deux résonances fines n’est pas équivalent au couplage d’une
résonance fine avec une résonance large. Aussi contrairement & ce qui est fait
lors de la description des noyaux ou des agrégats, nous ne pouvons utiliser
les ensembles gaussiens unitaire, orthogonal ou symplectique pour décrire la
distribution des éléments de la perturbation. Nous avons donc développé une
méthode dans laquelle 'intensité du couplage de deux modes dépend de leur
nature.

Le systeme n’est pas décrit par son hamiltonien mais par sa fonction de
Green, le chapitre commence donc par quelques généralités sur les fonctions
de Green et la fagon dont nous les utilisons dans le cadre de la théorie des
matrices aléatoires.

Nous nous intéressons ensuite & la moyenne d’ensemble, hypothése centrale
de la théorie des matrices aléatoires, et & la factorisation de la fonction de
Green moyenne grice & sa représentation sous forme de diagrammes.

La fin du chapitre expose la méthode que nous avons développée pour tenir
compte de la nature des modes couplés dans 1’expression de la perturbation.

4.1 Les fonctions de Green

Lorsque I'équation régissant le comportement d'un systéme peut étre
écrite sous la forme

D uo(7) = s(), (4.1)

ot D est un opérateur différentiel linéaire, uo(7) la fonction décrivant le
systéme et s(7) un terme source, la fonction ug(7) peut étre exprimée grice
4 la fonction de Green Gy du systeme. Cette fonction Gy est solution de la
méme équation différentielle dans laquelle le terme source s(7) est remplacé
par une distribution de Dirac:

D Go(7, @) = 6(F — 7). (4.2)

Notons que malgré 'appellation fonction de Green, Gy est un opérateur. La
solution uo () de I’équation (4.1) s'écrit alors
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Uo(’lz') = ‘/\Go('l—", ’f‘b) 8(F0> d'f—"g (43)
Si le systeme subit une perturbation V, ’équation (4.1) se réécrit

D u(7) = s(F) + Vu(7) (4.4)

et la fonction de Green du systéme perturbé vérifie

D G(7, 7)) = 6(F — 7)) + VG(F, 7). (4.5)

La fonction de Green perturbée G peut étre développée en série

+
8

G(F, 7o) =Y  Go(F, 7o), (4.6)

3
I
oS

ol Gp est d’ordre p en perturbation V. En injectant ce développement (4.6)
dans I’équation (4.5) et en identifiant les membres de gauche et de droite &
chaque ordre de perturbation, nous obtenons la forme explicite de chacun de
ces ordres:

G = o+ CoVGo + CoVCoV G + .. (47)

ot Gy est la fonction de Green du systeme non-perturbé, solution de I’équa-
tion (4.2).

4.2 Fonction de Green des équations de Max-
well

Dans notre cas, la fonction de Green non-perturbée Gy est la solution de
I'équation d’onde (3.4) avec un terme source:

2 ~
(A-f—%) G()(T."—‘Fo, w)=6(F—FO) (48)

Notons que le milieu étant homogene, il y a invariance par translation, ainsi
Go ne dépend que de la différence ¥ — 7, d’autre part, Popérateur différentiel
de I’équation d’onde (3.4) dépend paramétriquement de la pulsation w, il en
est donc de méme de éo.
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Afin d’obtenir la forme de é() dans 'espace des modes, on calcule la trans-
formée de Fourier de la relation (4.8), on obtient alors

c?

(‘ﬁi _ k2> /d(r — ) Go(F = 7o, w) eF=70) = 1, (4.9)

Dans la relation (4.9), I'intégrale définit la transformée de Fourier Go(k, w)
de la fonction de Green non-perturbée qui s’écrit donc

Go(F, w) = 7}_ (4.10)
k2

2

Les fonctions de Green Gy et G sont des vecteurs dans Pespace des modes

(k, n) définis au paragraphe 3.4.2. Chacune des composantes (Gg), est un

opérateur qui dépend du vecteur d’onde k et de la pulsation w de 'onde

considérée.

La perturbation V créée par la présence d’une impureté est, dans ’espace

des modes, une matrice & deux dimensions dont chaque élément Vnn/(ﬁ, K )

décrit la transition entre les modes (k, n) et (&, n').

Chacun des termes de la série (4.7) posséde donc une signification physique

et peut-étre représenté sous forme d’un diagramme. Pour cela, nous choisis-

sons de représenter les modes, donc les fonctions de Green non-perturbées,

par des points et les perturbations par des lignes liant les modes.

En toute généralité, le produit GOVGO est une matrice dont un élément

(GOVGO) s’écrit

nn'

nn! n n’
Cependant, chaque terme du développement (4.7) est un vecteur car G en
est un lui-méme, en conséquence, dans l'expression (4.11), n = n'. Ainsi,

les fonctions de Green Gy situdes aux extrémités de chacun des termes du
développement (4.7) décrivent le méme mode.

Le premier terme Gy, figure 4.1(a), représente le cas pour lequel 'onde
ne rencontre aucune impureté lors de son parcours dans la goutte et reste
donc dans le mode initial.

Le second terme, figure 4.1(b), correspond au cas pour lequel I’onde, & 1’ori-
gine dans un mode donné, est perturbée par une inclusion et diffusée dans
un autre mode (%', ) Dans le troisieme terme, figure 4.1(c), 'onde initiale-
ment dans le mode (k, n) est successivement diffusée dans les modes (', n')

et (", n").
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F1G. 4.1 — Symbolisation de chacun des ordres du développement perturbatif
de la fonction de Green du systéme perturbé. La perturbation V est symbolisée
par une ligne liant les modes décrits par la fonction de Green non-perturbée
représentée par un point.

La figure 4.1 symbolise les cing premiers termes du développement (4.7) de
la fonction de Green du systéme perturbé.

4.3 Moyenne d’ensemble

Par la théorie des matrices aléatoires nous ne nous intéressons qu’au com-
portement moyen du systéme étudié et considérons donc la valeur moyenne
(G) de la fonction de Green. Il s ‘agit de la moyenne sur les différentes valeurs
que peut prendre la perturbation V c’est & dire sur les différentes distribu-
tions possibles des 1mpuretes ou encore sur les différentes trajectoires dans
I’espaces des modes (k, n).

Les inclusions étant aléatoirement réparties, la perturbation V est aléatoire,
de moyenne nulle. Ainsi la moyenne des termes impairs en perturbation du
développement (4.7) de Gs ‘annule, il ne reste que les termes pairs:

(G) = Go + (GoVGoVGo) + (GoeVG VG VGV Eo) + ... . (4.12)
Les hypotheses et approximations faites par la suite sont couramment uti-
lisées dans le cadre de la théorie des matrices aléatoire [34](a)-[36], elles sont
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ici justifiées qualitativement, leurs démonstrations sont basées sur des calculs
statistiques de probabilité et de la combinatoire [36].

La contribution principale au développement (4.12) vient des termes pour
lesquels les perturbations sont corrélées. On entend par corrélées, des pertur-
bations qui lient les mémes modes électromagnétiques.

En effet, la contribution d’une trajectoire dont les perturbations ne sont pas
corrélées est compensée dans la moyenne par une autre trajectoire dont la
contribution est opposée. Au contraire si les perturbations lient les mémes
modes, elles sont élevées au carré et sont les seules & survivre aprés la
moyenne. En d’autres termes, lorsque les perturbations ne sont pas corrélées,
la moyenne du produit des perturbations peut étre écrite comme le produit
des moyennes, ces termes disparaissent pour les mémes raisons que les termes
impairs en perturbation.

De plus, I'indépendance des impuretés nous permet de considérer que les
corrélations binaires sont plus importantes que celles d’ordre supérieur que
nous négligeons.

Ainsi la moyenne d’un ordre de perturbation particulier est donné par la
somme des différentes combinaisons de corrélation binaire de la perturba-
tion.

Prenons ’exemple de la moyenne du terme d’ordre quatre en perturbation,
que pour simplifier nous écrivons (V;V,V3V}), ils existe trois maniéres de
corréler binairement les quatre termes V;, soit

(ViVaVaVa) = (ViVa)(VsVa) + (ViVa)(VaVa) + (ViVa)(VaVs). (4.13)

Cette hypothese est justifiée par le fait que les impuretés n’interagissent pas
et nous permet de réécrire le développement de (G) sous la forme

N =Gy + Gl VGV G YA VGV G VEV NG
<G> Gy + o( end )Go + Go< VGV Gy VGV >G0
(4.14)

P wrairur-e YA " T
+ Go{ VGV GV GV YGo+ Go{ VG VGV GoV )Gy + . ...
N e’ N

ou les accolades lient les perturbations corrélées.

Attardons-nous quelques instants sur la signification physique des termes en-
core présents dans le développement (4.14) de la fonction de Green moyenne
(G). Ne revenons pas sur le premier terme qui n’a pas changé. Le second
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Loz

Gl VGV YGy Go{ VGV Gy VGV VG
(a) (b)
ol VG VGV V6o VG GoV )0

(c

Go{ VGV GoVGoV Go VGoV )Gy

()
Gol VGo VGV o oV Gl YGo
©
Go{ VGV Go V Gy V6oV GoV )Go Gol V6oV Go VoV Go Vo7 )0

® (b)
Go{ VG VGV G VGV GoV) Gy
(8)

F1G. 4.2 - Symbolisation des différentes contributions au développement de
la fonction de Green moyenne (G).

terme correspond aux situations dans lesquelles 1'onde électromagnétique,
initialement dans un mode (k n) est diffusée par une impureté dans un
mode (K, n') puis revient dans son mode initial. Cette trajectoire est symbo-
lisée par la figure 4.2(a), il s’agit d’un cas particulier de la situation décrite
par la figure 4.1(c) pour laquelle (£, n") = (k, n).

En nous appuyant sur I'annexe E, nous pouvons montrer que dans le qua-
trieme terme du développement (4.14), les perturbations couplent toutes
quatre le mode initial avec lui méme. Le graphique symbolisant ce cas est
constitué de quatre boucles se fermant autour d’un seul point. La contri-
bution de ces termes est négligée, il s’agit de tous les cas pour lesquels les
accolades symbolisant les corrélations se coupent.

Les troisiéme et cinquieme termes, représentés par les figures 4.2(b) et (c)
sont deux manieres différentes, partant d’un mode (E, n) donné et y reve-
nant, d’aller visiter deux autres modes distincts (K, n') et (K", n” ). Pour le
troisieme terme, 'onde repasse par le mode initial entre (E’, n') et (fc"’ , n'")
alors que dans le cinquiéme terme, & partir de (/Z, n), elle visite successi-
vement (k', n') et (K", n") puis revient en sens inverse. Il s’agit de deux
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cas particuliers de la situation décrite par la figure 4.1(e), respectivement
lorsque (1_5"”, n") = (ic"’, n') = (k, n) et quand (E”’, n") = (l;’, n') et
(if"’", n////) — (];” n)

Nous pouvons remarquer que les diagrammes qui ont été conservés dans le
développement de la fonction de Green moyenne sont ceux dont la topologle
est dite en arbre [34][36] ou en bulle.

Maintenant que nous avons compris la logique du développement de (G), nous
pouvons symboliser les différentes contributions au terme d’ordre six par les
figures 4.2(d), (e), (f), (g) et (h). Il s’agit des différentes facons partant d’un
mode (k n), de visiter une fois chacun des trois modes intermédiaires (k' s
(K" n") et (K", n'') avant de revenir au mode initial.

4.4 Factorisation de la fonction de Green
moyenne

L’observation de la figure 4.2 méne & la conclusion que les graphiques

peuvent étre regroupés selon leur forme & 'origine. Les cas (a), (c), (g) et
(h) ne présentent qu’une seule bulle & Iorigine, les graphiques (b), (e) et (f)
en possedent deux, (d) en a trois. L’ensemble des termes du développement
peut ainsi étre classé selon le nombre de bulles & l'origine.
Ces caractéristiques visuelles, communes aux différents dessins regroupés,
sont la conséquence de points communs dans 1’écriture méme des termes.
Ainsi dans un groupe possédant N bulles & l'origine, les N premiéres et N
derniéres perturbations de chaque terme sont corrélées deux & deux, respecti-
vement la premiére avec la derniere, la seconde avec ’avant derniére et ainsi
de suite. Les parties communes de chaque terme peuvent étre factorisées, par
exemple lorsque NV = 1, la somme des termes de ce groupe s’écrit

Le développement (4.14) de la fonction de Green moyenne (G) peut alors
étre réécrit
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Go( VGV Go V(G )Gy Go( V(G Go V(G Go V(G V6o

F1G. 4.3 - Symbolisation des premiers termes de la factorisation de la fonc-
tion de Green moyenne (G), représentée par un point encerclé.

<é> = éo + éo( V<G>V >éo =+ Go( V(@‘? éo V@)V )Go
(4.16)

La figure 4.3 est la représentation graphique de ce développement factorisé.
Apreés avoir mis Gy en facteur dans la relation (4.16), nous pouvons re-

marquer que la suite obtenue est géométrique, de raison ( V(G)V )G,. Elle
N e’

est donc factorisée sous la forme

N

(@) = Go — - (4.17)
1-(VIG)V )Gy Gy = (V(G)V)
N e’ N —r’

Notons que pour obtenir ’expression (4.17) de la forme factorisée de la fonc-
tion de Green moyenne du systéme perturbé, le développement (4.12) de (G)
n’a pas été tronqué, la relation (4.17) tient donc compte de tous les ordres
de perturbation.

Il nous faut maintenant expliciter la forme (4.17) de la fonction de Green

moyenne (G) dans le cadre des équations régissant le comportement de notre
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systéme. Nous avons défini G au paragraphe 4.2, il nous reste donc a expri-
mer le vecteur ( V(G)V ) dans D'espace des modes (k, n).
N

4.5 Couplage dans I’espace des modes

Comme nous ’avons souligné au paragraphe 3.5, nous nous sommes inté-
ressés a la modification des résonances transverses électriques, le mode (E,n)
est donc décrit par le n®™ terme (II¥2), du développement (3.40)(a) sur
la base des modes du potentiel transverse électrique Iy & l'intérieur de la

cavité. L’opérateur { V(G)V )n(k, w) s’écrit donc
N

(VG Yal, w) = / (2R (R.7) ( V(G (7, 7, w) (TR ) dor o,
(4.18)
ol grace a ’hypotheése
(V(7) V() = V(- ) (4.19)
NOus pouvons exprimer
(TG )6 ) = V8-S L
(4.20)

(G (K, w)) (Typn)2, (B.17) @K',

La presence des impuretés a pour effet de coupler le mode transverse électri-
que (k n), auquel nous nous intéressons, & tous les autres modes. C’est

pourquoi (lc’ n') est décrit par la somme des potentiels scalaires transverse
électrique et transverse magnétique: I, = IIF0 + TP donnés par les
équations (3.40)(a) et (b). En injectant la relation (4.20) dans (4.18) et en
effectuant I'intégrale sur la variable 7', on trouve :

(VG Inlk, w) Z/(an s W))W (B, &) &K, (4.21)

ol

Wo(E, B) = V2 [ [0 (F AP (i) B0 (422
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est le couplage carré moyen des modes (&, n) et (¥, n' ).

La figure 3.2 montre que les modes transverses électrique et magnétique
contribuent de fagon semblable & la section efficace: on observe en effet
une alternance réguliere de couples de résonances transverses électriques
(TE2, TE?) et magnétiques (T M2, TM?) ne présentant pas de caractéris-
tiques particulieres selon qu’elles sont issues d’un mode ou de ’autre. Nous
choisissons de négliger la légeére translation du mode transverse magnétique
par rapport au mode transverse electnque et considérons que les contribu-
tions des deux modes au couplage Wnnr(k k') sont identiques, ce qui permet
d’obtenir la forme simplifiée

W (K, k') = 4V2 / [(TLERY (k)2 [(TI20Y (B.7) 2 dPr. (4.23)

Le regroupement des équations (4.10), (4.17) et (4.21) permet d’obtenir la
forme implicite de la fonction de Green moyenne dans I’espace des modes
sous forme de ’équation auto-cohérente

= : (4.24)
< -k =Y / (G (K, w) YW (6, B') d3F

0lt Wy (K, k') est donné par la relation (4.23).

Nous avons vu, paragraphe 3.5, que toutes les résonances ne sont pas iden-
tiques, certaines sont plus larges que les autres. En conséquence, les modes
donnant naissance a ces résonances ne sont pas équivalents, donc le couplage
carré moyen W, (k, k') défini par l’equatlon (4.23) dépend des nombres
d’onde k et k' ainsi que des indices n et n’ des modes couplés. Il s’agit de la
principale différence avec la théorie des matrices aléatoires usuelle, c’est & dire
basée sur les ensembles gaussiens unitaire, orthogonal et symplectique pour
lesquels tous les éléments de la matrice W possédent la méme statistique. Le
couplage carré moyen est alors une constante.

4.6 Couplage des modes

Afin d’expliciter la forme du couplage carré moyen Wnn/(E, E ), nous sub-
stituons la forme (3.40)(a) du potentiel scalaire transverse électrique dans
I'expression (4.23).
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L’intégrale sur 1’élément de volume d3r est le produit des trois intégrales
sur chacune des variables , 6 et ¢. L’intégrale sur @ est une constante vis
avis de n et k. Le couplage carré moyen Wnn/(k K ) peut étre écrit sous la
forme générale

Wnn’(i‘; EI) = 4V? Xnn’(E E,) |An(k )|2 | A (K I)|2 (4.25)

ol la dépendance en k et k' de ’élément de matrice Xont v1ent del’ mtegrale
selon 7 des fonctions t,. Cette intégrale varie doucement avec k et k' en com-
paraison des coeflicients A, (k) et A, (k') qui, comme C, et D,, figure 3.2,
présente des résonances et varie donc trés rapidement. En conséquence les
éléments de matrice X, (k, k') sont évaluésen k = k' = w /cet la dépendance
en k et k' du couplage carré moyen est ainsi entierement contenue dans le
produit des coefficients A,.

Par ailleurs la matrice X posséde une valeur propre nettement supérieure aux
autres contribuant & hauteur de 90% & la trace de la matrice. Il est démontré
dans I’annexe F que nous pouvons alors faire l’approximation que les élé-
ments X, ne dépendent pas des indices n et n' et inclure cette constante
dans V2 _que l'on _note alors Ve L expression du couplage carré moyen des
modes (k, n) et (K', n') est alors obtenue sous la forme factorisée

W (k, k') = 4V? | A, () |Aw (K)]2. (4.26)
L’équation (4.24) définissant (G, (k, w)) s'écrit donc

(Galk, w)) = —
-———k2 4V A, (k ]22/1,4 NG (K, w)) k2dk’

(4.27)
Cette forme particuliére (4.27) de la fonction de Green vient, d’une part du
fait que tous les modes ne sont pas couplés avec la méme statistique, mais
egalement du falt que nous avons réussi a factoriser les dépendances des
modes (k n) et (k’ n'). D’un point de vue physique, cette factorisation si-
gnifie simplement que la probabilité que 'onde électromagnétique passe d’un
mode (k, n) & un mode (', n') apres la rencontre d’une impureté sur sa
trajectmre est le produit de la probabilité que ’onde soit initialement dans
le mode (k n) multipliée par la probabilité qu’elle a de rencontrer le mode
(K', n') lors de sa marche aléatoire dans I'espace des modes.

Gréce a l'action de la fonction de Green (4.27) sur les coefficients C, (k)
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et Dy (k), relation (3.42), nous sommes en mesure d’exprimer la section ef-
ficace de diffusion perturbée par la présence des impuretés. Ceci fait Iobjet
du cinquieéme chapitre.
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Chapitre 5

Résultats, comparaison avec
I’expérience

Ce chapitre présente tout d’abord la méthode par laquelle nous faisons
agir la fonction de Green du systéme perturbé par les impuretés, sur la section
efficace et une analyse des transformations qu’elle subit sous I’influence du
désordre optique. Puis nous comparons les résultats que nous avons obtenu
grace a la théorie des matrices aléatoires & ceux publiés dans le domaine
expérimental.

5.1 Résultats: section efficace modifiée

Afin de connaitre I'effet des impuretés sur la section efficace de diffusion
oais (3.51), il nous faut faire agir la fonction de Green moyenne (4.27) sur les
coefficients Cy, (k) et D, (k), relation (3.42). Comme nous ’avons précisé aux
paragraphes 3.5 et 4.5, nous ne nous sommes intéressés qu’au mode transverse
électrique, donc a la transformation des coefficients C,,.

5.1.1 Transformations des coefficients

Nous utilisons la formule de Kramers-Kronig [37] qui stipule que si une
fonction complexe f(z) ne posséde pas de singularité dans le demi-plan su-
périeur alors

fa) dz = imf(zo) (5.1)

v.p. T — o

ol fv_p. désigne la valeur principale de I'intégrale.
Cette expression permet donc de lier les parties réelle et imaginaire de f(z).
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Son application aux coefficients C,, conduit &

Cp(w) = —:; / g”sz dk. (5.2)

Or la fonction de Green non-perturbée Gy donnée par la relation (4.10) peut
étre réécrite

c 1 1

Golk, w) = — | T—— + 5 . (5.3)

2w\ Yy +k
C

Pour des valeurs positives de k, on néglige la contribution du terme non-
résonnant (£ + k)~'. Donc d’apreés la formule de Kramers-Kronig (5.2), le
coefficient Cy,(w) est obtenu en faisant agir sur le coefficient C,, (k) la fonction
de Green Gy au facteur 2w /c prés dans 1'approximation résonnante.
Cependant nous sommes intéressés par la transformation des coefficients C,,
en présence d’impuretés dans la goutte. La fonction de Green du systéme
n’est alors plus Gy mais (G ). Ainsi les coefficients C,, perturbés par leffet
des impuretés sont donnés par

/ Co(k) (Su(k, w)) dk (5.4)

ot G est liée 4 la fonction de Green G, par le changement de variable

N

gn(ka w) = '2'5}‘ Gn(ka w)' (5'5)

L’équation auto-cohérente (4.24) régissant le comportement de (G, (k, w))
devient

1

(Gn(k, w)) = — - , (5.6)
2 ko3 [ G, ) Wl ) K 0
Wans(by K) = (=) W (b, ¥

=V |An(k)[? |Aw (K2,
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avec V =
D’apres I'expression (5.4), les parties réelle et imaginaire des coefficients per-
turbés Cy, (w) s’écrivent

Re[Ca(w)] = [ 2 Re[Cu(h)] Tm [(Gu(k, )]

™

+ / ‘f; Im [C,, (k)] Re [<§5n(k, w))] :

(5.8)

tm (Cuw)] = [ 5 Re[Calb)] Re [(Guk, )

_ / % Im [Cr(k)] Im [<9n(k, w))] -

™

La transformation, par les mémes moyens, des coefficients conjugués C*(k)
conduit &

Re [Cu(w)] = Re[C3(w)] = [ T Re[Ca(h)] Tm [(Gak, w))
- [ S 1m(Ca (i) Re [(Galk, )]
(5.9)
I [C(w)] = I [C3()] = [ % Re[Calk))] Re [(3a(k, )]
+ ‘—Zf— Im [C,y (k)] Im [(9n(k, w)>] .
La comparaison des relations (5.8) et (5.9) indique que
/ dk Im [Co(k)] R gn k, w) / dk Tm[C. 9n(k w)>} ~0,
(5.10)

done
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Re[Cuw)] = - [ dk Re[Calh)] T [(Gulk, w))], (2
| (5.11)
Im [C,(w)] = - [ dk Re[Calk)] Re [(G(k. )] . (0

Les coefficients D, (k) subissent une transformation identique mais la fonc-
tion de Green moyenne (G,(k, w)) est alors exprimée grace aux potentiels
scalaires transverses magnétiques donc en fonction des coefficients B, (k).

La section efficace de diffusion de la goutte perturbée par la présence d’im-
puretés s’écrit donc

+-c0
(Taif) perturbee = -2,52{ Re {Z(Qn +1) [Cp(w) + Dn(w)]} : (5.12)

n=1

5.1.2 Résultats

La figure 5.1 présente, pour différentes valeurs de V, la somme Re [C (w)]
des parties réelles des cinquante premiéres ondes partielles transverses élec-
triques Cy,(w) donnée par I’équation (5.11)(a).

Les résonances fines exhibent toutes le méme comportement lorsque I'inten-
sité de la perturbation V augmente, elles semblent commencer par s’élargir
puis se scindent en deux pics avant de disparaitre du profil. Les résonances
initialement larges ne se divisent pas, mais disparaissent moins rapidement.

Afin de mieux caractériser le comportement particulier des résonances étroi-
tes, attardons-nous par exemple sur la résonance TE%, de la figure 5.2.
Lorsque la perturbation V augmente, on constate tout d’abord ’élargissement
de la résonance, par la suite son sommet s’aplatit et enfin se creuse par le
centre pour donner naissance & deux pics. On peut remarquer que I’élargis-
sement se poursuit au cours du changement de forme.

Le fait que les résonances soient élargies par une perturbation aléatoire jus-
qu’a ’acquisition d’une forme semi-circulaire dite de Wigner [33], est un
phénoméne bien connu [11][20][21]. Afin de comprendre la cause physique de
I'élargissement des résonances, considérons ’effet induit par la présence d’im-
puretés sur les orbites périodiques décrites au chapitre 2 et donnant naissance
aux résonances. Parmi les différentes distributions d’impuretés considérées
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F1G. 5.1 - Transformation par la perturbation 'V de la contribution transverse
électrique a la section efficace de diffusion. Somme des cinquante premiéres

ondes partielles.
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F1G. 5.2 = Transformation par la perturbation V de la résonance TE3, de la
section efficace de diffusion. Somme des cinquante premiéres ondes partielles.
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(b)

F1G. 5.3 — Effet des impuretés sur la trajectoire de I’onde électromagnétique
correspondant auz cas (d) et (e) de la figure (2.2).

pour calculer la moyenne de la fonction de Green , il en est pour lesquelles
une ou plusieurs inclusions se touvent sur la trajectoire cyclique de 'onde
électromagnétique. Les impuretés possédant un indice de réfraction différent
de celui de la goutte, celles-ci vont dévier "onde de son orbite, comme illustré
par la figure 5.3.

La périodicité et la cyclicité de la trajectoire sont alors brisées, empéchant

les interférences constructives & ’origine des résonances de s’établir. De plus,
les pertes dont nous avons vu au paragraphe 2.1.1 qu'elles déterminent 1a lar-
geur des résonances, sont plus importantes en présence d’impuretés. En effet,
la déviation de I'onde de sa trajectoire entraine I’augmentation du nombre
de réflexions sur les parois de la sphére et diminue les angles d’incidence. Ce
phénomene touche davantage les résonances fines que les plus larges, ce qui
explique la disparition plus lente de ces derniéres. Elles sont en effet déja
soumises a de plus fortes pertes dans la cavité homogene.
Afin de quantifier I’élargissement des résonances étroites, on s’intéresse &
I'évolution de leur facteur de qualité, donné par le rapport de leur position
sur leur largeur. La figure 5.4 présente les facteurs de qualité des résonances
TE}, 34 TE%, pour trois valeurs différentes de la perturbation V.

On remarque que la perturbation a pour effet d’homogénéiser les facteurs
de qualité, leur dispersion initiale s’efface assez rapidement avec I’augmenta-
tion de V. La caractérisation des résonances larges est plus compliquée et ne
donne pas d’informations plus précises que la visible disparition du profil.
La séparation en deux pics est un phénomeéne nouveau, afin d’en comprendre
'origine, nous étudions la fonction
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F1G. 5.4 - Evolution du facteur de qualité des résonances fines TE%, a TEZ,
avec l'augmentation de la perturbation V.

flw)= - (5.13)
2
72(.1)2 e ,},'2

dont la structure, plus simple que celle de la fonction de Green (4.27) du
systeme en comporte toutefois la caractéristique principale: une largeur
I = (y?w? +v?)~! dont une partie dépend de la fréquence w.

Lorsque le rapport (77/)2 des largeurs indépendante et dépendante de la pul-

sation w est supérieur a 1, Im[f(w)] présente une forme en cloche. Lorsque
ce rapport devient inférieur & 1, Im[f(w)] exhibe un profil & deux pics. Ces
deux régimes sont visibles sur la figure 5.5.

Lorsque (%) = 1, c’est alors la valeur absolue de v et 7' qui détermine le

régime: Im[f(w)] présente un pic si v = 7' > 1, un pic dont le sommet est
plat si vy =+" =1 et deux pics si vy =7 < 1.

La forme de la partie imaginaire de la fonction f(w) est donc déterminée par
le rapport des largeurs indépendante et dépendante de la pulsation. Dans le
cas des résonances de Mie, ce rapport dépend de la largeur des résonances au
travers des coeflicients A, (k), ce qui explique la différence de comportement
entre les résonances fines et larges.
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F1G. 5.5 — Les deuz régimes de la partie imaginaire de la fonction f(w).

5.2 Comparaison avec ’expérience

5.2.1 Parametres théoriques et expérimentaux

Afin de pouvoir comparer nos résultats avec ceux d’expériences faites
dans le domaine [38], il nous faut lier I'intensité du couplage W, (k, k') aux
parametres expérimentaux.

La fonction de Green du systéme perturbé vérifie I’équation d’onde

(A + [m® + 6e(7)] %) G(7, ) = 6(F — ) (5.14)

0U M = /€ souste €st I'indice de réfraction de la goutte en I’absence d’impuretés
et 6¢(7) décrit les variations de la constante diélectrique dues aux impuretés.
On déduit de la comparaison des relations (4.8) et (5.14) que la perturbation
aléatoire est V(7) = k2 de(7). On considére que cette perturbation est la
somme des contributions de N impuretés sphériques de rayon o :

N
¥ .2 4 3 g -
V() = k* 8 sma ;50 — 7)) + A, (5.15)

ou d¢ est la dlfference des indices de réfraction de la goutte et des impuretés,
A=—(2 ) Nk?ée assure la nullité de la perturbation moyenne (V), ce
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terme constant est 6té de la perturbation V(f') pour étre inclus dans la partie
constante m? de I'indice de réfraction de Péquation (5.14). Nous pouvons alors
reprendre le raisonnement du paragraphe 4.5 avec la forme explicite (5.15)
de la perturbation. Le couplage carré moyen W, (k, k' ) de I’équation (4.23)
pour laquelle 'hypothése (4.19) a été utilisée, se réécrit

2 - 2
() )]
n

(5.16)
Les impuretés contribuant 3 la somme de la relation (5.16) sont celles pour
lesquelles les potentiels scalaires transverses électriques des modes (E, n) et
(fc" , 7') ne s’annulent pas. Nous avons vu au paragraphe 2.2 que les modes
de courte durée de vie donnant naissance aux résonances larges occupent
I'ensemble du volume de la goutte. Par contre les modes de longue durée de
vie qui nous intéressent ici, car ils sont 4 I’origine des résonances étroites, sont
eux, localisés dans une mince épaisseur prés de la surface de la goutte. Les
contributions non-nulles & la somme (5.16) pour les résonances de la forme
TE? sont celles des impuretés se trouvant dans une épaisseur estimée & 2\

pres de la surface de la goutte. L’équation (5.16) devient donc

S 4 NI/, L
Wi (k, k') = dk* 6¢2 <§7ra3) ; ' (HT%‘)” (k.75)

2 2
2

W (k, k') = 4k* 662 (gwa?’) N i‘-g“—-_’\ A )P |Aw () (5.17)
3
-Ta

3

2
goutte

ol 62 = (m — Mipuretss)” €t k = 2. En comparant les relations (4.26)
et (5.17), on obtient la relation entre Pintensité V de la perturbation et
les caractéristiques expérimentales, & savoir la longueur d’onde A du champ
électromagnétique, les tailles a, o et les indices de réfraction Mgouttes Mimpuretés
de la goutte et des impuretés qu’elle contient ainsi que la quantité N de ces

derniéres.

9.2.2 Comparaison avec ’expérience

Dans I'expérience de D. Ngo et R. G. Pinnick [38], des gouttes de glycérol,
m = 1.4746, légérement chargées et de rayons initialement compris entre 5 et
13 pm lévitent dans un piége électrodynamique. Elles sont illuminées par un
faisceau laser polarisé non-convergent et de longueur d’onde )\ = 514.5 nm
dont 'intensité est suffisamment basse pour ne pas chauffer significativement
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les gouttelettes. Le piege contient une matiére adsorbant 1’eau et la vapeur de
glycérol. En conséquence les gouttelettes s’évaporent au cours de I’expérience,
permettant ainsi d’obtenir le signal de diffusion sur de larges gammes de va-
leurs du parametre d’ordre 27a /).
Le signal de diffusion recueilli pour des gouttes de glycérol pur présente des
résonances aux positions prévues par la théorie de Mie. Leur largeur est
légerement supérieure & celle donnée par cette méme théorie & cause de la
largeur finie du faisceau laser. Des particules de latex, m = 1.41 [39], de
taille nanométrique bien déterminée sont ajoutées dans les gouttelettes en
quantité telle qu’elles contiennent au total quelques pourcents en volume de
latex. Le signal de diffusion fluctue alors & grande fréquence. L’amplitude des
fluctuations augmente avec la taille des impuretés et peut atteindre 20% de la
valeur du signal observé. De plus les résonances les plus fines sont atténuées
et élargies par la présence des impuretés et particulierement par I’augmenta-
tion de leur taille.
D’apres 'équation (5.17) 'augmentation de la taille o des impuretés cor-
respond & une augmentation de la perturbation V. Bien que le parametre
de taille ne varie pas pour les mémes raisons dans 'expérience de D. Ngo
et R. G. Pinnick et dans nos calculs, respectivement par I'intermédiaire du
rayon a des gouttelettes ou du nombre d’onde k, les conséquences observées
sont qualitativement identiques. Afin de confirmer cette conclusion, compa-
rons I’évolution des facteurs de qualité des résonances avec 1’augmentation
de la perturbation V c’est & dire de la taille des particules de latex. La fi-
gure 5.6 présente 1’évolution du facteur de qualité de la résonance TFE2, pour
nos propres résultats et ceux de la référence [38].

Apres la normalisation visant & faire coincider les facteurs de qualité en
l'absence d’impuretés, ’accord entre résultats théoriques et expérimentaux
est tres bon.
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F1G. 5.6 — Comparaison de ’élargissement de la résonance TE?, avec I’aug-
mentation de la perturbation V, c’est & dire de la taille des impuretés. Les
résultats expérimentauz sont extraits de la référence [38]
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Chapitre 6

Conclusion

Dans cette premieére partie, nous nous sommes intéressés aux modifica-
tions induites par la présence de désordre au sein d’une goutte diélectrique
sur ses propriétés optiques.

La théorie de Mie permet d’obtenir la section efficace de diffusion d’une
goutte homogene, qui présente une succession de résonances de différentes
largeurs.

Le désordre créé par lintroduction d’impuretés aléatoirement distribuées
dans la goutte homogene est traité grace & la théorie des matrices aléatoires.

Les inclusions ont pour effet de coupler les modes & 1'origine des résonances
présentes dans la section efficace de diffusion non-perturbée. Les résonances
n’ayant pas toutes la méme largeur, les différents modes ne peuvent étre
couplés avec la méme intensité. Aussi la théorie des matrices aléatoires usuelle
considérant tous les éléments de matrice avec la méme statistique ne peut
étre appliquée.

Nous avons donc développé un modéle pour lequel la matrice de perturbation
dépend des modes couplés.

L’effet de cette perturbation sur les résonances de haute qualité de la section
efficace de diffusion est double. Nous observons tout d’abord ’élargissement
des résonances puis leur scindement par le centre, en deux pics.
L’élargissement est un phénomeéne bien connu, observé dans de nombreux
domaines, physique nucléaire, physique des solides ou encore des agrégats
métalliques et qui, dans les milieux tres perturbés conduit & des formes semi-
circulaires prédites par Wigner.

Le scindement en deux pics des résonances de grande qualité est par contre
un phénomene qui n’a jamais été observé. Nous avons montré que cette tran-
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sition entre un régime a un pic et un régime & deux pics est caractéristique
des fonctions dont la largeur dépend en partie de la variable. La transition a
lieu lorsque les parties dépendante et indépendante de la variable sont égales.

Afin de confronter nos résultats théoriques & ’expérience, nous avons com-
paré I'évolution théorique du facteur de qualité de la résonance T E%, lorsque
la perturbation augmente, avec les valeurs expérimentales publiées. Un tres
bon accord entre théorie et expérience ressort de cette comparaison.

Ce travail a fait 'objet d’une publication [40].
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Chapitre 7

Annexes

Annexe A

Solent (A, Ay, A;) et (A, Ap, A,) les composantes d'un vecteur A, res-
pectivement en coordonnées cartésiennes et sphériques, elles sont liées par

Ar = A; sinf cosp + A, sinf sinp + A, cosd,
Ap = A; cosf cosp+ A, cosf sinp — A, siné, (7.1)

Ap=—A; sinp+ A, cosp.

En coordonnées sphériques, les opérateurs gradient, rotationnel et laplacien
s’écrivent respectivement

- oUu
(grad U)T = —8‘7‘:,
- 10U
== 2
- 1 oU
(grad U), =

r sinf Oy’
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o 1 8 (Sin 0 A(p) aAg

(rot A), = r sinf ( o6 dp > ’

L .1 (84, sinf a(rA¢)>
(rot A)o = 7 sin@ ( Oy or ’ (7.3)

Lo 1 (0(rAs) 0A,
(rot A)p =7 ( o ae)
et
1 82 (rU) 1 o (. ~oU 1 o*U
_1 9 PV Y (74
AU roorr sin@ 06 <sm0 87‘) r2 sin®f Oyp? (7.4)
Annexe B

La solution (E, H) des équations de Maxwell (3.1) et (3.2) ou de I'équa-
tion d’onde (3.4) est recherchée sous la forme de la superposition de deux
champs linéairement dépendants, (ETE, ﬁTE) et (ETM, ﬁTM), vérifiant eux-
meémes les équations (3.1) et (3.2) et tels que (Erg), = 0 et (Hra)r = 0 ol
(ETE)T et (ﬁTM)T désignent les composantes radiales des vecteurs Erg et
HTM-

Vérifions que cette représentation est en accord avec les équations de Max-
well.

Raisonnons dans le cas transverse électrique pour lequel (ETE)T = 0, le rai-
sonnement dans le cas transverse magnétique est identique.

Grace a l'expression de Popérateur rotationnel en coordonnées sphériques
donnée dans 'annexe A, la composante dans la direction @, de ’équation de
Maxwell-Ampere (3.2) s’écrit

o () =y (L] L)
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Afin d’obtenir les composantes (Hyg)y et (Hrg),, on exprime les compo-
santes dans les directions iy et @, de I'équation de Maxwell-Faraday (3.2),
qui s’écrivent

ik (ﬁTE>9 - Tr or ’ (7.6)
ik (ﬁTE>(p = %‘ ’ [T ngE) 0] .

En remplacant (Hrg) et (ﬁTE)(p par leurs expressions respectives (7.6) dans
(7.5), on trouve (Erg), = 0.

La représentation en modes transverses électrique et magnétique est donc
bien compatible avec les équations de Maxwell.

Annexe C

Afin de résoudre I'équation d’onde scalaire (3.22), le potentiel Ilrg, qui
dépend en coordonnées sphériques des trois variables r, # et ¢ est écrit sous
forme du produit des trois fonctions d’une variable R(r), ©(6) et ¢(y). Grace
a lexpression de 'opérateur laplacien donnée dans I’annexe A, ’équation
d’onde (3.22) se réécrit

_ o ( 5, 0R a(. ,00 RO 02¢__ 2 9 .
sin 6 @qﬁa—(r W)-}—Rgbg(smﬁ —ag>+gl—r—l——9- 8—(p2~—kr sinf RO¢.
(7.7)

Afin d’isoler la dépendance en ¢ de ’équation, on multiplie chacun de ses

sin :
membres par 35 5> on obtient

© 09

1 0% sin®§ o (2 8R> sing 8 < 00
- ar \/ 26

il = — — inf — | — k*r?sin®4. (7.
G 0.0 7 5 B sin 6 ) k*r®sin (7.8)

Le membre de gauche de I’équation (7.8) est une fonction de ¢ alors que celui
de droite ne dépend que de r et 8, les variables r, 8 et ¢ étant indépendantes,
chaque membre est en fait une constante que nous notons —!? par commodité
pour la suite du raisonnement. Ainsi 'équation (7.8) se sépare en
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— == (7.9)

et

sin?@ 0 OR 5 o , sinf 0 00 ’
7 E(r 8T>+kr sin?f =% — 56 7 (sm@ 60) (7.10)

Aﬁn d’isoler les dépendances en 7 et 6, nous divisons I’équation (7.10) par
sin” 6, nous obtenons une équation dont les membres de gauche et de droite
dépendent respectivement de 7 et 6, chacun est donc égal & une constante Q,
de sorte que 1’équation (7.10) se sépare en

1 9 OR
k*r? + 7 o <r2 E)?) =Q (7.11)
et
12 1 9 00
sin’0 O sind 09 (Sme aa) @ (7.12)

A chaque constante [ et @) correspondent des solutions Rg, ©g et ¢; diffé-
rentes, ainsi en toute généralité, le potentiel scalaire II;g s'écrit comme la
somme

nTE..ZRQ ) ©10(8) éi(v). (7.13)

Annexe D

La forme du potentiel scalaire incident IIpg est donné par la relation (3.35).
Afin de déterminer la constante o, nous connaissons I'expression (3.34) de
la composante radiale (ﬁinc)r du champ magnétique incident ainsi que le
lien (3.16) entre le champ magnétique Hrp et le potentiel scalaire rg.
D’aprés I'expression en coordonnées sphériques de I’opérateur rotationnel
donnée dans I'annexe A, la composante selon r de 1’équation (3.16) s’écrit

(ﬁinc>r = {rgt [rat (7 HTE)] }T

L 1 ?_ sin 0 Ollrg i 1 BQHTE
~ rsinf |66 a0 sinf  Oyp? |’

(7.14)
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Or le potentiel scalaire IIrg vérifie 'équation d’onde (3.22), qui s’écrit en
coordonnées sphériques

1 9? ‘ :
190 (THTE)+ : (S'nﬁ aHTE>+ L 9 HTE+k2m2 Ilrp = 0. (7.15)

r  Or? r2sin @ 00 sinf  Op?

Ainsi la relation (7.14) devient
Hmc - _—6_7’—_ + ka THTE (716)
L’introduction des expressions (3.34) de (ﬁmc> et (3.35) de rII¥¢ dans

T

(), = =5

I'équation (7.16) conduit &

821/(;;(2k7“) n <k2 _ Aine i’;‘nl(TZQn -+ 1)> wn(kr) = 0. (7‘17)

Or %, est solution de ’équation (3.24)(a), donc o, est donné par

. 2n+1)

n(n+ 1) (7.18)

Qp =1

Annexe E

Chaque terme du développement (4.14) est un vecteur dans I’espace des
modes (k n). La composante selon le mode (k, n) du vecteur
G’OVGOVGOVGOVGO s’écrit en toute généralité

Vn"n"' <G0> " Vn”’n (GO>
(119
Dans le développement (4.14), les perturbations sont corrélées deux & deux, ce
qui signifie qu’elles couplent les mémes modes. En utilisant la relation (7.19)
pour exprimer la composante selon le mode (l? n) du quatrieme terme du

développement (4.14), on trouve que n =n' =n" =n".
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Annexe F

Soient une matrice M, symétrique dans la base {|u;)}, et {|v;)} la base
de ses vecteurs propres associés aux valeurs propres {);}, classées par ordre
décroissant de leur valeur lorsque I'indice j augmente.
Dans sa base propre, M peut étre écrite sous la forme

M =" v Ay (7.20)
J
La relation linéaire entre les vecteurs {|u;)} et {|v;)} peut étre écrite
[us) = a1]vy) + Z aij|v;). (7.21)
J#1

Calculons les éléments de matrice de M dans la base {|u;)} grace a la
dépendance linéaire (7.21) des bases {|u;)} et {|v;)} et au développe-
ment (7.20),

(’U,ZIMI’U,]C> = CL% )\1 + Zaij G /\j. (722)
#1
Si la valeur propre ); est nettement supérieure aux autres, alors les éléments
de matrice (u;|M|ux) =~ a? A; sont indépendants des indices i et k.
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Deuxieme partie

Collision agrégat-atome
Echange de charge
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Chapitre 1

Introduction

Dans cette seconde partie, nous modélisons la collision entre un atome et
un agrégat par I'interaction d’un niveau et d’un continuum semi-infini.
Définissons ce que nous entendons par continuum semi-infins.

Au début de la collision, 1’énergie du niveau est plus petite que la limite
inférieure du continuum. Au cours de la collision, le niveau est amené 4 in-
teragir avec le continuum, & commencer par les états au voisinage de cette
limite inférieure.

Cette situation est totalement différente de celle décrite par la regle d’Or de
Fermi, pour laquelle I'énergie de I’état initial est contenue dans le continuum,
la limite inférieure de celui-ci n’a donc pas d’influence.

Ainsi dans notre modéle, le niveau ressent 1’effet du bord du continuum d’ou
le terme de continuum semi-infini. En opposition, dans la situation décrite
par la régle d’Or de Fermi, nous utilisons le terme de continuum sans autres
précisions.

Au cours de la collision, nous nous intéressons plus particulierement au
phénomene d’échange d’un électron afin d’interpréter les sections efficaces
d’échange de charge obtenues expérimentalement au sein du Laboratoire
Aimé Cotton [41], sur des systémes composés d’un agrégat positivement
chargé et d’'un atome neutre tous deux d’alcalins.

Les agrégats sont des structures intermédiaires entre ’atome isolé et le so-
lide. Aussi, I’étude des propriétés des agrégats en fonction de la taille permet
de comprendre de quelle facon la matiére s’organise au fur et & mesure de
sa construction et comment se fait la transition des propriétés de ’atome &
celles du solide.

Comme nous l'avons décrit au paragraphe 2.3 de la premieére partie, les
agrégats métalliques sont constitués d’un nuage d’électrons délocalisés as-
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surant la cohésion de 1'agrégat par interaction avec un cceur d’ions positifs.
Toutefois pour un agrégat de deux atomes, la notion de liaison métallique
n’a pas de sens: les deux électrons délocalisés forment une liaison covalente.
Ainsi, par I'étude de la structure électronique d’agrégats d’alcalins avec la
taille, nous avons acceés & la connaissance de I'organisation progressive de
la liaison métallique conduisant aux propriétés de conductivité des métaux,
c’est & dire a la transition isolant-métal.

Lors d’une collision entre un agrégat et un atome, les corteges d’électrons
de chacune des structures interagissent et différents processus électroniques
peuvent survenir, échange de charge, excitation électronique ou ionisation
pour des collisions de plus en plus énergétiques. L’étude du phénomene
d’échange de charge dans une collision est donc un moyen de sonder indi-
rectement la structure électronique des partenaires.

Lors d’une collision, méme entre deux atomes trés simples tels que 1’hy-
drogene, il intervient plus de deux corps dont les mouvements sont couplés,
ce qui rend impossible la détermination d’une solution exacte au probléme.
En conséquence, il est nécessaire de développer des modeles basés sur des ap-
proximations permettant de découpler les mouvements et ainsi, de résoudre
les équations.

Ces modeles peuvent étre classés en deux grandes catégories, les modéles
quantiques pour lesquels électrons et noyaux atomiques sont décrits par la
mécanique quantique, et les modeles semi-classiques pour lesquels seuls les
électrons sont décrits quantiquement alors que le mouvement des noyaux suit
une trajectoire classique.

La complexité du probléme vient alors du choix des états électroniques in-
tervenant dans la réaction collisionnelle. Une approximation courante pour
décrire les collisions atomiques consiste & ne considérer que deux niveaux :
les états initial et final de la collision.

Parmi les méthodes semi-classiques, les modéles de Landau-Zener [42][43]
et Demkov [44], basés sur Papproximation & deux niveaux, sont couram-
ment utilisés pour décrire, entre autres, les collisions atomiques [45]-[47] et
moléculaires [48]. La différence essentielle entre ces deux modeles est la fagon
dont chacun tient compte de la dynamique de la collision.

Landau et Zener considérent que les états électroniques se croisent linéaire-
ment au cours du temps et sont couplés au voisinage du point de croisement
par un terme constant. Demkov choisit, lui, de décrire I'interaction exponen-
tiellement dépendante du temps de deux niveaux électroniques séparés d’une
énergie constante.
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L’application de ces modeéles a deux niveaux aux collisions atome-agrégat
donne des résultats défaillants [41], ce qui peut s’expliquer par le fait que
la structure d’un agrégat est plus complexe que celle d’un atome. Clest la
raison pour laquelle nous avons choisi de considérer, non plus deux niveaux
mais un état et un continuum semi-infini d’états.

Nous avons développer deux variantes du modeéle pour lesquelles la dyna-
mique de la collision est modélisée de la méme facon que Landau et Zener
d’une part, Demkov d’autre part. Ainsi on considére dans un premier temps
le croisement du niveau et du continuum couplés par un terme constant dans
la zone d’interaction et dans un second temps le couplage exponentiellement
dépendant du temps du continuum semi-infini et du niveau situé & une énergie
constante de la limite inférieure du continuum.

Au dela de l'application aux agrégats, ces modeéles d’interaction niveau-
continuum semi-infini permettent de mettre en évidence le réle crucial de
la limite inférieure du continuum sur la transition du systéme de I’état vers
le continuum.

En effet, d’apres la regle d’Or de Fermi, la population d'un état couplé &
un continuum décroit exponentiellement avec le temps d’interaction, signe
du transfert irréversible de population. Or les résultats que nous avons ob-
tenu dans le cadre de nos deux modeles d’interaction niveau-continuum semi-
infini, montrent que la décroissance exponentielle est ralentie dans le cas du
croisement linéaire et méme totalement transformée dans le cas du couplage
exponentiel. Ce phénomene est directement causé par 'interaction du niveau
avec le bord du continuum semi-infini.

Pour chacune des variantes du modele, c’est & dire pour chaque type d’inter-
action, I’équation de Schrodinger est résolue afin d’obtenir I’état du systeme
a chaque instant. On est alors en mesure de déterminer la probabilité de tran-
sition du systéme agrégat-atome du niveau vers le continuum semi-infini, en
fonction du temps ou de la vitesse de collision et des autres paramétres per-
tinents apparaissant dans chaque modele.

Les expressions de cette probabilité sont obtenues sous une forme permettant
leur calcul numérique sur de larges domaines de variation des parametres. Le
comportement asymptotique en temps est déterminé analytiquement dans
chacun des cas.

Afin de confronter les résultats de nos modeles aux mesures expérimentales
de section efficace d’échange de charge, les parametres théoriques doivent étre
liés aux parametres expérimentaux tels que la vitesse de collision, la taille de
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I'agrégat et la nature de I’atome et de I’agrégat en collision.

Dans le chapitre suivant cette introduction, nous exposons les approxima-
tions successives nécessaires & la résolution des équations couplant les mou-
vements électroniques et nucléaires. Nous évoquons rapidement les méthodes
quantiques et présentons plus en détail les méthodes semi-classiques dont fait
partie le modeéle d’interaction niveau-continuum semi-infini développé dans
cette these. Les limites de validité de chacune des approximations sont dis-
cutées en fin de chapitre.

Les troisieme et quatriéme chapitres présentent deux types particuliers de
modeles & deux niveaux permettant d’interpréter les résultats des collisions
atomiques et moléculaires.

Le troisieme chapitre est consacré au modele de Landau et Zener dans lequel
les deux états électroniques se croisent linéairement au cours du temps et
sont couplés par un terme constant dans la région d’interaction.

Le quatriéme chapitre détaille le modele de Demkov qui considére le cou-
plage exponentiellement dépendant du temps de deux états séparés d’une
énergie constante. Les modeéles exponentiels de Rosen et Zener, tres proche
du modele de Demkov, et de Nikitin, plus général sont succintement décrits
et comparés.

Les limites de validité et les applications de ces différents modeles sont dis-
cutées a la fin des chapitres qui leur sont respectivement consacreés.

Dans le cinquieéme chapitre, nous exposons successivement les deux variantes
de notre modele d’interaction entre un niveau et un continuum semi-infini
basées sur les mémes dépendances temporelles que les modeles Landau-Zener
et de Demkov. Le comportement de la probabilité de transition niveau-
continuum en fonction des parametres théoriques est discuté pour chacun
des modeéles.

Le sixieme chapitre est consacré a la comparaison des résultats du modele
de couplage exponentiel, plus adapté, aux mesures expérimentales de section
efficace d’échange de charge effectuées au sein du Laboratoire Aimé Cotton.

Apres la conclusion de cette seconde partie par le septiéme chapitre, le
huitieme chapitre regroupe les annexes citées au cours de celle-ci.
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Chapitre 2

Les collisions atomiques et
moléculaires

Avant d’aborder les collisions entre atomes et agrégats, nous allons nous
intéresser a la description des collisions atomiques et moléculaires.
Nous discutons uniquement de collisions pour lesquelles I'un au moins des
partenaires est en faisceau. Dans ce cas en effet, on maitrise I’énergie de la
collision ce qui permet de mesurer des sections efficaces de réaction & énergie
donnée. Dans le cas de collisions de structures se déplacant librement dans un
volume, une partie de l'information est perdue car on est alors seulement ca-
pable de déterminer I’énergie moyenne grace & la température de I’échantillon
observé.

Selon la vitesse des partenaires, différents types de phénomeénes peuvent
survenir au cours de la collision, de la simple diffusion élastique a la dif-
fusion réactive en passant par des processus inélastiques. Ces derniers se
caractérisent par un changement de ’état interne de I'un des partenaires,
apres un transfert d’énergie, mais pas de sa nature chimique. Ainsi les exci-
tations ou désexcitations électroniques, vibrationnelles ou rotationnelles sont
des phénomeénes inélastiques alors que ’échange de charge, 'ionisation, la
fission ou les réactions chimiques sont des processus réactifs.

Tous ces phénomeénes sont dus & des transitions non-adiabatiques caracté-
risées par la proximité ou le couplage fort des états mis en jeu. La théorie des
perturbations applicable, & grande vitesse de collision, & la diffusion de deux
partenaires interagissant peu, ne peut donc étre utilisée lorsque la vitesse de
collision diminue, permettant aux systémes d’interagir fortement.

Atomiques ou moléculaires, les collisions mettent en jeu un grand nombre
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de particules dont les mouvements sont couplés, induisant par 14 méme des
transitions non-adiabatiques. Le but principal des modeles développés afin
de décrire les collisions est donc de séparer les mouvements des différents
éléments grace & des approximations judicieusement choisies.

Ce chapitre est consacré aux approximations successives utilisées dans le
domaine de la physique atomique et moléculaire pour résoudre le probleme
a N corps que représente une collision. Ces approximations sont largement
applicables & tous les types de processus, inélastiques ou réactifs, pouvant
intervenir au cours de la collision, toutefois, par souci de clarté, nous nous
focalisons sur le phénomeéne d’échange d’un électron entre un atome et un
ion.

2.1 Présentation de la collision

Les noyaux atomique et ionique sont respectivement notés A et B, ils
sont de masse et de charge respectives (ma, Z4 €) et (mp, Zp €). Le systeme

possede au total N électrons de masse et de charge individuelles (m, — e).
2

Nous travaillons en unités atomiques: 4;50 =1, A=1letm=1.

Au début de la collision, les deux partenaires sont infiniment éloignés, lorsque
le temps augmente, ils s’approchent jusqu’a atteindre leur distance minimale
d’approche, puis s’éloignent alors de sorte qu’a la fin de la collision, ils sont
& nouveau infiniment éloignés.

2.2 Les équations dans le référentiel du labo-
ratoire

Les positions respectives dans le référentiel du laboratoire sont notées R 4
et Rp pour les noyaux, (él, ey ﬁN) pour les électrons.
Le systéme est caractérisé par sa fonction d’onde \II(R'A, Rz, {R;}, t). La
dynamique de la collision est décrite par 1’équation de Schrédinger

i 0 (RA, s, {ﬁ,i} , t) AV (R’A, R, {Ri} , t) (2.1)
ou ¥ désigne la dérivée temporelle de .

Le hamiltonien H est la somme des énergies cinétiques des noyaux et des
€lectrons et des énergies potentielles d’interaction électrostatique
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noyau-noyau, noyaux-électrons et électrons-électrons. Dans le référentiel du
laboratoire, H s’écrit

(2.2)

N i—1
VA A 1
D e e e — 4)
|[Ra— Ri| |Rp—Ri| = |Ri— Rl

=1

ou Ap, désigne 'opérateur différentiel laplacien agissant sur les coordonnées
ﬁa,a:A,Boui.

Les énergies potentielles d’interaction électrostatique ne dépendant pas expli-
citement du temps, la dépendance temporelle de la fonction d’onde peut-étre
factorisée

v (EA, RB, {ﬁ/z} ) t) = e~ Hrett (éA, éB» {ﬁm}) ) (2.3)

ou Ey, est I’énergie propre du systéme.
Ainsi & chaque instant ¢, la fonction d’onde indépendante du temps
V(R4, Rp, {R;}) vérifie ’équation

Jig (R’A, Rp, {R’i}> = By © (ﬁA, By, {Ji}) (2.4)

ou les positions R4 et Rp des noyaux sont fixées.

2.3 Séparation des mouvements relatifs et du
centre de masse

La premiére étape du traitement d’un probléme & N corps consiste tou-
jours & séparer le mouvement du centre de masse du mouvement relatif des
composants du systéme.

Pour cela, nous effectuons le changement de variables
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N
mARA + mBﬁB + Z R;
Rg = 7 =1 position du centre de masse du systéme
: dans le référentiel du laboratoire,
avec M =ms+mp+ N
R= ﬁA — ﬁB position relative des deux noyaux,
. = BRs+R . , .
7 =R, — —4 5 B position de I'électron i par rapport

au centre de ’axe internucléaire.
(2.5)

2.3.1 Séparation du hamiltonien

Dans ce systeme de coordonnées, le hamiltonien s’écrit comme la somme

H=Hg+ H, (2.6)
du hamiltonien du centre de masse du systéme
Ag
2M

ot Ag désigne 'opérateur différentiel laplacien agissant sur EG et du hamil-
tonien relatif [49]-[54]

Hg = - (2.7)

N N  i—1
VA Z A A Z 1
R =1 | |’ R =2 j=1 I7: = 75
5 T - T T
2 2

(2.8)
ou Ag, 4;, Vg et V_7',~ désignent les opérateurs différentiels laplacien et gra-
dient agissant sur les coordonnées R et 7;. Les masses réduites tap et o sont
respectivement définies par
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mamp mamp
—_— = ———
ma -+ mp ma4 — mp

2.3.2 Approximations

La forme (2.8) du hamiltonien H,; décrivant les mouvements relatifs des
noyaux A et B et des électrons est exacte et générale. Dans certains cas par-
ticuliers, des simplifications ou des approximations peuvent étre appliquées.
On remarque ainsi que si les noyaux A et B sont de méme masse, les termes
en V.V, couplant les mouvements électroniques et nucléaires disparaissent
car pgt = 0 si ma = mp.

Les approximations sont quant a elles basées sur le fait que les noyaux A
et B sont beaucoup plus lourds que les électrons. En effet, le noyau le plus
léger est celui de I’hydrogene, il est constitué d’un unique proton, le rap-
port de masse est alors de 1836,15 en faveur du proton. En conséquence,
pap < 1et (ma+mp)™t < 1, ainsi les termes d’énergie cinétique
électronique £i(1 + z;i;g) se réduisent souvent & A;/2 [49][52][53]. De méme

les termes croisés en ﬁiﬁj, ¢ # 7 couplant les mouvements électroniques
entre eux, sont quasiment toujours négligés [50]-[54], ils ne sont importants
que pour distinguer les effets isotopiques [49] [55].

Dans la suite de cet exposé, nous considérons le cas général pour lequel
ma # mp donc py' # 0 mais appliquons par contre les deux approxima-
tions basées sur le fait que my4 et mp sont nettement supérieures & un. Le
hamiltonien ﬁml prend alors la forme

X Arp  <n VaV: -
H.y=— - + Hg 2.10
l 2paB Z 210 : (2.10)

i=1

ou le hamiltonien Hg agit uniquement sur les coordonnées électroniques et
ne dépend de R que paramétriquement,

N N N i1
- JAVER VA VA VA 1
S R 3] I 3
P R i=1 E_f.. E—I—f’- =2 j=1 7 = 73]
2 ' 2 |
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2.3.3 Factorisation de la fonction d’onde

La_ fonction d’onde totale du systéme dans les nouvelles coordonnées
(Rg, R, ™) est cherchée sous la forme du produit

¥ (Ro, B {71}) = v (Re) v (B {7}) (2.12)

des deux fonctions ¢ et 1, respectivement états propres des hamiltoniens
Hg et H, associés aux valeurs propres Eg et E. Ainsi ¢)g et 1) vérifient

Hg v6(Bg) = Eg ve(Re) (2.13)
et

Hat (BARY) =B v (B {7}). (2.14)

L’introduction des expressions (2.6) du hamiltonien et (2.12) de la fonction
d’onde dans I’équation de Schrodinger indépendante du temps (2.4) avec les
définitions (2.13) et (2.14) des fonctions ¥ et 1 conduit & Eg + E = Ey.

La relation (2 13) décrit le mouvement du centre de masse du systeéme, le
hamiltonien Hg ne contient pas d’énergie potentielle, donc la trajectoire
classique du centre de masse dans le référentiel du laboratoire est rectiligne
uniforme, la solution ¢ (Rg) est une onde plane.

L’équation (2.14) est plus complexe, le hamiltonien H, couple les mouve-
ments relatifs des noyaux et des électrons. Les approximations nécessaires 3
sa résolution sont ’objet des paragraphes suivants.

2.4 Le mouvement relatif

Le couplage des mouvements relatifs des noyaux et des électrons est 3 1’ori-
gine de la possibilité pour les systémes en collision d’interagir et d’échanger
un électron par exemple. Toutefois ce couplage représente un obstacle tech-
nique lorsque 'on cherche & résoudre les équations décrivant le systéme. Deux
grandes classes de méthodes peuvent étre utilisées afin de pallier cette diffi-
culté et résoudre 1’équation (2.14):

— les méthodes quantiques dans lesquelles les mouvements nucléaires et
électroniques sont traités par la mécanique quantique,

— les méthodes semi-classiques dans lesquelles les mouvements électroni-
ques sont décrits quantiquement alors que les mouvements nucléaires
sont traités classiquement.
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Les modeles développés dans cette thése sont basés sur les méthodes semi-
classiques que nous allons approfondir & travers I’exemple du modzale linéaire
de Landau et Zener ou des modéles exponentiels de Demkov, de Nikitin et
de Rosen et Zener. Avant cela, nous allons succintement évoquer le principe
des méthodes quantiques.

2.4.1 Les modeéles quantiques

Le principe des méthodes quantiques consiste & décrire les électrons &
distance 1nternuc1ea1re fixée, c’est & dire & déterminer les fonctions propres
des électrons & R donné, puis de calculer la fonction d’onde des noyaux dans
le potentiel des électrons.

Cette séparation est rendue possible par la forte différence de masse entre
les noyaux et les électrons, les premiers pouvant ainsi étre considérés comme
beaucoup plus lents que les seconds.

La fonction d’onde ¢(R, {7;}) est donc développée sur la base des fonc-
tions électroniques dites de Born-Oppenheimer, fonctions propres @y, s({7})

du hamiltonien électronique He,, expression (2.11), & distance internucléaire
fixée:

¥ (R 17}) = Y xe(B) ooz (7)) (2.15)

Afin de déterminer I’équation régissant le comportement des fonctions y, on
introduit le développement (2.15) dans la relation (2.14) et on projette sur
P’état propre © 5

Les électrons formant un ensemble de particules indiscernables, les fone-
tions d’onde électroniques sont symétriques ou antisymétriques par rapport
a P’échange des noyaux ou & l'inversion des électrons par rapport au centre
géométrique de l'axe internucléaire [54][56](a). Il est démontré dans l'an-
nexe A’ que cela conduit &
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(2.16)

<S01,R|ﬁi-6j"»01,ﬁ> =0, (d)

ol les brakets désignent I'intégration sur les coordonnées électroniques.

=5

Les fonctions x,(R) vérifient donc 1’équation

Apg . An o
l:_QﬁLAB +E(R)-E+ <901,R ~—2I$A ‘S%R>J xi(R) =
Arp A VRV, )
;?“ K%’R San * 2 (pk’R> R (2.17)
Ve <V
R ; . )
+ | YE Vi A P
%;7 [<¢Z’R KAB ; ko SOk,R> r Xk(R)

ou El(ﬁ) sont les valeurs propres de Hy, équation (2.4).

L’équation (2.17) couple les fonctions électroniques et nucléaires, on remarque
que les termes de couplage sont tous dus au mouvement des noyaux. L’équa-
tion (2.17) représente en fait une infinité d’équations de type (2.17) et ne
peut donc pas étre résolue exactement.

L’approximation la plus forte, dite de Born-Oppenheimer consiste & négliger
tous les termes couplant les fonctions d’onde électroniques ¢y 5 et nucléaires
Xk- Cette approximation s’applique donc aux collisions & haute énergie et
grand parameétre d’impact pour lesquelles les deux atomes interagissent peu.
La section efficace de réaction est alors tres faible.

Dans le cadre de I’approximation adiabatique, moins drastique, les termes de
couplage diagonaux sont pris en compte. Dans ces deux approximations, le
mouvement nucléaire est gouverné par un potentiel effectif, en effet la relation
(2.17) s’écrit alors

A ~ —
(-— CY L Veff> xi((R) =0 (2.18)
H“aB
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ou
Vess=E1— E (2.19)
pour I'approximation de Born-Oppenheimer et
Vers = <‘Pz,1§ 2ﬂR lwl R> +E -FE (2.20)

pour ’approximation adiabatique.

Si I'on souhaite tenir compte du couplage non-adiabatique des mouvements
nucléaires et électroniques, c’est & dire du membre de droite de I’équation
(2.17), il est nécessaire d’utiliser des approximations consistant & limiter
le nombre d’états couplés. Différentes méthodes permettant de résoudre le
probleme non-adiabatique dans le cadre du couplage d’un nombre fini d’états
sont décrits dans la référence [54].

2.4.2 Les modéeles semi-classiques

Dans les modeles semi-classiques, le mouvement relatif des noyaux est
classiquement décrit par une trajectoire R( ) dont la détermination est une
question a part entiére. Seuls les électrons sont traités quantiquement, ils sont
décrits par leur fonction d’onde ¢({7;}, t) qui vérifie '"équation de Schrédin-
ger

i¢ ({7i}, 1) = Ha ¢ ({73}, ¢) (2.21)
olt le hamiltonien H défini par la relation (2.11) dépend du temps au travers
de sa dépendance paramétrique en E(t).

La fonction d’onde électronique ¢({7;}, t) est développée sur une base d’états
électroniques @i (R, {7;})

{Tz Z ak SDI: (ﬁ? {7:;}) e’ I Bt (2'22)

ou [ ' f(t)dt désigne une primitive de la fonction f(2).

Les états électroniques ¢y, contiennent la totalité de la dépendance en coor-
données électroniques et dépendent paramétriquement de la trajectoire clas-
sique R( ) car I’état des électrons est influencé par la position relative des
noyaux.

La probabilité P, pour les électrons d’étre dans 1’état k & linstant ¢ est
donnée par Py = |ax(t)|2
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Pour les méthodes quantiques, la base d’états électroniques est quasiment
toujours la base propre du hamiltonien électronique, base adiabatique, car
cela simplifie I’équation d’onde nucléaire. Pour les méthodes semi-classiques,
on utilise indifféremment deux types de représentations des états électroni-
ques de base, les représentations adiabatique et diabatique. ‘

2.4.3 Représentations adiabatique et diabatique

Dans la représentation adiabatique, les fonctions ¢y, sont les états propres,
a distance internucléaire fixée, du hamiltonien Hy, associés aux valeurs pro-
pres Fy, et sont donc solutions de

Ha ¢, s ({Fi}) = Ex(R) 0, 5 ({7}) (2.23)

ol le paramétre B est fixé.

En représentation adiabatique, les états électroniques ¢y, 5 sont donc les états
propres de la quasi-molécule formée par les deux atomes en collision. Au
début et a la fin de la collision, cette quasi-molécule est en fait constituée de
deux atomes sans interaction et les ¢y, 5 sont les états propres de chacun des
atomes.

En représentation diabatique les états de base notés ¢ sont caractérisés
par le fait que le hamiltonien A4 n’est pas diagonal dans la base {p2}. Ceci
ne permet pas de définir une base unique et laisse encore une grande liberté
de choix.

On définit souvent comme base diabatique les états propres de chacun des
atomes en I’absence de couplage. Dans ce cas, il y a coincidence entre les
états diabatiques et adiabatiques en début et en fin de collision.

A chaque instant ¢, les bases diabatique et adiabatique sont linéairement
dépendantes, les coefficients de cette dépendance varie au cours du temps.
Différentes situations collisionnelles sont & ’origine de caractéristiques spéci-
fiques des bases diabatique et adiabatique, elles sont détaillées a la fin de ce
chapitre.

L’utilisation d’une représentation ou d’une autre est tout & fait équivalente, le
choix est uniquement motivé par ’aisance que chacune apporte a la résolution
des équations.

Dans le cadre des modeles détaillés aux chapitres 3, 4 et 5, les parametres
du modele sont définis dans la base diabatique. Concrétement, on explicite le
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hamiltonien électronique dans la base diabatique ce qui lui donne un statut
particulier.

Par contre les résultats des calculs ab initio permettant de calculer les courbes
de potentiel de systémes donnés sont adiabatiques. Cependant ceci ne repré-
sente qu’un argument formel en faveur de la base adiabatique tant il est aisé
de retrouver la base diabatique correspondante.

Ainsi dans la pratique, pour les modeles & deux niveaux comme pour le
modele d’interaction niveau-bande développé dans cette these, les équations
sont résolues dans la base diabatique.

2.4.4 Transitions non-adiabatiques

En représentation adiabatique la dynamique de la collision est décrite par
une succession d’états stationnaires vérifiant 1'équation (2.23), description
analogue a celle qui en thermodynamique consideére une réaction adiabatique
comme une succession d’états d’équilibre.

S au début de la collision les électrons sont dans un état ¢, c’est & dire
ap = 1et ap=0slk # [ et que les coefficients a;, sont indépendants du
temps, alors la fonction ¢({7;}, t) est elle aussi adiabatique, ¢’est & dire état
propre du hamiltonien Hy & chague instant t. Le systeme reste dans 1'état

@1, son énergie suit la courbe Ej(R). Cette situation est trés probable lorsque
la collision est trés lente.

Lorsque la vitesse de la collision augmente, des transitions dites non-adiaba-
tiques peuvent survenir entre états adiabatiques. Elles sont dues au couplage
dynamique des mouvements nucléaires et électroniques qui s’exprime au tra-
vers de la dépendance temporelle des coefficients a(t) du développement
(2.22). Son introduction dans I’équation de Schrédinger (2.21), la projec-
tion de celle-ci sur I'état ¢, 5 avec la définition (2.23) des états adiabatiques
conduit a,

.. - i (YE —E,
i a(t) = Z ai(t) <<’Olﬁ —i Up.—= sﬁk,g> et (BBt (2.24)
B OR
ou U = %5 est la vitesse radiale de la collision.

Dans la théorie des perturbations dépendantes du temps, le développement de
la fonction d’onde perturbée sur la base des fonctions propres non-perturbées
conduit a I'obtention d'une équation tout & fait similaire pour les coefficients
du développement [56](a). En la comparant & la relation (2.24), nous en
déduisons que 'opérateur responsable du couplage non-adiabatique entre les
états o, 5 et o, 5 est
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0

i
®oR

I/Vlk = <90l,}_2' (pk,ﬁ> . (2.25)

On remarque que le couplage non-adiabatique Wy, des états ¢, 5 et ¢, 5 est
d’autant plus important que la vitesse de la collision est grande.

Le traitement perturbatif utilisé pour obtenir la forme (2.25) du couplage
Wi, des états ¢, 5 et ¢, 5 n'est valide que si le couplage est suffisamment
faible, ce qui se traduit par Wy, < |Ey(R) — Ex(R)|.

Au contraire, les transitions non-adiabatiques sont d’autant plus probables
que le couplage est fort, c’est a dire Wy, > |E,(R) — Ex(R)|. Ainsi les tran-
sitions non-adiabatiques surviennent dans les régions ou l'inégalité

|Ei(R) — Ex(R)| 6R <1 (2.26)
VR

est vérifiée. La longueur R caractérise la sensibilité (¢, 5 [5%!@,37 ) des fonc-
tions d’onde électroniques & la géométrie des noyaux, elle est interprétée
comme la largeur des régions non-adiabatiques.

Le rapport |Ey(R) — Ey(R)|0R/ug est appelé parametre de Massey [57], le
critére de Massey (2.26) est utilisé pour discriminer les zones de faible cou-
plage dans lesquelles la collision est adiabatique, des zones de fort couplage
dans lesquelles les transitions non-adiabatiques peuvent avoir lieu.

A vitesse donnée, la relation (2.26) prédit que le couplage non-adiabatique
est le plus fort dans les zones ol les courbes d’énergie E; et E) sont les
plus proches. Par aillleurs le critere de Massey prévoit que les régions non-
adiabatiques sont d’autant plus étroitement localisées que la vitesse de la
collision est faible.

Lorsque la collision est tres rapide, la probabilité pour le systeme d’effec-
tuer des transitions dans les zones de fort couplage non-adiabatique est tres
proche de I'unité.

Dans les régions ol la condition (2.26) n’est pas réalisée, c’est a dire dans
les zones adiabatiques, les énergies électroniques adiabatiques Ej sont in-
terprétées comme les énergies potentielles des noyaux.

Au contraire dans les régions non-adiabatiques ou la relation (2.26) est vé-
rifiée, ce sont les énergies diabatiques Hyi qui sont interprétées comme les
potentiels dirigeant le mouvement nucléaire a grande vitesse.
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2.4.5 Les modeles 4 deux niveaux
Approximation & deux niveaux

Il n’existe pas de régle ou de procédure permettant de déterminer de
maniere infaillible les états électroniques devant étre considérés dans le dé-
veloppement de la fonction d’onde électronique @.

Gréce au critére de Massey (2.26), il est possible de déterminer les états
couplés aux états initial et final de la collision et donc susceptibles de parti-
ciper a la réaction. Lorsque la réaction collisionnelle étudiée ne fait intervenir
que les états initial et final de la collision, c’est & dire lorsque la réaction n’est
pas caractérisée par un état intermédiaire, ’approximation consistant i ne
considérer que les deux états électroniques actifs est couramment utilisée, en
particulier pour la description des collisions atomiques.

La fonction d’onde ¢ du systéme peut alors étre développée sur la base adia-

batique (¢, z, 0y 5)

B, )= ant) g (1) T B0+ ant) g 5 (7)) ot 5
(2.27)
ou sur la base diabatique (¢?, ©9)

B} 1) = 0a(t) o (R 7)) &0t 4 bofe) 8 (B {75)) el et
(2.28)

Le hamiltonien électronique Hy est écrit en représentation adiabatique

(o) (|
Ha(Verrr) = (2.29)
k,R o B
et en représentation diabatique
A Hy Hip
Ha({0h}) = : (2.30)
Hiy Hy

Dans I'approximation 3 deux niveaux, (P15 Paip) et (©) , ¢3) sont lides par

01 5 = ¥ cosk + pYsink,
(2.31)
Py 5 = =Y sink + ¢ cos k.
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Rappelons que les développements (2.27) et (2.28) sont équivalents, le choix
de 'un ou l'autre est motivé par I’aisance qu'il apporte & la résolution des
équations.

L’introduction du développement (2.27) ou (2.28) dans ’équation de Schré-
dlnger (2.21), puis la projection sur chacun des états ¢, 5 €t p, 5 ou o et
©3 conduit aux systémes d’équations couplées

ar(t) = f e~ BemEdt g (4,
(2.32)
aa(t) = —k e (Be=B0dt g (4)
et

iby (t) = Hyp e~tJ Hr=Hu)dt p, ()
(2.33)

iby(t) = Hfy e (Hn=Hudt p (3,
Pour cela nous avons utilisé le fait qu'une base diabatique parfaite est indé-
pendante du temps, car indépendante des coordonnées nucléaires, dans les
zones non-adiabatiques et par conséquent la dépendance temporelle de la
base adiabatique est totalement contenue dans I’angle x de la relation (2.31).

On remarque que lorigine du couplage des états électroniques est différent
dans les représentations diabatique et adiabatique. Dans le systeme (2.32),
les transitions non-adiabatiques entre les états adiabatiques ¢, 7 €ty 5 sont

induites par £ = g—'%.UR, c’est & dire par la vitesse de collision alors que
dans le systeme (2.33), le couplage permettant les transitions entre les états
diabatiques ¢ et ¢ est le terme non-diagonal Hi,.

Collisions résonnantes ou non-résonnantes

D’aprés le critere de Massey (2.26), les transitions non-adiabatiques se
produisent dans les régions ot la distance entre les courbes d’énergie adiaba-
tiques Ej et E; est la plus faible.

La diagonalisation de la forme (2.30) de Hy permet d’exprimer les énergies
propres F}, en fonction des éléments H;; de H, a dans la base diabatique

_ 2
B, — H11‘;H22 n \/(Hn 4H22) | Hpl?, k=1,2 (2.34)

L’expression sous la racine carrée de la relation (2.34) ne peut s’annuler dans
I’espace réel, donc E; et F, sont séparées d’une distance qui est au minimum
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— =

2|Hyo| au point R, défini par Hyy(R,) = Hy(R,).

Dans ce cas les transitions surviennent donc au voisinage du point I:ép ou les
états diabatiques ¢ et ¢J se croisent. Ces collisions sont dites résonnantes,
il s’agit de collisions symétriques, A* + A — A + A7, ou de certaines col-
lisions asymétriques accidentellement résonnantes ou quasiment résonnantes
comme H* + Hy — A+ Hf avec A = H, He, Ar par exemple. Elles sont
caractérisées par un défaut d’énergie |H;; — Hyy| important lorsque les deux
atomes sont infiniment éloignés 1'un de I'autre.

Ce cas modélisé par Landau et Zener est développé dans le chapitre 3.

Lorsque la collision n’est pas résonnante, les états ¢? et 3 ne se croisent pas
mais leurs énergies respectives peuvent se trouver proches l'une de l'autre
dans une région de l’espace ol le couplage H,,, initialement nettement infé-
rieur au défaut d’énergie |Hy; — Hao| devient grand devant cette différence.
Les transitions non-adiabatiques apparaissent dés lors que His est de Pordre
de grandeur du défaut d’énergie.

Ces réactions sont caractérisées par un petit défaut d’énergie qui varie peu
lorsque la distance internucléaire est grande, les collisions F'+ Xe, F + H, ou
Br+ H, par exemple, sont de ce type. Ce cas traité entre autres par Demkov,
Nikitin, Rosen et Zener est développé dans le chapitre 4.

Le comportement des énergies diabatiques Hy, Hao et adiabatiques Ey, F,
en fonction de la distance internucléaire pour les collisions résonnantes et
non-résonnantes est schématisé sur les figures 2.1(a) et (b) respectivement.

Les collisions atomiques peuvent étre séparées en deux moitiés symétriques
par rapport a la distance d’approche minimale des deux atomes. En général,
le systeme traverse donc deux fois la zone non-adiabatique.

Quel que soit le type de collision, les transitions non-adiabatiques ont majo-
ritairement lieu & grande distance internucléaire [58]-[60]. A vitesse de colli-
sion modérée, le critere de Massey (2.26) limite la largeur des régions non-
adiabatiques permettant ainsi de considérer que, lors d’une collision, les tra-
versées successives de la zone non-adiabatique sont indépendantes et peuvent
donc étre considérées séparément.

Certains processus tels que la prédissociation moléculaire [61](a) ou I’auto-
ionisation sont décrits par la traversée d’une seule région non-adiabatique.

La définition de la représentation diabatique des états électroniques ¢ don-
née au paragraphe 2.4.3 ne permet pas de définir une base {¢2} unique donc
le comportement de 'angle & de la relation linéaire (2.31).
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énergie

temps temps

(a) (b)

FiG. 2.1 — Energie des états diabatiques O, 03, en pointillé, et adiabatiques
1,8 a5 €n trait plein, autour de la zone de transition pour les demi-
collisions résonnantes (a) et non-résonnantes (b).

Gréace aux caractéristiques de chacune des deux situations collisionnelles
que nous venons de discriminer nous pouvons déterminer une base diaba-
. 7 N b4 2’ -+ ~
tique adaptée a chacune. Le calcul de I'élément (¢, 5|Halp, ) grice au
développement (2.31) conduit &

tan 2k = ———— (2.35)

ou I’élément non-diagonal Hyy est considéré réel ce qui est toujours le cas par
la suite.

Dans le cas du croisement des niveaux diabatiques ceux-ci sont définis de
maniere a coincider avec les états adiabatiques non seulement au début et a
la fin de la collision, c’est & dire & trés grande distance internucléaire mais
également & trés courte distance, donc dans les régions adiabatiques dans
leur ensemble. Dans ces zones, le couplage Hi, est trés petit devant le défaut
d’énergie |Hy; — Has|. Cette condition se traduit par la relation

. Hy
lim =0 2.36
|R-R,>0 Hi1 — Hoy ( )
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- —

oll f?;, est le point de croisement de Hy;(R) et Hy(R).

L'équation (2.36) introduite dans la relation (2.35) conduit & £ = 0 [r/2],
donc si aux instants t — —oo, 1 = @? et py = ¢, ie k = 0, apres le pre-
mier croisement on a ¢; = @) et Yo = —?, ie k = 7/2. Cet échange est
représenté sur la figure 2.1(a). Apres le second croisement, on retrouve la
correspondance initiale ¢ = 9 et @y = .

Dans le cas de non-croisement des états diabatiques, il y a coincidence entre
les représentations diabatique et adiabatique lorsque t — Foo: 01 = ¢ et
w2 = ), ie. K = 0. Entre les deux zones non-adiabatiques, la collision est
caractérisée par un couplage nettement supérieur au défaut d’énergie ce qui
se traduit par

. Hiy
lim ————— = . 2.37
Rg%p Hyy — Hy oo ( )
L’équation (2.37) introduite dans la relation (2.35) conduit & £ — /4. Donc
au voisinage immédiat de la distance d’approche minimale des deux atomes

le mélange des niveaux diabatiques dans les niveaux adiabatiques est

_ i+

901,]‘{‘ \/5 )

__ At

Yo R /2

A grande vitesse de collision le systéme posséde une probabilité proche de
'unité de suivre la courbe d’énergie diabatique sur laquelle il se trouve initia-
lement. En effet les niveaux diabatiques sont définis comme les états propres
de chacun des atomes en 1’absence d’interaction, or dans la limite ou la vi-
tesse tend vers I'infini, les atomes se croisent sans avoir le temps d’interagir.
L’échange de charge ne peut donc avoir lieu. Dans 'approximation & deux
niveaux, les états diabatiques ¢? et 3 décrivent donc respectivement les si-
tuations ou ’électron susceptible d’étre échangé est porté par les atomes A
et B.

Dans la limite des tres faibles vitesses, le systeéme posséde une tres forte pro-
babilité de suivre la courbe d’énergie adiabatique sur laquelle il se trouve
initialement. La correspondance entre les états diabatiques et adiabatiques
étant identique pour les situations finale et initiale, R > R, alors k = 0, la
probabilité d’échange de charge & I’issue de la collision tend donc vers zéro
lorsque la vitesse tend vers zéro ou linfini.

Dans la gamme de vitesses intermédiaires, la probabilité d’échange de charge

(2.38)
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croit, présente un maximum puis décroit avec la vitesse.

Pour les collisions lentes et résonnantes, la probabilité d’échange de charge
a chaque croisement est proche de I'unité. Dans le cas des collisions non-
résonnantes, la situation entre les deux zones non-adiabatiques est moins
aisée & décrire car d’apres la relation (2.38) les états adiabatiques restent des
combinaisons linéaires des états diabatiques.

Probabilité de transition non-adiabatique

Au début de la collision les électrons sont dans 1’état Yo = ¢ ce qui se
traduit par

a1 (—00) = bi(—00) =0 et |ag(—00)| = |by(—00)| = 1. (2.39)

A Yissue de la premiére traversée de la zone d’interaction, la probabilité P
pour I’électron d’étre passé de 'atome A & 'ion B est la probabilité pour
les électrons initialement dans I'état ¢, 5z = 3 d’étre dans 'état ¢, z = ).
Ainsi selon le point de vue adopté, P est la probabilité pour le systeme
d’effectuer une transition entre états diabatiques ou encore de ne pas effectuer
de transition entre les états adiabatiques, ce qui s’écrit

P=P) =1-Py (2.40)

ol Pj; est la probabilité de transition entre les états @) et 9, donc
P = |bi(+00)|% et Py est la probabilité de transition non-adiabatique
entre les états adiabatiques ¢ et 1, soit Py = |ay(+00) %

Trajectoire classique des noyaux

Afin d’obtenir la probabilité de transition P, donc les coefficients a;(+00)
ou by (+00), il nous faut résoudre le systéme d’équations (2.32) ou (2.33) avec
les conditions initiales (2.39). Pour cela, il faut définir la trajectoire () et ex-
pliciter les éléments H;; du hamiltonien H¢ pour chacune des deux catégories
de collisions mises en évidence.

Les hypotheéses permettant d’expliciter la forme de H;; sont caractéristiques
de chaque modele, elles sont détaillées dans les chapitres 3 et 4 qui exposent
les modeles de Landau et Zener pour les collisions résonnantes et de Demkov,
Rosen-Zener et Nikitin pour les collisions non-résonnantes.
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Tous les modeles & deux niveaux présentés aux chapitres 3 et 4 ainsi que le
modele d’interaction niveau-bande que nous avons développé au chapitre 5
sont unidimensionnels, en effet grice & la symétrie sphérique des collisions
considérées le paramétre important n’est plus le vecteur R mais la distance
internucléaire R. L’approximation la plus couramment utilisée est la méthode
du parametre d’impact [62] qui considére le mouvement relatif des noyaux
comme linéaire

R—-R,=ut (2.41)

ou la vitesse v de la collision est de plus considérée comme constante.

Une seule trajectoire classique est définie, le mouvement des noyaux est
donc décrit de maniére identique quel que soit Pétat électronique dans le-
quel se trouve le systéme. Les limites de validité de cette approximation et
de toutes celles évoquées dans ce chapitre concernant les simplifications du
probleme & N corps font I'objet de la section suivante.

2.4.6 Limite de validité des méthodes semi-classiques
Approximation de trajectoire classique

Dans I'approximation semi-classique, le mouvement des noyaux est clas-
siquement décrit par une trajectoire.
En toute généralité, le traitement classique d’une particule de masse 1 se
déplagant & la vitesse v est valable si la longueur d’onde de de Broglie
App = iv associée a cette particule est nettement inférieure & une unité

atomique [58][63][64]. Cette condition se traduit par I'inégalité

uv > h (2.42)

ol h est la contante de Planck.

Par ailleurs, le mouvement des noyaux est décrit par une seule trajectoire.
Dans les régions adiabatiques, cette approximation est tout 4 fait justifiée car
le systéme suit une seule et unique courbe de potentiel, ne pouvant effectuer
de transition. Au contraire, dans les zones non-adiabatiques, le systéme est
susceptible d’effectuer des transitions entre les courbes de potentiel des états
couplés. Afin qu’une unique trajectoire puisse représenter le mouvement des
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noyaux sur l'une ou I'autre des courbes de potentiel, il est nécessaire que
celles-ci soient suffisamment proches. L’approximation de trajectoire unique
peut donc étre appliquée si la distance AFE = |E, — F| entre énergies propres
du systeme au centre de la région de transition est nettement inférieure a
’énergie cinétique de la collision [58][62][65]-[67]. Cette condition se traduit
par 'inégalité :

w? > 2 AE. (2.43)

Dans le cas des collisions atomiques, 'approximation de trajectoire unique
donne de bons résultats alors que pour les réactions chimiques et de nom-
breuses collisions moléculaires, il est nécessaire de considérer plusieurs tra-
jectoires [59][62][68].

Les conditions (2.42) et (2.43) sont assurées si les noyaux atomiques sont
suffisamment lourds et ’énergie de la collision importante.

Approximation & deux niveaux

Dans le cas ou seuls deux états adiabatiques sont fortement couplés dans
la zone non-adiabatique, ce qui peut étre mis en évidence grace au critére de
Massey (2.26), la base adiabatique peut étre tronquée et le développement
de la fonction d’onde électronique ne comprend que les deux états actifs
de la collision. Il est par contre plus délicat de réduire la base diabatique.
On risquerait alors de négliger des effets de polarisation ou d’interaction de
configurations dans le cas des collisions moléculaires. Une procédure a été
mise au point [69] permettant de construire la base diabatique réduite
partir de la base adiabatique tronquée.

Dans ce cas I’approximation & deux niveaux est tout & fait valable si les états
atomiques considérés possedent une symétrie sphérique, c’est & dire sont des
états s. Dans le cas contraire, si I'un des états ¢ g décrit un état p par
exemple, le calcul de la dérivée temporelle de ’état d) du systeéme, donné par
le développement (2.27), pour obtenir le systéme d’équations (2.32) donne
naissance a des états dont seul le nombre quantique magnétique, c’est & dire la
partie angulaire de la fonction d’onde differe de I'état ¢, 5 considéré [65][70].

Il faut alors prendre en compte l'interaction de ces niveaux supplémentaires
avec les états initiaux.

Approximation de vitesse constante

L’approximation de vitesse constante, utilisée en plus de la trajectoire
linéaire (2.41) est valable & condition que la zone non-adiabatique soit suffi-



2.4 Le mouvement relatif 111

samment étroite. Toutefois lorsque les transitions prennent place au voisinage
d’un point de rebroussement classique, ’approximation de vitesse constante
n’est plus justifiée [62]. Les régions de transition non-adiabatique sont d’au-
tant plus susceptibles de se trouver au voisinage d’un point de rebroussement
que ['énergie de la collision est basse.

Cette discussion des limites de validité des différentes approximations uti-
lisées dans le cadre général des modeles semi-classiques, se poursuit pour
chacun des modeles présentés en détail dans les chapitres 3 et 4.
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Chapitre 3

Le modele linéaire de Landau
et Zener

Ce chapitre est consacré a ’exposé d’'un modele & deux niveaux particu-

lier, permettant de décrire les collisions résonnantes dans lesquelles les états
diabatiques du systéme se croisent.
Ce modele, développé en 1932 par Landau [42] et Zener [43] qui ont résolu
les systémes d’équations (2.32) ou (2.33) présentés au chapitre 2, est parfois
appelé modele de Landau-Zener-Stiickelberg car ce dernier [71] I’a également
résolu en 1932 par la méthode dite de 'intégrale de phase, point de vue to-
talement différent de 'approche dépendante du temps de Landau et Zener.

La méthode décrite dans ce chapitre est celle de Landau et Zener. Nous
commencons par exposer les hypothéses permettant d’expliciter la forme du
hamiltonien électronique dans la base diabatique.

Quelques mots sont dits sur la technique employée par Landau pour obtenir
la forme exponentielle, caractéristique du modele Landau-Zener, de la pro-
babilité de transition non-adiabatique. Toutefois, initialement, Landau ne
détermine pas le facteur pré-exponentiel. La méthode de Zener permettant
cette détermination est détaillée.

On s’intéresse alors & 'obtention puis au comportement en fonction de la
vitesse, de la probabilité d’échange de charge a I'issue de la collision, grace a
la probabilité de transition non-adiabatique d’une demi-collision.

Enfin les limites de validité du modele sont discutées.
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3.1 Les hypotheses

Afin de résoudre les systemes d’équations (2.32) ou (2.33), il nous faut
expliciter les éléments de matrice du hamiltonien H, donné par I’équation
(2.30) en représentation diabatique.

A cette fin, Landau et Zener font ’hypothése que dans la zone de transition,
I’élément non-diagonal Hy, et la différence des éléments diagonaux Hy; — Hog
peuvent étre développés au premier ordre en R — R,, considérant que grace a
la faible largeur des zones non-adiabatiques, assurée par le critére de Massey

(2.26), les termes d’ordre supérieur peuvent étre négligés,

HiolR) = By + ") (R~ ), (@
’ (3.1)
AH(R) = Hu(R) - Ha(R) = 252 (R R)). ()

Conformément & la figure 2.1(a), R, est le point de croisement des niveaux
diabatiques donc AH(R,) = 0.

L’approximation de trajectoire linéaire (2.41) implique, d’aprés le dévelop-
pement (3.1)(b), la linéarité temporelle de la différence AH(R) dans la zone
de transition.

Lorsque le systeme est loin de la zone non-adiabatique, |R — R,| > 0,
d’aprés le développement (3.1), Hi5(R)/AH(R) est dominé par le rapport

dH12| et d(H11—Has)
dR |R, dR

P
entre les niveaux diabatiques et adiabatiques dans les zones de faible cou-
plage impose alors %—Zl r. = 0 donc le couplage des niveaux diabatiques
P

Hi2(R) = Hi2(R,) =V est une constante.

des dérivées o La condition (2.36) de coincidence

En résumé, dans la zone de transition, les éléments du hamiltonien élec-
tronique sont

Hyy = Hjy =V,
AH(R) - Hn(R) - HQQ(R) = at (3 2)
\ _ d(Hll - H22)
oo =v ——— .
dR |,

A la suite des hypothéses que nous venons d’exposer, les systémes (2.32) et
(2.33) régissant respectivement le comportement des coefficients ay(t) et by (t)
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des développements adiabatique (2.27) et diabatique (2.28) de la fonction
d’onde électronique ¢({7;}, t) deviennent

dl(t) =k e‘—z'ft\/oﬁti-*—tlv2 dt ag(t),

(3.3)
as(t) = —k gt [ VoTE AV dt a: (t)
et
ibi(t) =V el et & bo(t),  (a)
(3.4)

iby(t) =V et et dt p (1) (b)

La probabilité P que I’électron ait été échangé apres le premier passage de
la zone de transition est donnée par la relation (2.40), donc par la valeur
asymptotique du coefficient a; ou b;.

3.2 Premier passage de la zone non-adiabati-
que

3.2.1 Couplage faible

Landau a tout d’abord résolu le systeme (3.4) dans le cas ou le couplage
V' est suffisamment petit pour pouvoir utiliser la théorie des perturbations.
Au premier ordre,

+00 )
by (+o0) = —i V e'st dt (3.5)
—00
ou la constante des primitives du syteme (3.4) a été choisie nulle. L’intégrale
de la relation (3.5) est évaluée grace a la méthode exposée en annexe B’, on
trouve

2rV?2
P = P} = |bj(+o0)]? ldAHl (3.6)
Rp

3.2.2 Couplage fort

Cependant lorsque le couplage V' devient grand, la théorie des perturba-
tions ne peut étre utilisée et les formules (3.5) et (3.6) ne sont plus valides.
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Landau résoud alors le systéme (3.3) par une méthode basée sur les intégrales
de chemin dans le plan complexe de la variable temporelle [61](b). Cette
méthode conduit & 'obtention d’une probabilité de transition non-adiabati-
que de la forme

2mV2 '
P21 ~ €Xp ( Id——> (37)

i |r,

Initialement Landau ne détermine pas le facteur pré-exponentiel, par la suite,
il montre qu’il est égal & un [72].

Afin d’exposer la méthode utilisée par Zener pour résoudre exactement le
systeéme (3.4) quelle que soit la valeur du couplage V', nous utilisons la méme
convention concernant I’équation de Schrddinger, a savoir zd) =—Hg ¢. En
conséquence, la fonction d’onde électronique ¢ ({7}, t) est développée sur la
base diabatique de la fagon suivante

¢ ({7i}, t) = Bi(t) o} (ﬁ, {f;}) el Hu dt

(3.8)
+By(t) ¢ (B, {Fi}) i Ham o
et les coefficients By(t) et Bs(t) vérifient
iBy(t) = —Ve~iJ'at dt By(f), (a)
(3.9)
iBy(t) = =VelS et dt B (1), (b)
Les conditions initiales (2.39) correspondent &
Bi(—00) =0 et |By(—00)|=1. (3.10)

La probabilité de transfert de I’électron apres la zone de croisement est tou-
jours donnée par la relation (2.40) dans laquelle P = |B;(+00)/?.

Les substitutions respectives des équations (3.9)(a) et (b) dans les expres-
sions (3.9)(b) et (a) conduisent aux équations découplées du second degré

(3.11)
By(t) — i at By(t) + V2By(t) = 0.

Gréce aux changements de variables
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Bi(t) = e 3 S et dt [y (),

| (3.12)
. Bg(t) — e%ftat dt UQ(t)
et
z=/ae i t,
2 (3.13)
n=1—,
o
les équations (3.11) deviennent
U{’(z)—i—(n—i——-—— (a)
(3.14)

Juie
Uy (2) + <n— - %) (b)
(3.10)

La traduction des conditions initiales ) sur les coefficients Ug(z) est

U(z,t — —c0) =0, (a)
(3.15)
|Us(z, t = —00)| = 1. (b)

L’équation différentielle (3.14)(a) définit les fonctions cylindres paraboliques
encore appelées fonctions de Weber [73](a). Elle posséde quatre solutions par-
ticulieres, linéairement dépendantes. Zener choisit D_(n4q)(—iz) et
D_(n41)(iz) lorsque @ > 0 et o < 0 respectivement. En conséquence les
solutions U;(z) et Us(z) des équations (3.14) sont exprimées sous la forme

Ui(z) = A" D_(ryry(—i2),
sia >0 (3.16)
Us(z) = BT D_,(—12)

et

Ui(z) = A™ D_(n41)(32),
sia <0 (3.17)
Uys(z) = B~ D_p(iz).

Les coefficients Bt et B~ sont déterminés griace & la condition
initiale (3.15)(b) et aux expressions asymptotiques des fonctions de Weber
[43]
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Jim [D_, (i R %)) =e7"F ¢ R,

| (3.18)
lim [D_, (i R e ¥%)] = enf it B

R—o0

On trouve

|B|=|B|=¢T"3 (3.19)
ol v = |n|.
Les équations (3.9) permettent de lier les coefficients A™ et A~ respective-
ment & BT et B~ et de trouver ainsi

|A*| = |A7| = /7 e7"5. (3.20)

En résumé, les coefficients B;(2) et By(2) du développement (3.8) de la fonc-
tion d’onde ¢(R, {7;}) sur la base diabatique s’écrivent

|B1(2)| = /7 €% |D_(144) (—32)],

|Ba(2)| = €775 | D_in(—iz)|

sia>0 (3.21)

et

|Bi(z)| = /7 €% |D_—ip(iz)],
sia<0 (3.22)
|By(2)] = €77% | Dy (i2)-

La valeur du coefficient B; lorsque ¢ — 400 est obtenue grace aux formes
asymptotiques des fonctions cylindres paraboliques

- T - . . g2 .
lim [D_y) (i R €F)] = 304 & R0
—¥00
-+ —-————-——271- 6—’7% e‘i‘}%;z R™
(1 -+y)

(3.23)
. . iE : T i _-&_2_ _ .
Jim [D-quyi (i R E)] = 10100 (i8Rt

V2r

o . R? ;
4 Y of ¢ RO
Ti+iy) - ¢
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On trouve
2my e” "
B 2 = . .
1Bi(+o0)l = s = o) (3:24)
Les propriétés des fonctions I" [27](d)
I'(z+1) = 2[(2),
_ (3.25)
P -2) = sin 7z

permettent d’obtenir les probabilités P,; de transition non-adiabatique et P
de transfert de ’électron apres le premier passage de la zone non-adiabatique
sous la forme

P=P) =|Bi(+00)f =1 =Py =1—¢2™ (3.26)
ol
V‘Z V2
R T L — (3.27)
ol v |G [,

Dans la limite d’un couplage V faible, le développement limité de la relation
(3.26) permet de retrouver la formule (3.6) de Landau.

3.3 Deuxieme passage de la zone non-adiaba-
tique

Au cours d’une collision, le systéme peut passer de I'état ¢, 5 a I'état
¢,  lors de la premiére traversée de la région non-adiabatique, chemin 1 de
la figure 3.1, ou lors de la seconde traversée, chemin 2 de la figure 3.1.

La question des interférences des deux trajectoires conduisant & I’échange de
Iélectron a été considérée par Stiickelberg [71]. Il a montré que la probabilité
P d’échange de charge a l'issue de la collision est donnée par la somme des
probabilités d’échange de 1’électron sur chacun des chemins Perem.1 €t Perem.2
moins le terme d’interférence qu’il écrit sous la forme

(Pchem.l + Pchem.2) COos [2 (f + C)] . (3'28)
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901“—‘908

F1G. 3.1 - Les deuz chemins conduisant a l’échange de lélectron dans le
modéle de Landau et Zener.

Pour arriver & I’échange de charge final par les trajectoires 1 ou 2, lorsque
I’électron est échangé dans la premieére zone non-adiabatique, il ne doit pas
I’étre & nouveau dans la seconde zone et inversement. Ainsi

Pchem.l = Pchem.2 = P(l - P) (329)

ol P est la probabilité donnée par la relation (3.26) de transfert de 1’électron
apres un passage de la zone non-adiabatique. Donc la probabilité d’échange
de charge a l'issue de la collision s’écrit

P=4P(1-P) sin®* (¢ +) (3.30)

ol la phase de Stiickelberg £ + ¢ est la somme de £, différence de phase ac-
cumulée entre les deux chemins et ¢, correction dynamique.

Landau choisit lui de négliger les interférences entre les deux trajectoires
[61](c). Les phases sont en effet trés sensibles aux paramétres de la colli-
sion, comme le parametre d’impact, qui ne sont généralement pas controlés
expérimentalement. Lorsque la phase accumulée £ est importante, la proba-
bilité de transition peut alors étre moyennée sur ces parametres, c’est & dire
sur les oscillations du sin® dont la valeur moyenne est 1/2, ce qui revient &
négliger les interférences. La probabilité d’échange de charge & l'issue de la
collision est alors

P=2e (1) (3.31)

ou v est le parametre explicité par la relation (3.27).
La figure 3.2 présente la probabilité P, donnée par I’expression (3.31), que
I’électron ait été échangé & 'issue de la collision, en fonction de la vitesse v
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F1G. 3.2 — Probabilité de transfert de lélectron a lissue de la collision en
fonction de la vitesse de collision v et de l'intensité du couplage V.

de la collision et du couplage V des états diabatiques.

Pour les petites valeurs de vitesse de collision, la probabilité P tend vers
zéro. Pour les valeurs intermédiaires de la vitesse, lorsque celle-ci augmente,
P croit, d’autant plus rapidement que le couplage est faible, présente un
maximum de 1/2 dont la position dépend du couplage, puis décroit lentement
vers z€ro.

3.4 Limite de validité

3.4.1 Conséquences des méthodes semi-classiques

La condition (2.42) de traitement classique des noyaux limite ’application
du modele de Landau et Zener a tres faible vitesse de collision.
Par contre dans le cadre du modéle de Landau et Zener, la condition (2.43)
issue de I'unicité de la trajectoire des noyaux sur les différentes courbes de
potentiel ne s’applique pas si ’on choisit une trajectoire de la forme

F ,UABU2
R—-R,= 2 —
1 2148 2F
ol p4p est la masse réduite des noyaux, v la vitesse relative de la collision
et F' la force moyenne agissant sur les noyaux: F = /F\Fy, F1F, > 0 ou

(3.32)
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; = 4 Dans ce cas, on montre [63][66] que les équations semi-classiques
et quantiques sont strictement identiques et la restriction (2.43) n’est plus
justifiée.

La condition d’éloignement de la zone de transition des points de rebrousse-
ment classiques issue de 'approximation de vitesse constante disparait elle

aussi dans le cas particulier du modeéle de Landau et Zener [50][66].

3.4.2 Conséquence des hypothéses de Landau et Zener

Le modele de Landau et Zener repose sur I’hypothése que les transitions
non-adiabatiques sont localisées dans des régions de faible largeur. Cette
hypothese est la justification du développement (3.1) au premier ordre de la
différence Hy1 — Hap des éléments diagonaux du hamiltonien électronique et
du couplage H;, des états diabatiques.

Toutefois, en considérant que 1’élément de matrice Hi est constant, il est
possible de montrer [70] que la largeur AR de la zone d’interaction varie
comme

AR — drvs

- (3.33)

ou s est un parametre sans dimension légérement supérieur & un et « est la
différence de pente des énergies diabatiques définie par la relation (3.2).

La largeur de la zone dans laquelle les transitions non-adiabatiques peuvent
survenir est donc proportionnelle & la racine carrée de la vitesse v et n’est
donc pas bornée lorsque celle-ci augmente.

Dans la limite des trés grandes vitesses, grace au développement limité de la
probabilité P d’échange de charge donnée par ’expression (3.31), on montre
que P décroit comme (%5)2. Ainsi dans le cadre du modeéle de Landau et
Zener, d’aprés la relation (3.33), P décroit en v alors qu’elle varie en v=2
si AR est bornée. A grande vitesse, la probabilité de transition peut méme
présentée un second maximum [70] que le modele de Landau et Zener ne
décrit pas.

En résumé, la formule (3.31) de Landau-Zener ne peut étre appliquée a
tres faible et grande énergie de collision. Malgré ces restrictions, le modéle
de Landau et Zener est couramment utilisé pour interpréter les résultats
expérimentaux de collisions atomiques [46] ou moléculaires [48], mais éga-
lement pour expliquer le phénomeéne de dissipation de 1’énergie dans des
systemes complexes tels que les noyaux [74].

Notons que pour décrire correctement des phénomenes particuliers dans les
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collisions atomiques et moléculaires ou des systémes plus complexes, il est
souvent nécessaire de considérer plus de deux états électroniques et par
conséquent autant de croisements possibles, chacun pouvant étre traité indé-
pendamment grace & un modele & deux niveaux [64][75])-[77].

Par ailleurs, le modele de Landau et Zener a été appliqué aux collisions
atomes-agrégats d’alcalins [41], moyennant quelques modifications visant &
prendre en compte les propriétés spécifiques de ces derniers. Malgré cela, il
s’est montré défaillant & reproduire les sections efficaces d’échange de charge
entre ’atome et ’agrégat, sous estimant largement les valeurs obtenues ex-
périmentalement.
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Chapitre 4

Les modeles exponentiels

Les trois modeles exposés dans ce chapitre permettent de décrire des
collisions non-résonnantes. Leur caractéristique commune est la dépendance
temporelle exponentielle du terme de couplage Hs des états diabatiques (9
et 9. Cette forme particuliere est caractéristique des processus issus d’in-
teraction & longue distance comme I’échange de charge par exemple [60]. A
longue distance en effet, la réaction met en jeu les queues exponentielles des
fonctions d’onde des états participants. Le couplage peut alors étre écrit sous
la forme générale

Hiy=AR™ e %F (4.1)

ou A et 6 dépendent des potentiels d’ionisation des atomes en collision, dans
le cas de I’étude de I’échange de charge [45].

Lorsque la région non-adiabatique est centrée en R, et que sa largeur §~!
est telle que 0.R, > 1, la formule (4.1) peut étre développée autour de R,
en puissance de (R — R,)/R, [58]. Si la condition 6.R, > m est satisfaite, le
développement peut étre tronqué apres le premier terme et I’on obtient alors
une forme approchée purement exponentielle du couplage (4.1)

Hyy = Ve PR (4.2)

ou V et B dépendent de R,.

Dans le cas de I’échange de charge, cette forme exponentielle du couplage
vient de ’hypothese que les fonctions d’onde des atomes en collision sont
proches de celles de ’hydrogene et qu’a grande distance, le transfert de
I’électron se fait par effet tunnel.

Dans ce chapitre trois modeles exponentiels sont présentés. Le modele de
Demkov [44], développé en 1964, est tout d’abord détaillé car nous adoptons
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les mémes hypotheéses au chapitre 5, dans le cadre de 'interaction niveau-
continuum semi-infini. Nous abordons ensuite succintement le modeéle de Ro-
sen et Zener [78], plus ancien que le modele de Demkov et trés proche, ainsi
que le modele de Nikitin [58], plus général et qui englobe & la fois les modeles
Landau-Zener et de Demkov.

4.1 Le modele de Demkov

Demkov fait ’hypothése que dans la zone de transition les deux niveaux
diabatiques sont séparés d’une distance constante et que leur couplage varie
exponentiellement au cours du temps. Il considére tout d’abord la premiere
moitié de la collision pour laquelle le couplage croit avec le temps et définit
ainsi le hamiltonien I:Iél sous la forme

) a f[Bet
Ha ({}}) = : (4.3)

Bet —a

La zone de transition est définie comme la région centrée en R, = vt, dans
laquelle le couplage e est de l'ordre de grandeur du défaut d’énergie 2.

Demkov résoud le systéme d’équations (2.33) grace aux conditions initia-
les (2.39) pour connaitre I’état du systéme & la fin de cette premiére demi-
collision, puis afin de traiter la seconde moitié, il redéfinit H,; de manidre &
ce que le couplage décroisse au cours du temps. Il cherche alors & nouveau les
solutions du systeme (2.33) et les raccordent & celles de la premiére moitié.
La probabilité de transition est donnée par le module carré du coefficient b,
a la fin de la seconde moitié de la collision.

4.1.1 Premieéere demi-collision

Avec le changement de variable

‘ Y
z = / Bertdt=— e (4.4)
~00 Y
le systéme d’équations (2.33) régissant le comportement des coefficients by
du développement de la fonction d’onde électronique ¢({7;}, t) sur la base
diabatique (¢?, ), ainsi que les conditions initiales (2.39) deviennent
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ib(z) =5 by(2), (a)
(4.5)
i by(z) =T F by(2) (b)
et
b1(0) =0 et |by(0)] = 1. (4.6)

Les substitutions respectives des relations (4.5)(a) et (b) dans (4.5)(b) et (a)
conduisent aux équations découplées du second degré

2w
bi(z) —1i pos bi(z) +b1(2) =0,

(4.7)
1/ . 2a /
by (z) +i — by(z) + ba(2z) = 0.
vz
Ce systeme d’équations est similaire a celui de la relation (3.11) du modele

de Landau et Zener. Dans le méme esprit 'introduction du changement de
variables

(4.8)
e [*dz
bg(Z) =€ ’Yf 2 f2(2’)
dans les relations (4.7) meéne au systéme
2
W B )
fz2)+ | 1= = fi(z) =0,
(4.9)
2
1 e 1
2 7) T
22+ | 1- ( ;) fa(z) =0
Une équation de la forme
-1
y'(z) + <1 - 4) y(z) =0 (4.10)

posséde deux solutions indépendantes [27](e)

y(z) = Vo Jr(2) (4.11)
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ol Jy, () sont les fonctions de Bessel du premier genre, solution de ’équa-
tion de Bessel [27](f).

Les solutions fi(z) et f2(z) des équations (4.9) sont écrites sous forme de
combinaisons linéaires des solutions (4.11) ot v = F 5+ =. On obtient alors
les coefficients by (2) gréce a la relation (4.8)

0= S+ ] 51
(4.12)
b?(z) = \/E [Bl J_%_H.%(z) + 32 J%_ig (Z)] e_i% fz gzi

~

Gréce aux équations (4.5) et & la propriété des fonctions de Bessel [73](b),
[27](e)

TE) =2 D) = dna(2)

(4.13)
v
= V— - ']l/ ?
() = 2 Ju(2)
on montre que les coefficients A, By, A, et B, sont liés par
B1 = ’I,Al et BQ - ’—‘ZAQ (414)

L’application des conditions initiales (4.6) permet d’obtenir ’expression de
A; et A,. Pour cela il nous faut connaitre le comportement des fonctions de
Bessel lorsque z — 0, donné & l'ordre zéro par [73](c)

ZV

T wTA+)
On utilise également les propriétés des fonctions T' [73](d), [27](d), (h)

Ju(2) quand z — 0. (4.15)

221'—1 1

o= (@) T(5 +2),

['(2z) = 5

(4.16)

On trouve finalement
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7

] [}
s

sech et Ay =0 (4.17)

o] 3
2

ot sech = cosh™!.

En regroupant les relations (4.12), (4.14) et (4.17), on obtient, pour la pre-
miere moitié de la collision, les coefficients by, solutions des équations (4.5)
et satisfaisant aux conditions initiales (2.39)

(4.18)

. ™ TQ e [Fds
bo(2) =1 /5 z sech—;— J-%-H,%(Z) eI (b

4.1.2 Seconde demi-collision

Pour la deuxiéme moitié de la collision, le couplage décroit au cours du
temps, Demkov définit donc le hamiltonien électronique par

a Pe

Ha ({61}) = (4.19)
ge ™ —a

et utilise le changement de variable

+00 3
z = B e Vdt == e, (4.20)
Jt Y
Le systeme d’équations (2.33) devient alors
iy (z) = e 57 F by(2),
(4.21)

ibh(z) = €' S bi(z).
On peut remarquer que si 'on inverse les roles de by et by entre la premiere
et la seconde moitié de la collision, les systemes (4.5) et (4.21) sont iden-
tiques. Ainsi d’apres les expressions (4.12), la forme générale de la solution
du systeme (4.21) s’écrit

- @ fEds
() = VE |41 Ty () + A Ty (9)] L ()

e [*ds
])2(3) = \/Z [Bg ']%+i%(’:) +B4 J_(}_)+L%>(Z)} e 'y-l S (b)
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La probabilité P de transition de D'état pop = ¢} & Détat ¢y p = o) a
I'issue de la totalité de la collision est donnée par la valeur asymptotique du
coefficient b; (z), équation (4.22)(a), lorsque ¢ — 400 ¢’est & dire pour z — 0.
Grace a la relation (4.15) donnant le comportement des fonctions de Bessel
lorsque z — 0 et aux propriétés (4.16) des fonctions T, la probabilité P s’écrit

) o .
P=bi(z = 0) == cosh 2L | 4,2 (4.23)
™ g

Afin de déterminer le coefficient A3, on raccorde les expressions (4.18)(a)
et (4.22)(a) ainsi que leurs dérivées, au passage de la premiere & la seconde
moitié de la collision. La limite entre les deux demi-collisions est le point ou
les deux atomes sont les plus proches et donc ol le couplage est le plus fort.
De plus il faut qu’en ce point les définitions (4.3) et (4.19) de Hg, cest 2
dire du couplage coincident.

Afin de satisfaire & ces exigences, Demkov considére la continuité des re-
présentations (4.18)(a) et (4.22)(a) du coefficient b, lorsque z — +oo. En
utilisant la propriété (4.13) des fonctions de Bessel, on trouve que les relations
de continuité permettant de déterminer les coefficients A; et A4 se traduisent
par

g2 r5ds
Ay J%H%(Z’) e = =4 J_§+i%(5) + Ay J%—if—;’(z)v (a)
pour z — -0
AT () €5 = 45 Ty (2) — Ay Ts_a(2) (b)

(4.24)
ou A, est défini par la relation (4.17).
L’expression de A4 obtenue & partir de équation (4.24)(b) est remplacée
dans (4.24)(a), on obtient A3 sous la forme

—3Hig i 5 i
(4.25)
Si on pose v = —3% + 12, le dénominateur de la relation (4.25) s’écrit
Ju(z) J-(uany(2) + J_,(2) Jus1(2). On peut montrer, annexe C’, qu’il s’agit

77 sinww. (4.26)

——
N
A
~
~
—~
N
S
S8
N
™
T
o~
™
A
e
Il
I
EREN



131

4.1 Le modeéle de Demkov

L’expression (4.25) s’écrit alors

(4.27)

dz
I

7:20
7

am
z sech— e
Y

v
2

lim A1
Z=-00

A; =

[73](6), [271(9)

a l'état

0
2

= @

P de transition de 1'état oo p

é
©1,r = ¢} & l'issue de la collision sous la forme

pour obtenir la probabilit

(4.29)

Hyo dt

/-&-00
—00

2
ou I'on a utilisé les changements de variable (4.5

- SN
Y

QT
sech

P =

et (4.20).

)

Demkov utilise I’approximation de trajectoire linéaire (2.41)

, en conséquence

F1G. 4.1 — Probabilité de transition de l’électron a lissue de la collision en

fonction de la vitesse de collision v et du défaut d’énergie c.
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le parametre v dépend linéairement de la vitesse de collision v.

La figure 4.1 présente la probabilité moyenne P que 1’électron ait été échangé
a l'issue de la collision en fonction de la vitesse v et du défaut d’énergie a.
Pour cela, le carré du sinus de 'expression (4.29) a été moyenné sur plusieurs
oscillations, c’est a dire sur les parameétres variables de la collision comme le
parametre d’impact, et donc remplacé par =

La probabilité P est nulle a vitesse nulle, cr01t avec la vitesse et atteind la
valeur asymptotique 2 ; d’autant plus rapidement que le défaut d’énergie est
petit.

4.1.3 Limite de validité

Les conditions générales de validité des méthodes semi-classiques décrites
au chapitre 2, section 2.4.6, s’appliquent au modeéle de Demkov sans restric-
tion particuliere.

Afin de déterminer la probabilité de transfert de charge pendant la collision,
Demkov considére deux demi-collisions successives. Or pour chaque moitié,
le temps varie de —oo & +00, le modele de Demkov décrit donc des collisions
pour lesquelles le systéme passe beaucoup de temps dans la zone d’inter-
action, donc des collisions de basse énergie. C’est la raison pour laquelle
la probabilité P, figure 4.1, tend vers la valeur asymptotique ;12— au lieu de

décroitre lorsque la vitesse augmente.

Par ailleurs, pour le modele de Demkov, les transitions non-adiabatiques
ont lieu dans une région bien déterminée autour de la distance internucléaire
R, a laquelle le couplage devient égal au défaut d’énergie. En conséquence,
la probabilité de transition non-adiabatique obtenue par Demkov et donnée
par I'expression (4.29) décroit lorsque le parametre d’impact b augmente et
est nulle pour b > R, [47].

Or des calculs numériques [47] montrent que la contribution 3 la section ef-
ficace des parametres d’impact supérieurs & R, n’est pas négligeable. Ces
mémes calculs montrent que la probabilité de transition oscille rapidement
avec le parametre d’impact pour les petites valeurs de celui-ci, b < R, et
que la moyenne de la formule (4.29) qui décroit de facon monotone décrit
parfaitement la valeur moyenne de la probabilité de transition.

Le modele de Demkov, corrigé pour les grandes valeurs de parameétre d’im-
pact, a été utilisé pour interpréter les sections efficaces expérimentales d’é-
change de charge de divers systémes collisionnels atomiques [45][47] en par-
ticulier les alcalins et I’hélium. La théorie décrit correctement, le seuil éner-
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gétique a partir duquel on observe la réaction, la position du maximum de
section efficace, mais pas son amplitude. Le comportement & grande vitesse
de collision est mal reproduit.

Le modeéle de Demkov a également été utilisé pour décrire le phénomene
d’échange de charge lors de collisions entre atomes et agrégats d’alcalins [41].
Bien que plus adapté que le modele Landau-Zener, il ne reproduit pas correc-
tement I’évolution du maximum de section efficace avec la taille de 1'agrégat.

4.2 Le modele de Rosen et Zener

Afin de modéliser les collisions non-résonnantes, Rosen et Zener [78] ont
choisi un couplage de la forme

Hig = Vsech (yt) . (4.30)

La fonction sech z = cosh™' z étant construite grace & deux fonctions expo-
nentielles, le modeéle de Rosen et Zener peut étre répertorié parmi les modéles
exponentiels.

Alors que le modele de Demkov décrit la collision par une succession de

0.8

0.6 1

0.4 |

0.2 r

F1G. 4.2 — Comparaison de la fonction sécante hyperbolique avec la courbe
construite grice & une fonction exponentielle croissante pour x € |—o0, 0] et
une fonction exponentielle décroissante pour x € [0, + oo].
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deux demi-collisions pour lesquelles le couplage est exponentiellement crois-
sant ou décroissant, la forme (4.30) du couplage décrit la totalité de la colli-
sion lorsque le temps ¢ varie de —oo & +o00. En effet, on voit sur la figure 4.2
que le couplage Hy, croit puis décroit symétriquement avec le temps, attei-
gnant sa valeur maximale V a ¢t = 0.

Toutefois, comme on peut le voir sur la figure 4.2, la courbe de la fonction
sech présente un comportement similaire & la courbe construite grace & une
fonction exponentielle croissante pour ¢ € |—oo, 0] et une fonction expo-
nentielle décroissante pour ¢ € [0, + oo[. Ajouté au fait que Rosen et Zener
considerent un défaut d’énergie constant, ceci peut laisser penser que les deux
modeles décrivent des réalités proches.

Rosen et Zener résolvent le systeme d’équations couplées (2.33) décrivant le
comportement des coefficients b;(t) du développement de la fonction d’onde
¢ du systeme sur la base diabatique {¢9, ©9}, avec les conditions initiales
(2.39). Les coefficients by (t) sont exprimés grace aux fonctions hypergéomé-
triques [27](k). La probabilité de transition du systéme de I'état ¢ 3 I'état
©9 & Pissue de la collision est donnée par
+00
P = |by(t — +00)|* = sech? 7;—01 sin? Hiodt (4.31)

—00
oll 2« est le désaccord constant entre les niveaux ¢? et ¢J. Cette probabilité

est identique & celle trouvée par Demkov, équation (4.21), ce qui confirme
les similitudes des deux descriptions.

4.3 Le modeéle de Nikitin

Nikitin considére un modele plus général dans lequel le couplage et le
défaut d’énergie varient exponentiellement avec la distance internucléaire,
donc le temps, et choisit un hamiltonien électronique de la forme

(B — écosﬁ) e PR 4+ o ——gsinﬁ e PR
Hy = . (4.32)
»—? sin g e PR (B + i;cos 0) e PR _ o
Le parametre 6 caractérise la contribution relative des interactions diagonales

et non-diagonales et permet ainsi de décrire un grand nombre de situations
englobant les cas particuliers du modgle linéaire de Landau et Zener et le
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modele de Demkov. L’angle k de mélange des bases diabatique et adiabatique
donné par I'expression (2.35) dépend de 6 et s'écrit

—Asinf e~ PR
tan 2k = o Acosd oFF - (4.33)

Nikitin définit le centre de la région non-adiabatique par

Ae PRy = 2, (4.34)

la distance entre les états adiabatiques au point R, est alors
.0
AF(R,) = 4a sin 5 (4.35)

Dans la limite R > R,, Ae™® — 0, alors kK — 0, on retrouve ’habi-
tuelle coincidence entre les états diabatiques et adiabatiques 1 r = ¢ et
Q2R = ¥

Lorsque R < R,, Ae "% > a, alors k — g. Les états adiabatiques ¢ g et
9, r sont alors des combinaisons linéaires des états diabatiques ¢ et ¢ dont
les coefficients sont indépendants de R.

Dans le cas particulier § = 7, on retrouve le résultat démontré au chapitre 2:
k — % quand R < R, pour les collisions non-résonnantes.

La probabilité de transition P de 1'état o p = ¢ & létat ¢, p apres la
premiere traversée de la zone non-adiabatique est obtenue sous la forme

sinh [Ze (1 + cos6)]

P = Pg] — 6—12’—6(1~cos{))
sinh 7re

(4.36)

oue = %% et v est la vitesse de la collision introduite grace a ’approximation

de trajectoire linéaire (2.41). Lorsque v varie de tres faibles a de tres fortes
valeurs, Py, croit de zéro & cos® 4.

Apres deux passages de la zone non-adiabatique, la probabilité que le systéme
soit dans I'état 1 r = ¢!, étant initialement dans 1'état po g = 3, C'est &
dire la probabilité d’échange de I’électron, est donnée en fonction de P par

P =4P (1 — P)sin® (£ +() (4.37)

ott sin?(€ + ¢) décrit les interférences des deux chemins conduisant & la tran-
sition @9 p — ¢1,R, selon que la transition a lieu lors du premier ou du second
passage de la zone non-adiabatique. Cette forme de P est tout & fait analogue
a celle obtenue par Stiickelberg, formule (3.30) dans le cadre du modele de
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Landau et Zener.

Lorsque £ > 1, les oscillations de sin?(¢ + ¢) sont suffisamment rapides pour
que, nous intéressant a la valeur moyenne de P, nous puissions le remplacer
par sa valeur moyenne —% La probabilité moyenne de transition P est alors

P=2P(1-P) (4.38)

ol P est donnée par ’expression (4.36).

Le modele de Nikitin a été appliqué pour cosf = % entre autres a la descrip-
tion des transitions de structure fine dans les processus atomiques.

Cas limites

Dans la limite ot € > 1 et § — 7, la probabilité moyenne P devient

: D _ —27e sin2% __—27¢ sinz—g-
€>>111,n€l——>7r? =2e (1 € ) . (439)
Or
20 [AE(R)P
2z QNS 4.
ST T AF (4.40)

ol AE(R,) est donné par la relation (4.35), v est la vitesse de la collision

et AF = (M%%HL”)R = 2 of est la différence de pente au point R, des

termes diagonaux du hamiltonien (4.32).

Dans le modele de Landau et Zener, AE(R,) = 2V, on voit alors que dans
la limite £ > 1 et @ — 7 la probabilité moyenne de transition P du modele
de Nikitin tend vers la probabilité de transition Landau-Zener donnée par
I'expression (3.26).

Pour la valeur particuliere § = 7, le défaut d’énergie Hy; — Hayy est constant
et le couplage Hio exponentiel, comme pour le modele de Demkov. La pro-
babilité moyenne P obtenue par le regroupement des expressions (4.36) et
(4.38) devient

P= ! sech? =2 (4.41)

2 2

avec € = % Or 3 est lié au parameétre v du modele de Demkov par fv = v,
I'expression (4.41) est alors semblable & la probabilité moyenne de Demkov
donnée par la relation (4.29), dans laquelle le carré du sinus a été remplacé

1
par sa valeur moyenne 3.
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Chapitre 5

Modélisation de 'interaction
niveau-bande

On peut supposer que I’approximation & deux niveaux est & I'origine de la
défaillance des modeles Landau-Zener et de Demkov & décrire les collisions
entre un atome et un agrégat. En effet, un agrégat possede une structure
plus complexe qu’un atome, aussi peut-on penser que la situation finale de
la collision, lorsque ’électron échangé est sur 'agrégat, ne peut peut-étre pas
étre décrite par un seul état électronique.

Cette hypotese est corroborée par le fait que Papproximation & deux niveaux
est parfois déja inadaptée & la description des collisions moléculaires.

Nous avons donc choisi de représenter 1’état final de la collision par une
bande de plusieurs niveaux électroniques alors que l’état initial reste ca-
ractérisé par un niveau unique. Nous avons développé deux variantes & ce
modele, considérant différemment la dynamique de la collision et directe-
ment inspirées des modeles Landau-Zener et de Demkov.

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord le principe général du modele,
la maniére dont nous exprimons la probabilité d’échange de charge, les équa-
tions & résoudre. Puis pour chacune des deux variantes, nous détaillons les
techniques de calcul, les résultats obtenus et le comportement de la probabi-
lité de transition en fonction du temps ou de la vitesse de collision.

Enfin, nous évoquons d’autres modeles de croisement linéaire entre un ni-
veau et une bande, dont le plus célebre est celui développé conjointement par
Demkov et Osherov [75], afin de souligner la diversité des études faites dans
le domaine de l'interaction niveau-bande et les similitudes et les différences
avec la premieére variante de notre propre modele.
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5.1 Généralités

5.1.1 Présentation

Nous nous intéressons & l'interaction d’un niveau % représentant le sys-

teme dans son état initial, lorsque I’électron échangé est sur I'atome, et d’une
bande de M + 1 niveaux {2 } paralléles et équidistants, modélisant les états
accessibles par 1’électron lorsqu’il est transféré sur 'agrégat.
Le niveau est couplé a chacun des états de la bande avec la méme intensité
V(t), les niveaux de la bande sont décrits dans leur base propre et ne sont
donc pas couplés entre eux. Dans la base diabatique (%, {¢? }), le hamilto-
nien est ainsi écrit sous la forme générale

Aq(t) V() V() V() V()
V() Ao
A V() Al
Ha (Vo {om}) =] | . (5.1)
V(t) Ap—a
V(t) Ay

La densité d’états de la bande est notée 37! et I’énergie du niveau m est
donc A, = Ao +mfB, m=0, ..., M.

Comme pour les modeles atomiques, nous considérons que la collision est
invariante par rotation, notre modele est donc unidimensionnel. Nous utili-
sons également ’approximation de trajectoire linéaire et de vitesse constante.

L’approche originale de ce travail consiste a considérer la bande comme un
continuum semi-infini.

Rappelons que ce terme est employé afin de souligner que le niveau interagit
avec les états voisins de la limite inférieure du continuum, en opposition avec
la situation décrite par la régle d’Or de Fermi [56](d).

Notons que le terme infini signifie que Aj,s est de loin supérieur & toutes
les autres variables utilisées mais que son logarithme est fini. C’est pourquoi
nous parlons de largeur du continuum semi-infini et que celle-ci intervient
dans les formules.
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!\\

Fi1G. 5.1 — Interaction d’un niveau et d’une bande dans la limite ot cette
derniere est un continuum. Les lignes pointillées et pleines représentent res-
pectivement les états diabatiques et adiabatiques du systéme. Lorsque la dis-
tance (3 entre les niveaur de la bande tend vers zéro, seul I’état adiabatique
de plus basse énergie reste discret.

Dans ce cadre, le systéme posséde une propriété remarquable: 1’état adia-
batique de plus basse énergie reste un état discret séparé nettement de la
limite inférieure du continuum et ce quelle que soit la force du couplage
entre le niveau et le continuum, comme illustré sur la figure 5.1.

Cet état @q,r, que nous nommons indifféremment état adiabatique de plus
basse énergie E(t) ou état discret, ainsi que la fonction d’onde électronique
du systeme collisionnel sont développés sur la base diabatique (%, {©°})

va,r({Ti}, 1) = ca(t) Yo (R, {7i}) +Zcm ) em (R, 7)), (2)

(5.2)
M

¢({7:}, 1) = ba(t) wa(R, {7i}) +me ) om(R, {7i}).  (b)

=0

5.1.2 Probabilité de transition

Au début de la collision, le systéme est dans ’état ¢2 qui coincide & cet
instant avec I'état @4, r. Nous sommes intéressés par la probabilité Py..,s que
le systéme soit dans I'un des états de la bande & I’issue de la collision.
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Le calcul de la probabilité F,., d’étre resté dans 1'état 0 étant plus di-
rect, Pirqons €st exprimée sous la forme Pigns = 1 — Pres.

A la fin de la collision, il y a & nouveau coincidence entre ¢ et @4 g Dans la
limite ol la bande est un continuum semi-infini, le fait que 1’état adiabatique
de plus basse énergie soit le seul & rester discret nous permet de considérer
que la contribution principale & la probabilité P, d’étre dans I’état 2 a
I'issue de la collision vient de deux chemins: le systéme suit soit ’état dia-
batique ¢? soit I’état adiabatique ©a,r- En effet, si le systéme passe dans le
continuum grace a une transition non-adiabatique, la probabilité de retour
vers 1’état discret est tres faible.

Afin de déterminer la probabilité que le systéme suive I’état diabatique 2
ou adiabatique ¢, g, nous considérons que la collision est symétrique par
rapport a la distance d’approche minimale des deux partenaires.

La probabilité que le systéme soit resté dans ’état ¢% ou ¢, r pendant la
totalité de la collision est alors donnée par le carré de la probabilité que le
systéme soit resté dans 'état ¢9 ou respectivement ¢, r pendant une demi-
collision.

A Vissue de la premiere moitié de la collision, 'amplitude de probabilité que
le systeme ait suivi ’état @2 ou @, g est respectivement donnée par la pro-
jection (p3|¢) ou (@ r|@) de I'état ¢ du systéme sur I'état 02 ou wq . Les
probabilités & la fin d’une demi-collision et d’une collision complete sont donc

(I8, [{pa,rl)® et {eal @), [{wa,rl)]"

Toutefois les bases diabatique et adiabatique ne sont pas orthogonales, il nous
faut donc oter les interférences des deux chemins considérés de la somme de
leurs contributions.

En effet lorsque le systéme est dans I’état ¢, g, avec la probabilité |(¢, r|¢)|?,
il posséde la probabilité (2 |@q,r)[* d’8tre en conséquence dans I’état 0. Or
la probabilité que le systéme soit dans 1'état 9 a déja été prise en compte
dans le terme (@2 |$)|* avec le poids [(p%|¢)|*. C’est pourquoi nous Gtons le
terme d’interférence |(@q r|®)|* [(©2]0a,r)? |{©2|#)|? de la contribution des
deux principaux chemins.

La probabilité de transition P4, est alors donnée par

Ptrans =1- Pres

= 1= (IAIB)" + [earld)l* — [(earld)? [(¢hlgar)” £2IB)?)
(5.3)
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ou les brakets désignent 'intégration sur les coordonnées électroniques.

Afin de pouvoir exprimer les projections (2|@), (¢%|¢a,r) €t {@a rl¢) in-
tervenant dans l'expression (5.3) de Pirqns, nous cherchons les coefficients b,
b, Co €t C des développements (5.2) de I'état adiabatique ¢4 g €t de 1'état
¢ du systeme.

Pour alléger écriture, nous notons par la suite Py, = [{(¢2|9)]? et
Posia = |{par|®)|? les probabilités que le systéme se trouve respective-
ment dans les états % ou @q g lors de la premiere demi-collision.

Si 'on considere un ensemble de systémes collisionnels, Py;o(t) et Pogiq(t)
peuvent étre interprétées comme les populations normalisées des états 2 et
©ao,r al'intant ¢, lors d'une demi-collision et P, est la population du niveau
a I'issue d’une collision compléte.

5.1.3 Détermination de I’état adiabatique ¢, r

Par définition, & chaque instant ¢ I’état adiabatique ¢, g est solution de
I’équation de Schrédinger indépendante du temps

~

Ha o, ({Ti}, 1) = E(t) @o,r ({71}). (5.4)
L’introduction du développement (5.2)(a) de ¢q g et de la forme (5.1) du ha-

miltonien électronique Hg dans I’équation (5.4), conduit au systéme d’équa-
tions couplées

Da(t) calt) + D V(D) em(t) = E(t) calt), (a)

(5.5)
V(t) ca(t) + A cm(t) = E(t) em(t). (b)
L’équation (5.5)(b) lie simplement ¢, () & cu(?),
em(t) = % calt). (5.6)

L’introduction de 'expression (5.6) dans la relation de normalisation de I’état
adiabatique

parl” = lea®)* + ) lem(t)]” =1 (5.7)

conduit a
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[N

| |ca(t) ( +Z AT >_ . (5.8)

Dans la limite du continuum, la sommation discréte est remplacée par une
intégrale, :

oL vy A g |
i 2 Ho AP =i [ () — & &9)

=0

oll nous avons posé W (t) = V2(t)/B, la variable discréte A,, = Ag+mf a
été remplacée par la variable continue £ et pour alléger les notations Ay = A.

Dans la limite du continuum semi-infini, E(t) < A et Ay < A, le coeffi-
cient ¢, (t) s’écrit alors

(1B

calt) = <1 + Z’YT%GS)— . (5.10)

En regroupant les relations (5.2)(a), (5.6) et (5.10), nous obtenons 1’état
adiabatique

M
1 0 V(t) 0
wR = __ E _ . 5.11
Po,R i+ W) (QD& + / E(t) — Am Pm ( )
Ao—E(1) me=

5.1.4 Détermination de I’énergie E(¢) de war

L’état oo r donné par I’expression (5.11) est I’état adiabatique de plus
basse énergie E(t), qui est donc la plus petite valeur propre du hamilto-
nien électronique (5. 1) Elle est solution de I’équation aux valeurs propres
|Hyq — E U] =0 ott U est la matrice unitée. Explicitement, E(t) vérifie

( )= Am _ E(t ) [Ta, - E@)=0. (5.12)

m=0 p=0
La solution E(t) que nous cherchons est proche de A,(t) lorsque t — F oo,
M

nous pouvons donc diviser ’équation (5.12) par H [A, — E(t)] # 0.
p=0
De plus dans la limite du continuum,
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550 n, E— E(t) A~ E()

Comme pour le calcul de ¢, g, paragraphe 5.1.3, dans la limite du continuum
semi-infini, E'(t) peut étre négligée devant A. Ainsi ’équation (5.12) devient

N
Ao — E(1)

lim :L::o Z;Y:% :W(t)/ 4 =W(t) 1 A= B (5.13)

An(t) — E(t) — W(t)] =0. (5.14)

5.1.5 Etat du systéme

L’état du systéme & chaque instant est décrit par la fonction d’onde
#({7}, t) dont ’évolution est régie par 'équation de Schrédinger

i (ﬁ({'f;} ’ t) = gél ¢ ({f;} ’ t) . (515)
L’introduction du développement (5.2)(b) de ¢ dans I’équation de Schrodin-
ger (5.15) conduit au systéme d’équations différentielles couplées

i ba(t) = Aal(t) ba(t) + V() D bm(t),
m=0 (516)

i b (t) = V(2) bo(t) + A by (2).
Afin de résoudre le systeme (5.16), il est nécessaire d’expliciter la forme des
éléments du hamiltonien (5.1), c’est & dire A, () et V(2).
Pour ce faire, nous considérons les mémes dépendances temporelles que celles
utilisées par Landau, Zener et Demkov dans le cadre des modeles & deux
niveaux.
Ainsi dans un premier cas, nous nous intéressons au couplage constant du
niveau et de la bande se croisant linéairement au cours du temps. Dans un
second cas, le niveau et la bande sont séparés d’une énergie constante et leur
couplage est exponentiellement dépendant du temps.
Selon le modele de dynamique collisionnelle considéré, croisement linéaire
ou couplage exponentiel, le systéme (5.16) est résolu grace a des techniques
différentes, exposées dans les deux sections suivantes.

5.2 Croisement linéaire

Dans le cas du croisement linéaire, 1’énergie du niveau ¢® dépend linéai-
rement du temps, le couplage est constant et le bas du continuum semi-infini
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g1

temps ¢

F1G. 5.2 - Energies des états adiabatiques d’un systéme constitué d’un niveau
croisant, linéairement au cours du temps, une bande de niveauz paralléles et
équidistants.

est choisi comme origine des énergies. Ces conditions sécrivent

A (t) = at, V(t) =V,
(5.17)
Ao =0 et Am = mﬁ

Pour alléger les notations, on pose de plus Ay = A.
La variation temporelle typique de I’énergie des états adiabatiques d’un tel
systeme de niveaux est représentée sur la figure 5.2.

5.2.1 Etat adiabatique ¢, g

L’état adiabatique ¢,z donné par I’équation (5.11) s’exprime alors

o 0+ 0 5.18

Po,r = \/1~ (w Z 5O =5 ¥ ) (5.18)
E(t)

olt W = V?2/f et I'énergie adiabatique E(t), équation (5.14), vérifie

—E()

at— E(t)+W In =0. (5.19)
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5.2.2 Etat du syteme

Le systeme (5.16) décrivant 1’évolution temporelle des coeflicients by (t)
et by, (t) du développement (5.2)(b) de la fonction d’onde ¢ du systéme sur
la base diabatique (%, {2 }) s’écrit, avec les caractéristiques (5.17)

M

i ba(t) = at ba(t) +V ) bum(t), (a)
m=0 (520)

i b (t) =V b (t) + mB b (t).  (b)

Le passage dans ’espace de Fourier permet de transformer 1’équation diffé-
rentielle (5.20)(b) en une simple équation algébrique. En effet la transformée
de Fourier du systeme (5.20) meéne &

b M
CB(e) = o 8b§£s) +V > bmle), (2) a1

€ bn(e) =V bo(e) + mB b(e)  (b)

olt by(€) et by, (e) désignent les transformées de Fourier des coefficients by (t)
et by, (t).

Le remplacement du coefficient by, (¢) dans équation différentielle (5.21)(a)
par la solution de 1’équation algébrique (5.21)(b)

- v o .

b (g) = p—— ba(€) (5.22)
et I’évaluation, dans la limite du continuum, de la somme discrete grace a
Pintégrale correspondante,

M

V? A de —e
i = = 5.23
/lsl—rf(l)m_os—mﬂ W/O e—¢& WlnA—E ( )

conduisent & ’équation différentielle du premier degré sur by (e)

abgg(g) . é (W In A_g - 5) be () = 0. (5.24)

La forme générale de la solution de I’équation (5.24) s’écrit

ba(€) = ¢ exp B— / ] <W1n A"_EIE, - s’> ds’} (5.25)
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ou [° f(€') de’ désigne une primitive de la fonction f et c est la constante de
normalisation du coefficient b, (t). Elle est déterminée par la suite grace aux
conditions initiales.

La primitive utilisée pour I’équation (5.25) est

£ “"E’ , ,
/ (W lnA*EI—e)ds ==

W{slni+A(1—£)ln<1——E—)} ~§;-.

(5.26)

A A A

Dans la limite d’'un continuum semi-infini, /A — 0, le logarithme
In(1—¢/A) est développé au premier ordre en puissance de £/A et on néglige
les termes en A™L. Le coefficient b, (g) s’écrit alors

ba(€) = ¢ exp [zg (W In ‘A—:% . %)J (5.27)

ol e désigne la valeur de la fonction exponentielle au point z = 1.

Les transformées de Fourier inverses des expressions (5.22) et (5.27) per-
mettent d’obtenir les coefficients b, (%) et b, (t) du développement (5.2)(b) de
la fonction d’onde électronique ¢ sur la base diabatique

c [T € -
ba(t)ﬂ%/_m exp l:’l,a (at-i—Wln—A-g—i)} dE, (a)
c [T V € - €
b (t) = %/_m Py exp [z&— (at—f—Wan—; - 5)] de. (b)
(5.28)
Normalisation

La constante c est définie grace & la condition initiale

|be(t = —00)|? = 1. (5.29)

Lorsque ¢t — —o0, le couplage W peut étre négligé devant ot, ainsi d’apres
la relation (5.28)(a),

+00

bo(t = —00) ~ %/ exp [22 (at - %)] de. (5.30)

-0
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En accord avec la condition de phase stationnaire [56](b) qui stipule que la
contribution principale & ’intégrale (5.30) est donnée par

at —e =0, (5.31)
at est remplacé par ¢ dans la relation (5.30). L’intégrale est alors calculée

grace a la méthode exposée dans I'annexe B’ et conduit & la constante de
normalisation

le| =14/ —. (5.32)

5.2.3 Probabilité de transition

L’expression (5.3) de la probabilité de transition montre que les popula-

tions Py (t) = ]((pa RI®)? et Puio(t) = [(3]¢)|? des états adiabatique @q g
et diabatique % & Iinstant ¢ sont les informations pr1nc1pa1es permettant
d’obtenir la probabilité de transition du systéme de 1’état % & la bande
{9} dans son ensemble.

Probabilité d’étre dans ’état adiabatique ¢,

La probabilité P,4,(t) que le systéme soit dans 1’état adiabatique de plus
basse énergie a I'instant ¢ est obtenue en projetant ’état du systéme ¢(t) sur
I'état adiabatique ¢, r(t) donnés respectivement par le regroupement des
expressions (5.2)(b), (5.28) et (5.32) et la relation (5.18). On obtient

Pudia(t) = |{¢a,r|8)|"

+00 V2 i (Va2 In—Z—:—ﬁ) de
/ (HZ mﬂ(s-mﬂ))”( G

2m (1 - E%j) )

La somme discrete est transformée en intégrale dans la limite du continuum

2
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V? _w [ d¢
0 = [E(t) —mf] (e —mp) W/O [E(t) =&l (e = &)

e 1-E®
— ln( c =

- E(t)—¢ E(t) 1-%
(5.34)
Pour un continuum semi-infini, F(t)/A — 0 et ¢/A — 0, ces deux termes

sont négligés devant un.

A partir de ’expression (5.33), nous pouvons définir les paramétres perti-
nents du modeéle tv/a, W/+/a et A/\/a ainsi que les variables sans dimension
E(t)/v/a et /y/a. Dans la suite \/a est utilisé comme unité d’énergie afin
d’alléger les formules.

La population P4, de I’état adiabatique ¢, g d’énergie E & l'instant ¢ est
alors donnée par

2

1 Foo W —& ; —€_¢&
Pa ia T e — 1 ze(t+W In e——-é)d
; [ m=e ) ¢ e

27 (1 - %) E(t)

(5.35)

Forme asymptotique analytique de P,;,

Afin d’obtenir une forme analytique de P,4, pour les grandes valeurs de ¢,

nous cherchons & estimer la contribution principale & I'intégrale de la relation
(5.35).
La contribution dominante & P,4, est apportée par la singularité ¢ = E(t) de
la fonction intégrée. On applique donc le théoréme des résidus [80], [27](1), la
fonction exponentielle ne donne qu’une contribution de phase, la probabilité
P,4i, s’écrit donc

23 W?
Pogia = T (5.36)
E()

Lorsque le parametre ¢ devient grand, on observe sur la figure 5.2 que ’énergie
adiabatique E(t) tend vers zéro, le coefficient de normalisation 1 — 7 est
donc dominé par W/E(t) et 1'équation auto-cohérente (5.19) régissant le

comportement de F(t) se simplifie alors sous la forme
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t+W In _i(t) =0. (5.37)

Lorsque t est grand, ’énergie adiabatique E(t) est donc donnée par la solution
analytique de I’équation (5.37)

E(t) = —A exp <"v$7> . (5.38)

L’expression asympotique en temps de la population P,g4, est donc

t
Pogia = 21 WA exp ('W) . (5.39)

Probabilité d’étre dans ’état diabatique ¢?

Le regroupement des relations (5.28)(a) et (5.32) et l'utilisation de /&
comme unité d’énergie permet d’obtenir la probabilité que le systéme soit
dans P’état diabatique ¢? sous la forme

1| [t 2
Pae = o) = 5= | [ explBte)de (5.40
ou
—& £
He) =1 In——--]. .
() zs<t+W D= 2) (5.41)

Forme asymptotique analytique de Py,

La contribution principale a I'intégrale de I’expression (5.40) est évaluée
grace & la méthode du point col ou phase stationnaire [56](c). Le point de
phase stationnaire est le point € ot la dérivée de Z(e) donné par la relation
(5.41) s’annule, gy vérifie donc

t+W 1n_T€°—sO=0. (5.42)

On peut remarquer que ’équation (5.42), donnant le comportement du point
col gg, est identique, lorsque o = 1 & ’équation (5.19) vérifiée par 1’énergie
E(t) du niveau adiabatique discret. Cependant ces équations non-linéaires
possedent plusieurs solutions dans le plan complexe. Nous avons vérifié nu-
mériquement que la position du point col £y contribuant principalement a
I'intégrale de 'expression (5.40) est différente de E'(t) et suffisamment grande
pour pouvoir négliger W In(—eo/A) devant &,. Le point col est alors g9 = ¢.
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La dérivée seconde de Z(¢), équation (5.41), au point €y = t est purement
d*Z(e)

imaginaire, elle s’écrit
w
=—¢{1-—]. 5.43

L’application de la méthode de phase stationnaire détaillée en annexe D’
permet d’obtenir le comportement de P, sous la forme

_exp{2 Re[Z(¢)] } _ exp (—2r Wt)

Piio = 5.44
d 2E(e) 1— |_1%/.[ ( )
de? £
Dans la limite des grands temps, W/t < 1 et
Pjig ~ ™2™, (5.45)

D’apres la régle d’Or de Fermi [56](d), le comportement de la population
d’un niveau couplé & un continuum par un terme constant est identique a la
forme asymptotique (5.45) de Py, dans laquelle W = V2/8 est le produit du
couplage au carré et de la densité d’états du continuum.

Résultats

La figure 5.3 présente le comportement des populations Py, et P,
des états diabatique @2 et adiabatique ¢, en fonction des paramétres
sans dimension t\/a et W/\/a pour deux largeurs de bande différentes:
A/y/o=10°, figures 5.3(a) et (b), et A/\/a = 108, figures 5.3(c) et (d).
L’instant ¢ = 0 correspond au moment ol le niveau ¢? croise le bas de la
bande.

Les populations Py, et Pug, sont initialement égales & un car lorsque
t — —o0 le systéme se trouve dans I’état ©2 = ¢, . Lorsque ¢ évolue vers de
grandes valeurs positives, Py, et P,4, décroissent vers zéro. La décroissance
est d’autant plus rapide que le couplage W est faible.

La population diabatique Py, commence & décroitre beaucoup plus t6t et
atteint sa valeur asymptotique nulle un peu plus tard pour les grandes va-
leurs de couplage que pour les petites.

La population P4, présente un comportement plus complexe, on peut en
effet voir avec 'augmentation du couplage W, I’appparition d’une oscilla-
tion, qui peut-&tre interprétée comme la réminiscence d’un processus cohérent
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[34](b) favorisé par les fortes valeurs de couplage.

Si nous nous intéressons au comportement global de P,4,, nous pouvons voir
que pour les couplages importants, la décroissance débute un peu plus tardi-
vement et la valeur asymptotique nulle est atteinte beaucoup plus tard que
pour les couplages faibles.

La croissance linéaire en W du temps de décroissance prévue par la relation
asymptotique (5.39) est bien visible.

Nous remarquons que la décroissance de Py, et P,4, est d’autant plus lente
que la bande est large. Toutefois I'influence de cette largeur est fonction de
I'intensité du couplage. Nous pouvons en effet voir dans les formules (5.35),
(5.39) et (5.40) que la dépendance de Py, et P,g, en A est toujours pondérée
par W.

Par ailleurs, il semble que la décroissance de la population P, soit plus
rapide que celle de P,g,.

Afin de quantifier cela, intéressons nous aux comportements asymptotiques
donnés par les expressions (5.39) et (5.45). A T'instant t, la population de
I’état adiabatique est supérieure a celle de I’état diabatique si le parametre
W vérifie

2 W2

v 46
In (2 WA) (5.46)

ce qui est le cas dés que W > 1.34 pour A = 10% et W > 1.71 pour A = 108,
Or P4, contribue & la population P.s du niveau ¢2 & lissue de la colli-
sion, donnée par 'expression (5.3). Ainsi dans le cas du croisement linéaire
avec un continuum semi-infini, la décroissance de la population du niveau
unique est ralentie par rapport a la forme exponentielle prédite par la régle
d’Or de Fermi, équation (5.45), pour un couplage avec un continuum. Cette
atténuation est la conséquence directe de I’existence du niveau adiabatique
discret ¢, g, elle méme induite par 'existence de la limite inférieure du conti-
nuum semi-infini.

5.3 Couplage exponentiel

Dans le cas du couplage exponentiel, le désaccord énergétique entre le ni-
veau ), qui est ici choisi comme origine des énergies, et la limite inférieure
du continuum semi-infini est constant alors que le couplage croit exponen-
tiellement au cours du temps. Ces conditions se traduisent par
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Ag=A
Ay,=0
E()
\
temps ¢

Fic. 5.4 - Energies des états adiabatiques d’un systéme niveau-bande pour
lequel le couplage du niveau avec chacun des états de la bande croit exponen-
tiellement au cours du temps.

Aq(t) =0, V(t)=Ver,
(5.47)
Ap=A et A,=A+mpb.

Pour alléger les formules Ay = A. De plus en toute rigueur, la largeur de la
bande est A — A mais les valeurs de A utilisées ici sont tellement supérieures
aux valeurs du désaccord A que l'on désigne A comme largeur du continuum
semi-infini.

La variation temporelle typique de I’énergie des états adiabatiques d’un tel
systeme de niveaux est représentée sur la figure 5.4.

5.3.1 Etat adiabatique ¢, g

Les équations (5.11) et (5.14) donnant respectivement les état ¢, r et
énergie E(t) adiabatiques deviennent alors

1
vV 1+ =5 E(t)

et
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EQ)+W({#) In——— =0 (5.49)
ot W(t) = V2(t)/B.

5.3.2 Etat du systéme

Le systéme (5.16) décrivant le comportement des coefficients b, (t) et b, (¢)
du développement (5.2)(b) de la fonction d’onde du systéme sur la base
diabatique (9, {3, }) s’écrit avec les conditions (5.47)

M
i ba(t) = Ve bn(t), (a)
m=0 (550)
i b () = Ve bo(t) + (A +mp) ba(t). (b)
L’introduction du changement de variables
by (t) = e HATmAE B (1) (5.51)

dans I’équation (5.50)(b) permet d’obtenir une relation simple entre la dérivée
temporelle B, (t) et by (t) et ainsi d’exprimer b,,(t) en fonction de b, (t) sous
la forme

t

b (t) = —i Ve {ATmA / e HAFmBIE (¢ dt. (5.52)
-0

L’expression (5.52) du coefficient b,,(¢) introduite dans la relation (5.50)(a)

conduit & I'obtention de ’équation intégro-différentielle sur b, (t)

t
ba(t) = —V? Omib)t /

—OQ

M
N §(41) (Z ei”‘ﬂ("‘t)) dt'. (5.53)

m=0

La somme discréte est une suite géométrique de raison e~ et est donc
évaluée comme telle en utilisant le fait que dans la limite d’un continuum
semi-infini, M +1 ~ M, et~ ~ 14+48(¢'—t) car M > 1 et B — 0 et enfin
A = A+ Mp. Ainsi, en posant W = V?2/, I’équation intégro-différentielle
(5.53) devient

(' —t) _ A -t)

t
bo(t) = —i W e / et & ba(t) dt'. (5.54)

- ¢ —t
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La justification, la validité et les conséquences des approximations utilisées
dans les prochaines sections pour déterminer b, (¢) sont discutées en détail
au paragraphe 5.3.5.

Forme discréte de b,(¢)

La solution b, (t) de I’équation (5.54) est cherchée sous forme du dévelop-
pement en série

“+00 ’U,k
balt) =D fi o ek, (5.55)
k=0 ’
La condition initiale |b,(t — —00)|? = 1 entraine

fo=1. (5.56)

L’introduction dans I’équation (5.54) du développement (5.55) et du chan-
gement de variable ¢’ = ¢ + 7 conduit & la relation de récurrence

1%.% 0 AT __ LIAT
U fr=—1 — fk_1/ et £ "€ g (5.57)

2y oo T

L’intégrale de 1'équation (5.57) est effectuée analytiquement grace &
mathematicag [81]. D’autre part, nous posons

w

U= —1 oo (5.58)
ainsi la relation de récurrence (5.57) devient
y(1 - 2k) —iA
= fr- . 5.59

Gréace a la condition initiale (5.56) et aux relations (5.58) et (5.59), le déve-
loppement (5.55) du coefficient b, (t) s’écrit

k
g2 () itk
k=1 : =1 2 27

L’expression (5.60) laisse apparaitre que les parametres pertinents du modele
sont W(t)/27, A/2v et A/2v. Dans la suite de I’exposé, on utilise 2y comme
unité d’énergie pour alléger les formules.

Afin d’expliciter la forme du produit intervenant dans I’expression (5.60),
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dans la limite d’un continuum semi-infini 1 — [ est négligé devant A. En

utilisant de plus le fait qu'un produit de facteurs peut étre écrit comme
P’exponentielle de la somme des logarithmes de chacun des facteurs, le produit
présent dans la relation (5.60) devient

II:I ln%——i—j}:exp{z {ln(—lnA)—}—ln (1—— ln(A;niX_i)))}}.

= (5.61)

o . .. . In(A—i(l~2
Dans la limite du continuum semi-infini, A > 1, le rapport —rig——h%z)—) est

petit devant un et nous pouvons utiliser le développement limité au premier
ordre du logarithme, l’expression (5.61) devient alors

Hln%ﬁ = (—1nA)kexp{—Tr}5§;1n [A-—z’ (z— %)} } (5.62)

La somme de logarithmes présente dans la relation (5.62) est écrite sous
forme du logarithme d’un produit soit

; 1%/\4(1-%)} =ln[£ll<l—%+m>

Le produit de I’expression (5.63) est alors explicité grace & la propriété des
fonctions I' [27](m)

m
—1k—. .63
zk2 (5.63)

k-1

T(z+k) =]](z+1) T(2). (5.64)

=0
Ainsi la somme intervenant dans expression (5.62) s’écrit

k .
, 1\] _ F'(k+i+iA) 7

L’expression approchée de In[['(y)] lorsque y est grand, est donnée par [73](g)

In[I(y)] = %ln 21+ (y — %—) Iny —y. (5.66)

Lorsque k est suffisamment grand, voir paragraphe 5.3.5, 'utilisation de cette
expression dans la relation (5.65) conduit a
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S ia (1 )] = oo (k41 )
- [k (1+z'-723) +4Aln (%HA)J

Le regroupement des relations (5.60), (5.62) et (5.67) permet d’obtenir la
forme discrete du coefficient b, (%)

(5.67)

_k A

S8 too . k

1 \=a W(t)lnA 1 . na

ba(t) = <§ +1 A) Z L——(—I);‘———i (k+ B +’LA> . (5.68)
k=0

Pour cela, nous avons négligé le facteur de phase (i)™ 2 ~ 1.
Cette représentation en série converge pour les petites valeurs du couplage
W(t).

Forme intégrale de b,(t)

Afin de pouvoir exploiter ce modele pour les valeurs plus importantes du
couplage W (t), nous avons établi une forme adéquate de by ().
k
Pour cela, nous remarquons que les fonction I'(z) ont pour résidus % aux
points z = —k ou k est un entier positif ou nul. Ce résultat est démontré

dans 'annexe E’. En conséquence

. +o00 (__1)k
/G () f(2) dz=2im > = f(=k) (5.69)

ol f(z) est une fonction quelconque ne possédant pas de pole et C le contour
d’intégration présenté par la figure 5.5 entourant, dans le plan complexe,
I’axe réel négatif.

Gréce a la formule (5.69), la représentation intégrale correspondant & la
forme discrete (5.68) du coefficient b,(t) est donnée par

1 A\ TR =il
bty = 2 H)™E /[-— i W) A T(2) (1—z+m " i
2w e 2
(5.70)
La fonction I'(2) est explicitée par son développement asymptotique, équation
(5.66), la relation (5.70) devient alors
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Im(z)

04 |

02 ¢

-02

-04 t

F1G. 5.5 — Contour d’intégration € dans le plan compleze, utilisé dans ’ez-
pression intégrale (5.70) du coefficient by (t).

iA

ba(t) = —i Qij% /e exp[E(2)] dz (5.71)
ou
- 1 : z—1iA 1 .
E(z) = (z - —2-> Inz—z In[—ie W(t) mnA]+ A In (5 — z—%—z(/;)m)

L’intégrale de I'expression (5.71) est évaluée grace & 'approximation de phase
stationnaire [56](b) ou méthode du point col détaillée dans ’annexe D’. Le
coefficient b,(t) est alors donné par

1 & eS(#)
ba(t) = —i (5 + iA) SN (5.73)

d?Z(z)

dz?
20

ou le point de phase stationnaire z; est le point ou la dérivée de Z(z) défini
par la relation (5.72) s’annule, zg est donc la solution de ’équation

i 29 ) 1 In (% — Zo + i) 20 — 1A 0. (5.74)

1 _— NN R, — =
g (W(t) InA/) 2z + InA (3 —2z+iA) InA
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La solution exacte de 'équation (5.74) est déterminée numériquement et uti-
lisée pour obtenir, via ’expression (5.73), la forme numérique du coefficient

ba(t).

Il est & noter que pour pouvoir appliquer ’approximation de phase station-
naire, le contour € d’intégration représenté sur la figure 5.5 doit étre déformé
comme indiqué dans ’annexe D’.

Cette déformation est empéchée par la présence dans 'expression (5.72) d’un
point de branchement dans le demi-plan supérieur, en z = %—}- iA. Le contour
d’intégration adapté a ’application de I'approximation de phase stationnaire
est donc perturbé par une boucle entourant le point de branchement. La
contribution de cette boucle est petite et nous avons choisi de la négliger.
Les conséquences de ce choix sont discutées au paragraphe 5.3.4.

Expression analytique de b,(¢)

Dans la limite qui nous intéresse ici du continuum semi-infini et pour de
suffisamment grandes valeurs de ¢, c’est a dire de W (t), nous avons obtenu
une forme analytique du coefficient b,(t). Pour cela Z(zg) est écrit sous la
forme

_— 20 (Z() — ZA) ZA 1 . 1
=(z0) = - In{=-- A -(1-1 -
(20) (1 —2+iA) nA InA "3 o+ +2( nz) = %
(5.75)
ol nous avons utilisé le fait que 2z est solution de I’équation (5.74).
La dérivée seconde de Z(z) au point z, est, elle, donnée par
= — A
d? Z(2) _ i+ 1 2 z—1 (5.76)

Td? |, @ 28 (F-z+ih) WA (1—z+4A) A

Dans la limite du continuum semi-infini et pour W(t) suffisamment grand,
d’une part le comportement du point col en fonction des différents parametres
est déterminé analytiquement, d’autre part la dérivée seconde de = au point
zp est simplifiée.

En effet lorsque A > 1, les deux termes en In~' A des relations (5.74) et
(5.76) sont négligés. De plus la solution numérique exacte de 1’équation
(5.74) nous montre que 2o est suffisamment grand pour pouvoir négliger
(229)~! devant In z, dans 'équation (5.74) et (22%)~! devant 25’ dans l'ex-
pression (5.76).

D’apres I’équation (5.74) ainsi simplifiée, la position du point col varie en
fonction du couplage W (t) = V2(¢)/8 et de la largeur A de la bande comme
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zg~—t W(t) InA (5.77)

et selon expression (5.76), également simplifiée, la dérivée seconde au point
col est donnée par

d? Z(z) 1
= —. 5.78
dz? 20 20 ( )

L’expression (5.75) n’est pas simplifiée car elle intervient dans une fonction
exponentielle dans la relation (5.73). L’introduction des relations (5.75) et
(5.78) dans I'expression (5.73) du coefficient b, (t) conduit &

2 (20 — iA) " 1A . %+iA +1—z
(%—-zo—%—z'A) InA  InA %—-zg—{—i/\ 2 0
(5.79)

bo(t) = —1i exp (

On effectue alors le changement de variable 12, = -;— — 29, puis grace a la
relation (5.77), on a Zy ~ —W(t) InA ou 1 a été négligé devant W (t) In A
dans la limite o A > 1.

Le nombre complexe (3 + iA)(3 — 2z + iA)"! devient donc

(A — HW(E) InA + A)7! et est réécrit sous la forme

(A% + i—)% (W(t) InA + A)~! exp(iarctan 31). Ainsi, le logarithme de 1’ex-
pression (5.79) devient

LyiA (A2 +1)7 -1
2 =1 4 ' —. 5.8
T W(t) InA+A +rarctan of (5.80)

5=

In

La norme du coefficient b, (t) est obtenue en ne conservant que la partie réelle
de 'argument de la fonction exponentielle dans ’expression (5.79). On trouve
grace a relation (5.80)

arctan — (5.81)

6o (2)| = exp (“ W) mA+A nA  nA 24

W(t) InA+ 4 A 1)

Valeurs asymptotiques de b,

Dans la limite ott le couplage W (¢) est suffisamment grand, le compor-
tement de |b,(t)| est décrit par deux valeurs asymptotiques différentes selon
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le désaccord A. Dans tous les cas, A et 4 sont négligés devant W (¢t) lnA,
|ba (t)| devient alors

b ()] = exp [-le (1 _ Aarctan 51}'\')] . (5.82)

Pour les petites valeurs de désaccord, A < 1, on a également A arctan % <1,
le second terme de I’exponentielle est alors négligé et |b,| est donné par

1 1

dans la limite ol A < 1 et A > 1.
Pour les grandes valeurs de désaccord, A > 1, nous utilisons le fait que

T arctan — — 1 lorsque z > 1, ainsi
x

1 1
|bo (t — +00)| = exp (—2 lnA) ~1-— SIA (5.84)

dans la limiteou A > 1 et A > 1.

5.3.3 Probabilité de transition

Nous avons vérifié numériquement que la contribution des coefficients
bm(t) & la projection (pq r|¢) de I'état ¢ du systéme sur I’état adiabatique
©a,r est négligeable devant celle de b,(t).

[ L

Par ailleurs, le coefficient de normalisation (1 + Kv_ﬂé(%)” de @qa, g, équa-

tion (5.48) est proche de I'unité et varie doucement.

En effet pour t < 0, le couplage W(t) ~ e 2" est faible donc le rapport
7\—% est petit.

Pour ¢ >> 0, I’état adiabatique ¢, g est tres fortement repoussé de la limite
inférieure du continuum par le couplage, comme on peut le voir sur la fi-
gure 5.4. L'énergie E(t) de yq r est donc trés grande en valeur absolue et

assure la faiblesse du rapport A‘fg()t) pour t > 0.

En conséquence, les populations P,4;, et Py, des états adiabatique et diaba-
tique sont quasiment identiques. Elles ne different que d’un facteur de ’ordre
de ’unité variant peu avec les parametres W (t), A et A. Leur comportement
en fonction de ces parametres du modele est donc donné par

Padia ~ Pdia - |ba(t)l2 (585)
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oll bo(t) est décrit par la représentation en série (5.68) pour les petites valeurs
du couplage W (t) et par expression intégrale (5.73) pour les plus grandes
valeurs de W ().

5.3.4 Résultats

La figure 5.6 présente les populations P,4, ~ Py, en fonction des pa-

. . . W . . .
rametres sans dimension %Y—) et 5’}7 en échelle logarithmique pour deux va-

leurs de largeur de bande: (a) —2—% =10 et (b) % = 10°.

La représentation en série (5.68) est utilisée pour —V%Q < 1.3, apres quoi elle
ne converge plus, on se sert alors de la représentation intégrale (5.73) pour
%,(-yﬂ > 1.3. On voit sur la figure 5.6 que les deux représentations se raccordent
correctement.

Pour les petites valeurs de désaccord, A < 2+, les populations P, 4, et Py, ini-
tialement égales & un décroissent au cours du temps et atteignent rapidement
la valeur asymptotique non nulle 1— E?Z obtenue & partir de I’équation (5.83).

De plus pour —@ < 1.3, la courbe de P,4, ~ Py, présente des oscillations
dont 'amplitude décroit fortement lorsque W (t) augmente. La fréquence de
ces oscillations dépend de la largeur A du continuum.

Ce phénomene est caractéristique des processus cohérents [34](b) & faible

défaut d’énergie pour lesquels les oscillations se font & la fréquence de Rabi

7}
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F1G. 5.6 ~ Populations Py, ~ P, des états adiabatique de plus basse énergie
. . 0 . \ . . Wit A
Var et diabatique @2 en fonction des paramétres sans dimension & et A
a, o 2y 2y

La largeur de la bande est (a) % = 105, (b) % = 10°.
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s
IR
Rt
LT
TR

Padia ~ Pdia

F1G. 5.7 — Comportement asymptotique des populations P,giq ~ Pug de U'état
adiabatique de plus basse énergie @o g et de l’état diabatique ©° en fonction

des paramétres sans dimension %8 et A pour des largeurs de bande (a)

27y 27
A =10°% et (b) A =10°.

qui est proportionnelle & 'intensité du couplage. Dans notre situation, le ni-
veau discret est d’autant plus fortement couplé a la bande que celle-ci est
large car elle contient d’autant plus d’états participant au couplage.

La diminution de ’amplitude des oscillations est causée par I’augmentation
du défaut d’énergie au cours du temps. L’état adiabatique o r est en effet
fortement repoussé de la limite inférieure du continuum par le couplage ex-
ponentiellement croissant dans le temps.

Pour K‘;_EIQ > 1.3, les oscillations ont totalement disparues de la représentation
intégrale (5.73). Cette disparition est la conséquence du choix de négliger la
contribution du point de branchement z = % + 1A comme cela est détaillé a

la fin du paragraphe Forme intégrale de b,(t) de la section 5.3.2.

Pour les grandes valeurs de désaccord, A > 27, les populations P,g, et Py,
restent égales & un, tant que le couplage W (¢) est inférieur au défaut d’énergie
A. Lorsque W (t) ~ A, Puaia et Py, décroissent vers la valeur asymptotique
1 — 5 obtenue & partir de la relation (5.84).

La  figure 5.7 présente le comportement asymptotique de
Pogia ~ Pua = |ba(t)|? pour deux valeurs de largeur de bande % = 108
et % = 10°. La forme asymptotique du coefficient b,(¢) est donnée par 'ex-

pression analytique (5.81).
L’importance sur la décroissance de la population du point ou W (t) devient
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de I'ordre de grandeur du défaut d’énergie lorsque celui-ci est supérieur a 2+
y est bien visible ainsi que les deux valeurs asymptotiques distinctes selon
que le défaut d’énergie A est supérieur ou inférieur au taux de croissance 2y
du couplage au carré V2(t) = V22,

Dans le cas du couplage d’un niveau avec un continuum par un terme constant
ou sinusoidal, la regle d’Or de Fermi prévoit une décroissance exponentielle
de la population du niveau.

Pour ce modele de couplage exponentiel & la limite d’un continuum semi-
infini, le comportement de la population du niveau donnée par P,.,, équation
(5.3), donc par P,y ~ Piiq, est totalement différent. La décroissance est rapi-
dement interrompue par une tendance asymptotique constante non nulle. Ce
phénomene est di a la fois a la forme exponentielle du couplage, nous avons
vu au paragraphe Résultats de la section 5.2 que dans le cas du croisement
linéaire la décroissance exponentielle est ralentie mais pas supprimée, mais
également & la présence de la limite inférieure du continuum & ’origine des
deux valeurs asymptotiques non nulles distinctes selon la valeur du défaut
d’énergie.

5.3.5 Justification des approximations

Revenons sur les différentes approximations nécessaires & I’obtention des
représentations en série (5.68), intégrale (5.73) et asymptotique (5.81) du
coefficient b, (t).

Forme discréte de b,(t)

Le développement en série exact de b,(t) est donné par I’expression (5.60).
La premiére approximation consistant & négliger % — [ devant A dans cette
expression, est justifiée par le fait que ’on considére dans ce travail la limite
A>1.
Cette justification est renforcée par le comportement de I’expression (5.60),
dominé par les premiers termes de la série: plus de 99% de la valeur de b,(t)
est contenue dans les quarante premiers termes. En conséquence ’entier [ est
toujours nettement inférieur & A dans les termes contribuant significative-
ment.

La seconde approximation, sur la relation (5.61), est basée sur le fait que

. InfA—i{i~2 .
le parametre r = w est petit devant un.

Quelle que soit la valeur de I, 7 < 1 pour A > 10% et A < €B.
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Pour les valeurs de [ contribuant principalement & 1’expression (5.60) et pour
des largeurs de bande correspondant aux résultats présentés, A > 108, le rap-
port 7 est inférieur & 0.7 pour A < €' et méme inférieur & 0.3 pour A < €°.
En conséquence, I’erreur sur chaque terme de la somme de Pexpression (5.60)
est inférieur & 40% pour A < €' et inférieur & 3% si A < €5.

La troisieme et derniére approximation faite sur la forme discréte du co-
efficient b,(t) concerne I'utilisation du développement asymptotique (5.66)
du logarithme d’une fonction I' dans la relation (5.65).

L’usage de ce développement est d’autant plus valable que la partie réelle de
I'argument de la fonction I" est positive et grande et que sa partie imaginaire
est petite. En conséquence 1’égalité (5.67) est d’autant plus exacte que k est
grand et A petit.

Pour A < €, D'erreur relative entre les deux membres de 1’égalité (5.67) est
au maximum de 40% pour k = 1 et décroit trés rapidement avec k. Pour
A < 1, erreur est inférieure & 5% en valeur relative.

Finalement 'erreur relative entre la représentation exact (5.60) de b,(t) et
sa forme approchée (5.68) est de moins d’un pourcent quels que soient la
largeur de la bande et le défaut d’énergie.

Forme intégrale de b,(t)

Pour le travail sur la forme intégrale (5.70) de b, (¢), nous utilisons, comme
pour la représentation discréte, le développement asymptotique (5.66) de la
fonction I'(z).

Le chemin d’intégration € entourant dans le plan complexe le demi-axe réel
négatif, 'erreur commise par 'utilisation de la forme asymptotique de I'ex-
pression (5.66) est d’autant plus petite que |Re(z)] est grande. Dans ce cas,
la valeur de la partie imaginaire de z n’a pas d’incidence sur I’erreur. Pour
les petites valeurs de |Re(z)| I'erreur est d’autant plus petite que |Im(z)| est
grande.

L’approximation consistant a faire usage de cette forme asymptotique est ici
justifiée par le fait que la partie imaginaire du point de phase stationnaire
29, apportant la contribution principale & I'intégrale de chemin €, est suffi-
samment grande en valeur absolue pour que ’erreur relative sur la valeur de
['(29) soit inférieur & 1%.
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Expression analytique de b,(¢)

Afin d’obtenir la forme analytique asymptotique de b, (%), nous utilisons
la solution analytique approchée (5.77) de 1'équation (5.74) déterminant le
comportement du point col zy avec les parametres W (t), A et A. Bien que
cette solution approchée soit trés peu précise, l'erreur relative sur la position
de 2y est supérieure & 100%, la différence relative entre la forme (5.73) ou zg
est déterminé numériquement, donc de maniere exacte et la forme asympto-
tique (5.81) pour laquelle nous avons utilisé I’expression analytique approchée
(5.77) de zy est au maximum de 0.4%.

5.4 Probabilité de transition et vitesse de col-
lision

Plus la vitesse de la collision est importante, plus rapidement le niveau
et la bande sont couplés.
Dans le modele de croisement linéaire, la pente o de la dépendance tempo-
relle de I'énergie A,(t) = at du niveau ¢? contréle la vitesse & laquelle le
niveau croise la bande et donc interagit avec elle. Dans le modéle de cou-
plage exponentiel, c’est v qui détermine le taux de croissance du couplage
V(t) = Ve au cours du temps. En conséquence de ’approximation de tra-
Jectoire linéaire, les parametres « et v dépendent linéairement de la vitesse v
de la collision, comme c’est la cas pour les modeéles & deux niveaux Landau-
Zener et de Demkov. Les autres paramétres sont indépendants de v.

Dans le cas du croisement linéaire, la probabilité P, de transition entre
I'état ¢f et la bande {¢9,} & I'issue de la collision, donnée par la relation (5.3)
devient, en terme de P,4, et Py,

Piapaia
Pyons =1 — szia_*_Pz?dia_”L*LW
Vi~ 5w

Dans le cas du couplage exponentiel, P,g, ~ Py, et le facteur de normalisa-
1

tion (1 + K%) e 1, donc Pyqns se simplifie en

(5.86)

Pyans =1— Pj,. (5.87)

La figure 5.8 présente la probabilité P,,,,s en fonction de la vitesse de colli-
sion et (a) du couplage W dans le cas du croisement linéaire, (b) du défaut
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F1G. 5.8 — Probabilités de transition du systéme du niveau ¢ la bande a l'issue
de la collision en fonction de la vitesse de celle-ci et (a) du couplage W pour
le modéle de croisement linéaire, (b) du défaut d’énergie A pour le modéle de
couplage exponentiel. La largeur de la bande est A = 108.

d’énergie A dans le cas du couplage exponentiel.

Pour le modele de croisement linéaire, la trajectoire A, (¢) du niveau 2 s’in-
verse a linstant ¢, ol I'énergie du niveau adiabatique ¢, r vaut
E(ty) = -W.

Dans le modele de croisement linéaire, Pi.q,s est nulle & vitesse nulle. Elle
croit avec 'augmentation de la vitesse, d’autant plus rapidement que le cou-
plage est faible, pour atteindre la valeur asymptotique 0.8 d’autant plus tard
que le couplage est grand.

Dans le modele de couplage exponentiel, la probabilité P,..,s tend vers zéro
lorsque la vitesse de la collision tend vers zéro ou vers de grandes valeurs.
Entre ces deux limites, le comportement est différent selon la valeur du défaut
d’énergie A par rapport au couplage W.

La figure 5.9 présente la variation de Pj.,, avec la vitesse dans deux cas
représentatifs des situations A < W et A > W.

Si A < W, figure 5.9(a), Pirans croit rapidement, présente des oscillations
d’amplitude croissante autour d’une valeur constante puis décroit lentement
vers zéro.

Si A > W, figure 5.9(b), Piens croit rapidement, atteind un maximum pour
de tres faibles valeurs de la vitesse puis décroit vers zéro. Plus le couplage est
fort, plus le maximum de Pj.q,s est atteind pour des vitesses proches de zéro
et plus il est petit. On observe au cours de la décroissance la réminiscence
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F1G. 5.9 — Probabilités de transition du systéme du niveau vers la bande a
Iissue de la collision pour le modéle de couplage exponentiel, en fonction
de la vitesse pour (a) A = €77 et (b) A = €2, deuz cas représentatifs des
situations A < W et A > W pour W =1 et A =108.

d’une oscillation & la méme position que V'oscillation de plus grande ampli-
tude de la figure 5.9(a).

5.5 Des modeles d’interaction & plus de deux
niveaux

De nombreux modeles inspirés de la dynamique du probléme de Landau
et Zener ont été développés, considérant le plus souvent le croisement d’un
niveau et d’une bande d’états paralléles, probléme de Demkov et Osherov.
Nous présentons dans cette section les résultats marquants obtenus dans le
cadre de quelques-uns de ces modeles. Notons que les méthodes basées sur le
couplage exponentiel de plus de deux niveaux sont rares.

5.5.1 Le modeéle linéaire de Demkov et Osherov

Le modele de croisement linéaire d’un niveau et d’une bande présenté au
paragraphe 5.2 fait partie de la catégorie des problémes étudiés par Dem-
kov et Osherov [75]. Ils considérent un ensemble d’états paralléles mais non-
équidistants, croisés par un état dont I’énergie dépend linéairement du temps.
Cet état est couplé a chacun des autres niveaux n’interagissant pas entre eux
car ils sont décrits dans leur base propre. La forme générale du hamiltonien
est
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Vi A
Hy=1| V2 A . (5.88)
Vit At

Le hamiltonien (5.1) que nous avons utilisé avec les conditions (5.17) repré-
sente le cas particulier pour lequel Vi =V, =... =Vyy =V et A\, = mB.
La différence essentielle vient de ce que nous considérons la limite d’un conti-
nuum semi-infini. Ceci nous permet de mettre en évidence le réle crucial joué
par la présence de la limite inférieure de la bande dans le ralentissement de
la décroissance exponentielle de la probabilité de transition, comme cela est
discuté au paragraphe Résultats de la section 5.2.

Lorsque les termes non-diagonaux V; sont petits devant );, la distance entre
les termes adiabatiques & chaque croisement des termes diabatiques est pe-
tite en comparaison de la distance aux autres nivaux. En conséquence chaque
région de croisement peut étre considérée indépendamment et la probabilité
de transition d’un état [ a un état m est obtenue en multipliant les pro-
babilités de transiton a deux états dans chacune des régions de croisement
successivement traversées pour joindre les états [ et m. La probabilité P,; de
transition non-adiabatique & deux états est donnée par la formule de Landau
et Zener (3.26).

Cependant, lorsque V; > );, les régions de croisement donc de transition
ne peuvent étre considérées comme indépendantes car elles se recouvrent. En
toute généralité la probabilité de transition totale ne peut alors étre exprimée
sous forme du produit des probabilités & deux états. Dans ce cas, Demkov
et Osherov ont développé une méthode pour laquelle il est nécessaire que les
éléments de matrice V; soient indépendants du temps. Ils cherchent alors la
fonction d’onde électronique du systéme, solution de I’équation de Schrédin-
ger dépendante du temps sous forme d’une intégrale de chemin. Grace &
la détermination adéquate du contour d’intégration, Demkov et Osherov
montrent que la probabilité P, de transition de 1’état m & ’état [ est donnée
par
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Pmm = Pm,

PmO = (1 _pm)pm+1'--pM7
(5.89)
Pml-:OSi/\[</\m, :

Prt = (1= Pm) Pmy1---01m1 (1= 1) si N > A,

ol py, désigne la probabilité de transition non-adiabatique entre les états
m — 1 et m au m®™® croisement, p,, est donnée par la formule (3.26) de
Landau et Zener.

Par ce résultat, Demkov et Osherov montrent donc que quelle que soit la force
du couplage V;, la probabilité de transition finale peut étre calculée grace au
produit des probabilités des événements élémentaires impliquant deux états
dans chaque zone de croisement successivement traversée.

5.5.2 D’autres modeles

Apres le modele de Demkov et Osherov, I'un des plus célébres problémes
de croisement linéaire entre un état et une bande, nous présentons succin-
tement dans ce paragraphe trois modeles représentatifs de la diversité des
études faites dans le domaine de I'interaction niveau-bande.

Tout d’abord, un modéle & la limite de 'interaction & deux niveaux, dans
lequel on considére le croisement de deux états dont celui de plus grande
énergie est couplé a un continuum [82]. Cette étude montre 1’absence de mo-
dification de la probabilité de transition entre les deux états, par rapport &
la forme (3.26) obtenue par Landau et Zener.

Les modeles a deux niveaux tels que ceux développés par Landau, Zener ou
Demkov se montrent souvent efficaces pour décrire les collisions atomiques.
Cependant il est parfois nécessaire d’avoir recourt & des méthodes plus com-
plexes. C’est le cas si I’on souhaite décrire le phénomene d’ionisation dans
les collisions lentes d’atomes neutres du type A+ B — A+ Bt +¢".

Dans ce cas en effet, I’électron venant d’étre arraché baigne dans le champ
électrostatique du systéme AB™, ce qui peut amener ’atome B & ne pas étre
ionisé mais simplement excité. Un modele de croisement linéaire entre un
niveau et une bande d’états discrets paralléles suivie d’un continuum [83] a
donc été développé afin de tenir compte des possibilités d’excitation et d’io-
nisation.
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Les collisions sont parfois des phénomeénes indésirables que 'on souhaite
éviter. C’est le cas par exemple lorsque I’on cherche a refroidir des atomes en
les piégeant. Lors d’une collision, un atome peut acquérir une énergie suffi-
sante pour lui permettre de quitter le piege.

Lorsque les deux atomes sont a courte distance internucléaire, ils forment une
quasi-molécule. Le couplage de ’état fondamental de cette quasi-molécule a
un état moléculaire répulsif, grace & un laser, permet d’empécher les atomes
d’entrer en collision a trop courte distance.

Afin de modéliser ces collisions perturbées par le couplage du laser, un modele
de croisement linéaire d’un niveau et d’une bande d’états paralleles a été
développé. 1l ne s’agit toutefois pas exactement du modele de Demkov et
Osherov. En effet les auteurs [84] considérent trois zones: la région centrale
ou se font les croisements et les régions de gauche et de droite dans lesquelles,
soit la pente du niveau est différente, soit des conditions aux limites sont im-
posées, de sorte que 1’écart entre le niveau et la bande ne diverge pas lorsque
le temps ¢ — Foo.

Dans ce cadre, des transitions dites contre-intuitives peuvent survenir. Il
s’agit de transitions pour lesquelles le second croisement dans le déroulement
de la collision, précede le premier. Dans certains cas, la protection contre les
collisions, créée par le laser, n’est pas totale, les transitions contre-intuitives
permettent de reproduire ce comportement.
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Chapitre 6

Comparaison avec ’expérience

Dans ce chapitre, nous appliquons les modeéles d’interaction niveau-con-

tinuum semi-infini développés au chapitre 5 aux collisions entre atomes et
agrégats. Des études théoriques ont été menées il y a quelques années sur le
processus d’échange de charge dans des collisions bien particuliéres:
Nafy + Na [85]. Nous nous proposons ici de mettre en évidence les grandes
lignes du comportement des sections efficaces avec la taille de 'agrégat et la
vitesse de collision.
Pour cela, nous comparons les sections efficaces théoriques d’échange de
charge, calculées a partir de la probabilité de transition non-adiabatique entre
le niveau et la bande, aux résultats expérimentaux obtenus au Laboratoire
Aimé Cotton [41].

Dans ces expériences, un faisceau d’agrégats simplement chargés et triés en
masse traverse une vapeur d’atomes neutres suffisamment diluée pour qu’en
moyenne, l'agrégat subisse au plus une collision. Afin de ne détecter que
les agrégats neutralisés lors de la collision, un tension décélératrice permet
d’arréter les agrégats restés chargés.

Trois systemes collisionnels ont été étudiés expérimentalement :

~ agrégat de lithium - atome de césium, L7,C's,

— agrégat de sodium - atome de césium, Na,Cs,

— agrégat de lithium - atome de potassium, Li, K,
afin de pouvoir discriminer le role du projectile et de la cible.
Pour chacun de ces systémes, la section efficace d’échange de charge a été
mesurée pour une taille n et une vitesse de collision v donnée. Les gammes

de taille et de vitesse couvertes vont de quelques atomes a plusieurs dizaines
et de 102 & 10! unités atomiques pour la vitesse [86].



174 Comparaison avec ’expérience

Les sections efficaces théoriques obtenues dans le cadre du modeéle de croise-
ment linéaire ne sont pas discutées car leur comportement en fonction de la
taille de ’agrégat ne reproduit pas les résultats expérimentaux. Nous nous
concentrons donc sur le modele de couplage exponentiel pour lequel I’accord
avec les mesures expérimentales est beaucoup plus satisfaisant. Pour cela,
les parameétres du modéle, %, % et QA doivent étre reliés aux parametres
expérimentaux que sont la vitesse de Afa collision, la taille de ’agrégat et,
par l'intermédiaire des potentiels d’ionisation, la nature de 'atome et de

I’agrégat.

6.1 Parametres théoriques et expérimentaux

Dans cette section, nous exprimons successivement A, W et v en fonction
des parameétres expérimentaux.
Le défaut d’énergie A est obtenu a partir des potentiels d’ionisation, W et y
grace a la probabilité de transfert de ’électron par effet tunnel.
La distance R, a laquelle a lieu I’échange de charge apparait naturellement
dans les expressions de W et «y et est donc également déterminée.

6.1.1 Défaut d’énergie A

Le défaut d’énergie A est la différence d’énergie électronique du systéme
lorsque 1’électron est sur 'atome et lorsqu’il se trouve sur ’agrégat, dans son
état fondamental.

On relie donc A a la différence des potentiels de premiére ionisation

A = PI(agrégat) — PI(atome). (6.1)

Le potentiel d’ionisation de I'agrégat dépend de sa taille, il est donné grace
au modele de la goutte liquide [41] par

PI(agrégat) = PI(solide) (6.2)

+ 3
ou PI(solide) est ’énergie nécessaire & l’extraction d’un électron du solide
massif et le rayon R, de l'agrégat est 1ié au nombre n d’atomes qu’il contient
par

R, =1, n3 (6.3)

ol rs est le rayon de Wigner-Seitz.
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PI(Cs) = 0.143 w.a. | PI(Li — solide) = 0.088 u.a. | r,(Li) = 3.25 u.a.
PI(K)=10.160 u.a | PI(Na —solide) = 0.1 u.a. |r;(Na) = 3.93 u.a.

TAB. 6.1 — Valeurs en unités atomiques des potentiels d’ionisation atomiques,
du solide et des rayons de Wigner-Seitz pour les trois couples Li,Cs, Na,C's
et L1, K.

Les valeurs en unités atomiques des potentiels d’ionisation atomiques, du
solide et des rayons de Wigner-Seitz pour les trois systémes collisionnels
étudiés, sont résumés dans le tableau 6.1.

6.1.2 Transfert de ’électron par effet tunnel

D’apres la regle d’Or de Fermi [56](d), la probabilité de transition par
unité de temps entre un niveau et un continuum est proportionnelle au carré
de la perturbation responsable de cette transition multipliée par la densité
d’états du continuum. Dans notre modele, W () = V2(t)/8 est donc, & un
facteur 27 pres, la probabilité de transfert de ’électron & I'instant ¢.

Dans le cas d’une collision au cours de laquelle le défaut d’énergie est qua-
siment constant mais le couplage varie rapidement avec la distance inter-
nucléaire, la réaction se produit au voisinage de 'instant ¢, auquel le cou-
plage égale le défaut d’énergie. Comme cela est montré au paragraphe 6.1.3,
a cet instant la distance internucléaire R, est grande, I’échange de charge se
fait donc par effet tunnel. Ainsi, le parametre W (t,) est relié a la probabilité
de transfert de 1’électron par effet tunnel,

1

W(t,) = o Fesptun.. (6.4)

En toute généralité, la fonction d’onde ¢ d’un électron d’énergie £ a la
position r dans un potentiel U(r) se comporte comme

Y ~ exp (zr\/m) : (6.5)

Ainsi la probabilité de présence de I’électron a la position r est donnée par

B ~ exp [—2 Im (TM)] . (6.6)
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Donc la probabilité de présence au point r d’une trajectoire T d’un électron
d’énergie E se déplacant dans un potentiel U(r) est

exp [—2 Im ( /:r \/2—[E—T(7")]dr’>] . (6.7)

L’expression (6.7) donne la probabilité que I’électron franchisse la barriere de
potentiel lorsqu’il s’en approche. Cependant I’électron oscille dans le puits de
potentiel, aussi n’est-il pas constamment en mesure de franchir la barriére.
Afin d’obtenir la probabilité de transfert de ’électron par effet tunnel, il faut
donc multiplier 'expression (6.7) par la fréquence d’oscillation de ’électron
dans le puits de potentiel. Ainsi d’aprés la relation (6.4), le parametre W (t,)
est donné par

W(t,) = Kig‘ﬁ = -,} exp [~2 Im ( L \/m)‘]dr’)] , (6.8)

ou T est la période d’oscillation de I’électron.

Energie E de P’électron

Pour I’étude de ’échange de charge, F est 1’énergie nécessaire pour ioniser
le systeme atome-agrégat.
Afin d’évaluer son expression, nous séparons la procédure d’ionisation du
systeme en trois étapes.
Tout d’abord, nous éloignons ’atome neutre de 1'agrégat, ce qui ne demande
aucun travail car I’atome est neutre.
Lorsque les deux partenaires sont infiniment éloignés, nous ionisons ’atome,
il faut pour cela une énergie égale au potentiel d’ionisation PI(atome).
Enfin, nous approchons & nouveau l'atome de I’agrégat, & la distance R,
a laquelle se fait ’échange de charge. L’énergie nécessaire & cette étape est
I’énergie de répulsion coulombienne entre I’agrégat et I’atome portant chacun
une charge élémentaire positive. L’atome est considéré comme ponctuel, alors
que I'on tient compte de la taille finie de ’agrégat. Afin de considérer ’effet
de la polarisation de 1'agrégat lorsque I’atome s’en approche, nous utilisons
le modele de la charge image détaillé en annexe F’. Ainsi 1’énergie E de
P’électron s’écrit

_ R,+ R, R,

E = —PI(atome) 72 + R - R
ou R, et R, sont respectivement le rayon de I’agrégat, donné en fonction de
son nombre d’atomes par I’expression (6.3) et la distance internucléaire 3 la
laquelle le couplage V() est égal au défaut d’énergie A.

(6.9)
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Potentiel U(r)

Le potentiel dans lequel se déplace 'électron échangé est la somme des

potentiels d’interaction électrostatique entre ’électron et, d’une part I’atome,
d’autre part 'agrégat.
Si ’échange de charge a lieu, il intervient au voisinage de la distance inter-
nucléaire R, & laquelle le couplage devient égal au défaut d’énergie. Nous
considérons que la distance entre 'atome et ’agrégat ne varie pas pendant
I’échange de charge et reste donc égale a R,.

Par ailleurs, I’atome est considéré comme ponctuel alors que ’on tient compte
de la taille finie de ’agrégat, donc de sa polarisation en présence de I'électron
et de 'atome chargé. Ainsi, grace & la méthode des charges images, expli-
citée dans ’annexe F’, on détermine les énergies d’interaction électrostatique
Uat(r) et U,y(r) de I’électron avec 'atome et 'agrégat respectivement situés
aux distances r et R, — r. On obtient

U(T) == Uat(’/') + Uag(’f')

1 . 11 1 1Y_1 (6.10)
R,—r ¢ ”—-R2 rR,—R2 1?2 rR, T
ou R, est le rayon de I’agrégat donné par I’expression (6.3).
Période d’oscillation T
La période d’oscillation est donnée par
T
T=2 / dt (6.11)

ou r, et 7, sont les points de rebroussement classiques ot U(r) = E. Grace &
la relation entre la quantité de mouvement p de I’électron et son énergie F,

_ o _
-2 =

Th [ 2
T= [a md’l‘, (613)

elle est calculée numériquement.

P 2[E - U(r)], (6.12)

la période T devient
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Trajet T de I’électron

Dans le modeéle considéré, 1’électron est transféré de I’atome a ’agrégat
lorsqu’ils sont séparés de la distance R, a laquelle le couplage est égal au
défaut d’énergie. La trajectoire suivie par 1’électron échangé est donc la dis-
tance R, — R,. :
Cependant, lorsque I’électron échangé approche de ’agrégat, sa présence in-
flue sur la position du nuage d’électrons délocalisés. Leur déplacement est pris
en compte dans le trajet T qui est donc le déplacement dans un hyper-espace
de dimension 3n des n — 1 électrons délocalisés de ’agrégat et de 1’électron
échangé. Ainsi le déplacement dr’ apparaissant dans ’expression (6.8) est la
somme

n—1
dr' = (dr0)2+Z(dri)2
i=1

(6.14)

< [ dr;\?
=dr 1+ :
0 Z (d'f' 0 >
i=1
des déplacements drqy de I’électron échangé et dr; des électrons délocalisés de

I’'agrégat.

La divergence de la position de I’électron ¢ correspond 3 la variation rela-
tive locale de la densité p du nuage d’électrons de valence de I'agrégat

div 7 = —5—@ (6.15)

La variation locale de densité dp est créée par le champ électrique E (7;) pro-
duit par I’électron échangé au point 7;. Ainsi dp est liée & E(7;) par I’équation
de Maxwell-Gauss, qui s’écrit, dans le vide et en unités atomiques,
div E(7;) = 1672 6p. (6.16)
Le regroupement des équations (6.15) et (6.16) permet d’obtenir la position
7; de 'électron ¢ en fonction du champ E' créé par I’électron échangé, sous la
forme
P = i (6.17)

avec
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électron échangé

électron 2

agrégat

F1G. 6.1 - Positions relatives de l’électron échangé, de ’électron de valence i
et de l’agrégat au cours de ’échange de charge.

,,‘.‘;
— 18
(618)

ol 7; est la distance entre 1’électron échangé et 1’électron i du nuage.

Afin de pouvoir estimer le déplacement dr’', expression (6.14), il nous faut
déterminer I'influence g—:—g du déplacement de I’électron échangé sur la posi-
tion de I’électron délocalisé 7.

A cet effet, comme cela est schématisé sur la figure 6.1, la position 7; de
’électron 7 par rapport & I’électron échangé est décomposée comme la somme
de la position 7 du centre de I’agrégat par rapport 3 I’électron échangé et de
la position §; de I’électron 4 par rapport au centre de I’agrégat. Ainsi, grace
aux expressions (6.17) et (6.18), on trouve que le rapport ‘Ei;% s’écrit

dr; 19+ y;cosb;

= 19
drg 8m2p r} (6.19)

ot 6; est angle entre les vecteurs 7 et §;. Pour obtenir la relation (6.19), nous
faisons I’hypothése que la variation de densité ép est petite et considérons
donc la densité p comme constante.

Afin de pouvoir effectuer la somme discréte sur ’indice 7 présente dans l’ex-
pression (6.14), nous considérons que la densité d’électrons délocalisés est
suffisamment importante pour pouvoir remplacer la somme discréte par une
intégrale sur I’ensemble du volume V de ’agrégat. La relation (6.14) devient
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alors

dr' :dro\/l—i—/ ”’J’y’mw) p dv. (6.20)

8m2p r}

L’intégrale sur le volume V de I’agrégat est explicitée de sorte que dr' devient

d’l", = P(To) d’l‘o (621)

ou

3 ™ Rq 2 . cos 0:)2
F(ro):\/l—{- ’s / d (cos 6;) / dy; & (“’fy%foﬁ 1) (6.22)
0

2471'2 (TO -+ yi)

ot nous avons utilisé la relation 47p = 3/r3 entre la densité électronique p
et le rayon de Wigner-Seitz r,.
L’expression (6.8) de W devient donc

W(R,) = % exp {—2 Im ( /:' V2[E = Ul(ro)] T(ro) dro)] (6.23)

ol E, U(rg), T et I'(ro) sont respectivement donnés par les relations (6.1),
(6.10), (6.13) et (6.22). Les intégrales sont évaluées & 1'aide de mathemati-

ca® .

6.1.3 Distance internucléaire de réaction R,

Dans les expressions (6.9) et (6.10) de I’énergie de I’électron échangé et
du potentiel électrostatique dans lequel il se déplace, nous voyons intervenir
la distance R, définie comme la distance internucléaire & laquelle le couplage
égale le défaut d’énergie. L'instant ¢, correspondant & R, est choisi comme
origine de ’axe temporel, le couplage est donc rééerit sous la forme

V(t) =V et (6.24)

La définition de ¢, stipule alors

V(t,) =V = A. (6.25)

Nous ne connaissons pas I’expression de V' en fonction des parametres expé-
rimentaux, par contre, nous avons déterminé le rapport W = V2/3, équa-
tion (6.8), précisément au point t,. Afin d’obtenir la forme de V(%,), il nous
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faut donc évaluer 57, c’est & dire la densité d’états typique d’un agrégat.
Pour cela, nous calculons ’écart AE entre les niveaux 1s et 2s d’un agrégat
en fonction de sa taille et considérons (AE)™' comme une estimation de la
densité d’états typique 5.

L’énergie E; d'un niveau électronique ! est lié au vecteur d’onde k; par
E, = k}/2. La quantification des vecteurs d’onde kis et kog des états 1s
et 2s donne ki, = /R, et ko = 21/ R, ol R, est le rayon de ’agrégat. Ainsi
la densité d’états électroniques S~ d’un agrégat en fonction de sa taille est

2 2
-1 a 2Ra
= = ) 6.26
b Eys — Fy 3 (6.26)
La définition (6.25) de l'instant ¢, est alors
Wity) = 1/ >0 \lp) (t”)—A 6.27

ol A et W(t,) sont données par les expressions (6.1) et (6.8).

Dans 'approximation de trajectoire linéaire, la distance internucléaire R,
est liée 3 'instant ¢, par

v
ou v est la vitesse de collision et 8 ’angle définissant le parametre d’impact
comme cela est schématisé sur la figure 6.2.

6.1.4 Parametre vy

Le paramétre y définit la vitesse de croissance du couplage. Grace & la
définition (6.24), -y est lié au rapport W (t) = V2(t)/8 par

dw (t)

| =2 W), (6.29)

tp

Nous en déduisons que

v =3 (% {mW(m)tp

(6.30)
1 v d

Sy (E fin W(R)]) N
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-

. trajectoire .

‘ de 'atome Y

F1G. 6.2 — Définition de quelques paramétres géométriques de la collision.

ou nous avons utilisé I’expression (6.28) liant la distance internucléaire au
temps & l'instant £,. Le parameétre W au point R, est donné par l’expres-
sion (6.23).

6.2 Section efficace

Les parameétres A, W et v sont liés aux parametres expérimentaux par
les expressions (6.1), (6.23) et (6.30). La largeur A du continuum reste pour
le moment un parametre libre.

Nous sommes donc en mesure d’exprimer la probabilité Pi..,, de transfert
de I'électron de I'atome vers I’agrégat, donnée par les expressions (5.85) et
(5.87), en fonction de la vitesse v de collision, le rayon R, de agrégat, la
nature de I’atome et de I’agrégat et le parameétre d’impact défini par ’angle 6.

Dans les expériences telles qu’elles sont réalisées, c’est la section efficace
intégrée sur les parametres d'impact qui est mesurée. Afin de pouvoir compa-
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rer les résultats théoriques aux mesures expérimentales, nous devons calculer
la section efficace d’échange de charge en intégrant la probabilité Pi.q,s sur
les parametres d’impact. La réaction ayant lieu au voisinage de la distance
internucléaire R, I'intégration se fait sur les valeurs du parametre d’impact
b inférieures ou égales a R,. La section efficace d’échange de charge s’écrit
ainsi

Rp
Oth = 271’/ Pt'ra.ns b db, (631)
Ra

ol le parametre d’'impact b est défini sur la figure 6.2.

Dans les relations (6.28) et (6.30), le parametre d’impact est représenté par
I'angle € lui aussi défini sur la figure 6.2. La distance b et ’angle # sont
géométriquement liés par b = R, sinf. L’expression de la section efficace o
devient alors

cos 8,
O = 27rR§ / Pirans cos@ d(cos @) (6.32)
0

ou ’angle 6,, défini sur la figure 6.2 est donné par

—V}%’?;R". (6.33)

cosf, =

6.3 Reésultats et comparaison aux expérien-
ces

6.3.1 Applicabilité du modéle

Avant de confronter les sections efficaces théoriques et expérimentales,
comparons les résultats théoriques obtenus sur les trois systéemes collision-
nels Li,Cs, Na,Cs et Li, K afin de souligner les comportements communs
et les différences.

Le modele exponentiel décrit au paragraphe 5.3 a été développé dans la limite
ou le défaut d’énergie A est positif, c’est & dire que le niveau est situé sous
le continuum semi-infini. Cette caractéristique, comme nous ’avons souligné,
est a 'origine du comportement spécifique de la probabilité de transition.

Le regroupement des relations (6.1), (6.2) et (6.3) et des valeurs numériques
du tableau 6.1 permettent de déterminer le défaut d’énergie A en fonction
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de la taille de ’agrégat. La variation de A avec n pour chacun des systemes
collisionnels est présentée par la figure 6.3.

Quel que soit le couple agrégat-atome, A croit rapidement avec n pour les
petits agrégats. A partir de vingt atomes, la pente est beaucoup plus faible.
Par ailleurs, A est négatif pour (a) n < 10, (b) n < 12, (¢) n < 5. Pour les
systemes Li,Cs, Na,Cs et Li, K, le modéle exponentiel n’est donc applicable
que pour des agrégats d’au moins dix, douze et cinq atomes respectivement.

6.3.2 Distance internucléaire de réaction

Les équations (6.27) et (6.28) permettent de déterminer la distance inter-

nucléaire R, a laquelle le couplage égale le défaut d’énergie, permettant a la
réaction d’échange de charge d’avoir lieu dans son voisinage.
Notons que R, telle qu’elle est définie par l'expression (6.28) et sur la fi-
gure 6.2, est la distance entre ’atome et le centre de l'agrégat. Lors d’une
réaction d’échange de charge, ce sont les nuages électroniques qui réagissent,
la distance caractéristique est alors celle entre 'atome et la surface de 1'agré-
gat, c’est 3 dire R, — R, ou R, est le rayon de l'agrégat.

La figure 6.4 présente la variation de R, — R, avec la taille n de ’agrégat
pour les trois systemes (a) Li,Cs, (b) Na,Cs et (c) Li, K.

Les trois courbes décroissent fortement pour les petites tailles d’agrégats
puis, & partir de n = 20 environ, la pente est beaucoup plus faible. Pour les
trois systemes, R, > R,, confirmant que I’échange de charge a bien lieu a
grande distance internucléaire.

Quel que soit n, R,(Na,Cs) > R,(LinCs) > R,(Li, K).

6.3.3 Section efficace théorique d’échange de charge

Comme pour le modele de Demkov dans le cas des collisions atomiques
[47], la contribution principale & la section efficace oy, expression (6.32),
vient des petits parametres d’impact, c’est & dire des angles proches de 6,,
défini par la figure 6.2.

La figure 6.5 présente la section efficace théorique oy, d’échange de charge lors
d’un collision de vitesse v entre un agrégat de taille n positivement chargé et
un atome neutre, pour les trois couples (a) Li,Cs, (b) Na,Cs et (c) Li, K.
Nous nous cantonnons pour le moment aux valeurs de vitesse et de taille
explorées expérimentalement. La largeur A du continuum est ici fixée arbi-
trairement & A = 10% Sa valeur n’a pas d’influence sur le comportement
général de oy, mais permet de faire globalement varier sa valeur.
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Fi1G. 6.3 — Défaut d’énergie entre les états fondamentauzr de ’atome et de
[’agrégat, en fonction du nombre n d’atomes de ce dernier, pour les systémes
collisionnels (a) Li,Cs, (b) Na,Cs et (¢) Li,K. Le modéle de couplage
exponentiel n’est applicable que pour A > 0.
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F1G. 6.4 - Distance internucléaire d laquelle a lieu ’échange de charge d’apreés
le modéle de couplage ezponentiel, en fonction du nombre d’atomes n de
lagrégat, pour les trois couples (a) Li,Cs, (b) Na,Cs et (¢) Li, K.
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Nous observons que dans les trois cas, pour les petits agrégats, oy, décroit
fortement avec 'augmentation de la taille n, puis dés la taille n = 25, oy, ne
varie plus. Ce comportement est tres proche de celui de R,. Pour une taille
donnée, oy, augmente doucement avec la vitesse.

Ces caractéristiques sont en trés bon accord avec les tendances observées
expérimentalement, comme le montre la figure 6.6.

Pour les systemes collisionnels étudiés ici, la barriere de potentiel disparait
rapidement lorsque la distance internucléaire diminue. Ainsi, dans la rela-
tion (6.23) liant le parametre théorique W & la probabilité de transfert de
I’électron par effet tunnel, argument [ ga” V2[E —U(ro)] T'(ro) dro de la
fonction exponentielle décroit fortement avec la diminution de la distance
internucléaire.

En conséquence, la probabilité de transition par effet tunnel augmente rapi-
dement avec le temps dans la premiere moitié de la collision, ce qui explique
pourquoi le modele de couplage exponentiel est plus adapté a la description
du phénomene d’échange de charge que le modele linéaire qui prévoit une
croissance de la section efficace avec la taille.

Pour une largeur de bande donnée, la section efficace du systeme Na,C's
lorsque sa valeur s’est stabilisée, est une fois et demie plus grande que celle
de Li,C's, elle-méme une fois et demie supérieure a celle de Li, K.
Expérimentalement, les sections efficaces des systémes Li,C's et Na,C's sont
comparables et en moyenne cinq a six fois supérieures aux résultats obtenus
pour le couple Li,, K. Afin que la courbe théorique reproduise correctement
les valeurs des mesures expérimentales, la largeur A de la bande doit donc
varier avec le systeme collisionnel considéré et la taille n de ’agrégat.

Pour chaque taille d’agrégat et chaque vitesse de collision étudiée expéri-
mentalement, plusieurs mesures de section efficace ont été effectuées. Les
données forment donc un nuage statistique de points. La largeur de la bande
est alors déterminée de fagcon a ce que la courbe théorique reproduise au
mieux le comportement moyen des points expérimentaux en fonction de la
vitesse et pour une taille donnée.

Les figures 6.7, 6.8 et 6.9 présentent, respectivement pour les couples L:,Cs,
Na,Cs et Li, K, 'adéquation ainsi obtenue entre les sections efficaces théori-
ques oy, et expérimentales o, pour trois tailles représentatives du compor-
tement général avec la vitesse. Notons que lorsque cela est nécessaire, nous
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F1G. 6.5 — Sections efficaces théoriques d’échange de charge en fontion de
la vitesse v de collision et du nombre d’atomes n de ’agrégat pour les trois
systemes collisionnels (a) Li,Cs, (b) Na,Cs et (c) Li,K. Le paramétre A
est fizé a 10%.
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002v(u.a.)

F1G. 6.6 — Sections efficaces expérimentales d’échange de charge, obtenues
au Laboratoire Aimé Cotton [41], en fontion de la vitesse v de collision

et du nombre d’atomes n de l’agrégat, pour les trois systémes collisionnels
(a) Li,Cs, (b) Na,Cs et (c) Li,K.
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avons choisi A de facon a favoriser ’ajustement des points expérimentaux a
grande vitesse au détriment des faibles vitesses. En effet, nous avons vu au
paragraphe 2.4.6 que 'application des modeéles utilisant "approximation de
trajectoire classique est limitée & basse énergie.

La dépendance empirique de A avec la taille n de ’agrégat est présertée
en échelle logarithmique, par la figure 6.10 pour chacun des systemes colli-
sionnels.

La largeur du continuum décroit exponentiellement pour les petites tailles et

atteind une valeur quasiment constante a partir d’agrégats d’une vingtaine
d’atomes. Pour le couple Li,K, on observe que A recommence & croitre a
partir de n = 50. Ce comportement peut s’expliquer par le fait que pour
ces tailles d’agrégat, les données expérimentales sont peu nombreuses et ont
été effectuées a tres basse énergie, domaine dans lequel 'approximation de
trajectoire classique, utilisée pour le développement du modele, n’est plus
valable.

Le continuum semi-infini représente les états accessibles par ’électron échan-
gé lorsqu’il arrive sur l’agrégat, il semble naturel de lier sa largeur A au
potentiel d’ionisation de ce dernier, pouvant étre déterminé grace a ’expres-
sion (6.2) et aux données du tableau 6.1. Le potentiel d’ionisation décroit
lorsque la taille de ’agrégat augmente mais, quel que soit le couple agrégat-
atome, la variation se fait autour de valeurs de ’ordre de 10~} u.a., nettement
inférieures aux valeurs de A déterminées empiriquement. L’écart est d’autant
plus important que I'on considere des agrégats de petite taille. Pour les gros
agrégats, le parametre A reste au minimum cing fois supérieur au potentiel
d’ionisation dans les collisions lithium-césium. Il sera sans doute intéressant
de considérer les valeurs raisonnables de A et, dans ce cadre, de déterminer
empiriquement les valeurs de V2(t)/f nécessaires & I’ajustement des courbes
théoriques aux points expérimentaux, pour voir ce qu’il en est.

6.4 Discussion

Nous avons remarqué au paragraphe 6.3 que les valeurs de sections effi-
caces théoriques different sensiblement d’un systéme collisionnel & un autre.
Cependant ces différences ne reproduisent pas les observation expérimentales,
ce qui explique les grandes différences entre les valeurs de A déterminées em-
piriquement pour chaque couple agrégat-atome.

Les écarts dans les distances internucléaires R, des différents systémes sont
pour une part importante a l'origine des différences dans les valeurs des
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F1G. 6.7 — Sections efficaces théoriques et expérimentales d’échange de charge
du couple L1,Cs en fonction de la vitesse v de collision pour les trois tailles
n =21, n=32 et n=2>50.
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F1G. 6.8 — Sections efficaces théoriques et expérimentales d’échange de charge
du couple Na,Cs en fonction de la vitesse v de collision pour les trois tailles
n=17,n =231 et n = 39.
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du couple Li, K en fonction de la vitesse v de collision pour les trois tailles
n =15, n =30 et n = 46.
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FiG. 6.10 — Dépendance empirique de la largeur du continuum, en échelle lo-
garithmique, avec le nombre d’atomes de l’agrégat, permettant la coincidence
des résultats exprimentaux et théoriques respectivement présentés par les fi-
gures 6.7, 6.8 et 6.9 pour les systémes (a) Li,Cs, (b) Na,Cs et (¢) Li, K.
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sections efficaces théoriques correspondantes. En particulier, lorsque la sec-
tion efficace du couple Na,C's est calculée avec la distance internucléaire
R,(Li,Cs), les valeurs obtenues deviennent comparables & celles du systéme
Li,Cs, comme c’est le cas expérimentalement.

Il semble donc nécessaire d’affiner la détermination de la distance inter-
nucléaire de réaction qui influe fortement sur les valeurs de section efficace.
Ceci entrainerait la correction des largeurs de bande A et pourrait les amener
a coincider avec les potentiels d’ionisation, au moins pour les gros agrégats.

Les modeles que nous avons développés utilisent les approximations de trajec-
toire classique et de vitesse constante dont ’application est limitée & basse
énergie. Or les résultats expérimentaux avec lesquels nous comparons les
calculs ont été obtenus pour des vitesses de collision relativement basses.
D’autres mesures dans une gamme de vitesses plus importantes permettraient
également d’affiner les valeurs de A déterminées empiriquement.

La figure 6.11 présente le comportement de la section efficace théorique d’é-
change de charge a grande vitesse, prévue par le modele de couplage expo-
nentiel pour chacun des couples (a) Li,Cs, (b) Na,Cs et (¢) Li, K.

Les trois courbes croissent rapidement avec I’augmentation de la vitesse
pour les petites valeurs de celle-ci, présentent un maximum dont la position
ne dépend ni de la taille de ’agrégat ni du systéme collisionnel étudié, puis
décroissent lentement a grande vitesse. La position du maximum augmente
avec la largeur A du continuum. La encore, des mesures de section efficace
a plus haute énergie conduisant & I’observation de ce maximum permettrait
de déterminer avec davantage de précision la valeur de A.

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que les sections efficaces théoriques des
systemes Li,Cs et Na,Cs semblent plus proches & grande vitesse qu’elles
ne le sont a petite vitesse. Le rapport des sections efficaces de ces deux
systémes tend effectivement vers un lorsque la vitesse de collision et la taille
de 'agrégat augmentent.

Ceci confirme que le modéle de couplage exponentiel est inadapté 3 la des-
cription des collisions & basse énergie et mettant en jeu de petits agrégats. La
limitation & basse vitesse vient de "approximation de trajectoire classique.
L’inaptitude du modele a décrire les petits agrégats vient plutdt du fait que
l'on considere la bande d’états électroniques accessibles comme un conti-
nuum. Cette approximation est d’autant plus justifiée que le spectre de
I'agrégat est dense, ce qui est de moins en moins le cas lorsque la taille de
I’'agrégat diminue. Cette caractéristique du modele est renforcée par le fait
que nous utilisons, afin de déterminer le potentiel d’ionisation de 'agrégat,
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la relation (6.2) issue du modele de la goutte liquide, également inadapté aux
agrégats de petite taille.
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Chapitre 7

Conclusion

Dans cette seconde partie, nous avons modélisé la collision d’un agrégat
et d’'un atome d’alcalins par l'interaction d’un niveau avec un continuum
semi-infini.

Deux variantes de ce modeéle ont été développées permettant de décrire les
collisions résonnantes et non-résonnantes, respectivement par le croisement
linéaire du niveau et du continuum couplés par un terme constant et par
le couplage exponentiel du niveau et du continuum séparés d’une énergie
constante.

Pour chacune de ces variantes, ’état du systéme est déterminé tout d’abord
sous une forme permettant son calcul numérique pour toutes les valeurs des
parametres, puis analytiquement pour les grandes valeurs du temps de col-
lision, permettant ainsi de souligner simplement le comportement asympto-
tique.

L’évolution temporelle de la population du niveau présente des caractéris-
tiques tres différentes selon la dynamique considérée.

Dans le cas des collisions résonnantes, la population exhibe une décroissance
exponentielle ralentie par rapport a celle prévue par la régle d’Or de Fermi
dans le cas d’un couplage avec un continuum. Ce phénomeéne est la conséquen-
ce directe de I'interaction du niveau avec le bord du continuum semi-infini.
Pour les collisions non-résonnantes, la population présente des oscillations
& la fréquence de Rabi, caractéristique typique des processus cohérents a
faible défaut d’énergie. Ces oscillations disparaissent avec I’augmentation de
ce parametre. De plus, la décroissance de la population du niveau est rapi-
dement supprimée au profit d’un comportement asymptotique constant. Ce
phénomene est 13 aussi di & la présence de la limite inférieure du continuum
mais également a la forme exponentielle du couplage.
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Afin de confronter les résultats des modeles a4 des données expérimentales, il
est nécessaire de lier les parametres théoriques et expérimentaux.

En particulier, le couplage du niveau et du continuum semi-infini est di-
rectement associé a la probabilité de transfert par effet tunnel de 1’électron
échangé. La détermination de cette probabilité se fait en tenant compte de
la polarisation de I'agrégat a ’approche de I’électron échangé. ‘

Le comportement avec la taille des agrégats, des sections efficaces théoriques
d’échange de charge, calculées & partir de la probabilité de transition niveau-
continuum semi-infini, different d’un modele & autre.

Le modele de croisement linéaire prévoit une croissance de la section ef-
ficace avec la taille alors que le modele de couplage exponentiel prédit une
décroissance rapide pour les petites tailles suivie d’'un comportement constant
en tres bon accord qualitatif avec les observations expérimentales effectuées
au Laboratoire Aimé Cotton.

La lente augmentation de la section efficace avec la vitesse est elle aussi re-
produite par le modele de couplage exponentiel. Cependant les écarts entre
les valeurs de sections efficaces expérimentales des différents systeémes ne sont
pas correctement reproduits par la théorie.

Différents indices montrent que les modeéles développés posseédent des dé-
faillances a basse énergie de collision et dans le domaine des petits agrégats.
Ces limites sont les conséquences respectives de I’approximations de trajec-
toire classique a vitesse constante et du traitement du spectre de l'agrégat
comme un continuum.

De nouvelles expériences a plus grande vitesse de collision permettraient de
tester la validité du modéle a haute énergie. Celui-ci prévoit lorsque la vitesse
de collision augmente, une croissance rapide de la section efficace jusqu’a un
maximum puis une décroissance lente.

Lors d’une collision atome-agrégat, nous savons [88] que de ’énergie peut-étre
transférée a 1’agrégat, conduisant a sa fragmentation. Le modele d’interac-
tion niveau-bande semble confirmer I'importance de ce phénomene puisque
le fait de considérer les états électroniques excités de 'agrégat permet de
reproduire les tendances observées expérimentalement.

Le modele de couplage exponentiel tel qu’il a été développé permet de déter-
miner la probabilité globale d’échange de I’électron mais pas I’état d’énergie
sur lequel il est transféré. L’étape suivante est donc de décrire précisément
I’état énergétique de ’agrégat afin de comprendre 'importance de son exci-
tation.

Des études théoriques ont déja été menées sur la description de la fragmenta-
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tion apres une réaction d’échange de charge lors des collisions H+ + Nal, +o
g=-1,0,1,2[89], Li5{ + Cs [90] et Na} + Cs, n =4 — 11 [91].
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Chapitre 8

Annexes

Annexe A’

Les fonctions d’onde électroniques ¢, 5({7;}) sont de symétrie bien déter-
minée par rapport a ’échange des noyaux ou & 'inversion des électrons par
rapport au centre géométrique de 'axe internucléaire, c’est a dire respecti-
vement par les transformations R— —Ret 7; — —7;. Ainsi,

ez {7}) = Me.r 0 g ({73)),
(8.1)

—

(p}g’ﬁ('rly L) »ﬁ7 ""FN):/\k,i @k,ﬁ(Fly "'a,Fi7 "'7FN)

ol Agr, Ak = F1 selon que . 5({7:}) est symétrique ou antisymétrique.
En terme d’opérateurs parité, les relations (8.1) s’écrivent

Pg [0, ) = Ar 104 5)s
(8.2)

By | a) = Mei log )

ou Py et Py, sont les opérateurs parité, respectivement dans 1’échange des
noyaux et dans l'inversion des électrons par rapport au centre de I’axe inter-
nucléaire.

Les opérateurs v R €t ﬁ,— sont antisymétriques, respectivement lors des trans-
formations R — —R et T; — —T73, ce qui signifie qu’ils anticommutent chacun
avec leur opérateur parité respectif. Ainsi,

PR' 61{‘*"7}2 PR'=6,
(8.3)
P, ﬁi + 61‘ Fr, = 0.
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Calculons la projection des équations (8.3) entre les états ¢, 5 et ¢, 5. Les
opérateurs parité Py et Py, étant auto-adjoints, on trouve, grace aux rela-
tions (8.2)

(M. + Aur) (04 5l VRl 5) = 0,

(8.4)
(Aei + Aui) (g 5| Vil 5) = 0.
Si k # 1, on ne peut rien déduire, par contre si k = [, alors
(901,&|6R|<P1,R> = 6,
(8.5)

(‘Pz,é'vi|‘101ﬁ> = 0.

De méme, la multiplication a droite par ﬁj, des équations (8.3) et leur pro-
jection entre les états ¢, 5 et ¢, 5z conduit a

(Ak,r + Ayr) (901;,1%1612-‘71'|901,ﬁ> =0,
(8.6)

(Aki+ M) <80k,iz‘|§i-6j“/’z,ﬁ> =0

ol nous avons utilisé le fait que les opérateurs Py et Pr, commutent avec V ;.
Lorsque k£ = [, nous pouvons conclure que

b

(0,5Ve-Vilo z) =0,
(8.7)

(‘Pz,élvi-vj |<P1,R‘> =0.

Annexe B’

Nous admettons le résultat

[ew (— « ;5)2) &€ = 77 (8.5)

—00

ou 7, &, et § sont des parametres réels.
Afin d’évaluer une intégrale de la forme

g = /_ " exp (z (€+ ‘5)2> de, (8.9)

o0 n
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on effectue les changements de variables & = e'% ¢ et § = €% §', J devient
alors

o0

' oo 1 12
J=¢'t /+ exp (— g———ﬂ-:f—)) d¢’ (8.10)

et peut donc étre évaluée grace a la relation (8.8), ainsi

J= /joo exp (z (€ _;6)2) d¢ = €5 . (8.11)

o.¢]

Annexe C’
Le wronskien W de deux fonctions f et g est défini par [27](f)
W{f, g} = fg' — f'g9. Le wronskien des fonctions 2 J,(z) et 2z J_,(2),
ol J4,(2) sont les fonctions de Bessel du premier genre, s’écrit donc

WA{z" J,(2), 2" J_,(2)} = 2% [J(2) I (2) = J_u(2) Ji(2)] . (8.12)

D’apres la propriété (4.13) des fonctions de Bessel, W devient

WH{2" B (2), 2 J-(2)} = 2% [Jo(2) Jwin)(2) + T (2) Jura(2)] . (8.13)

Annexe D’

Soit une intégrale J définie par

+00
J= / e=(©) ge. (8.14)

o)
D’aprés I'approximation de phase stationnaire ou du point col [56](c), la
contribution principale & I'intégrale J vient du point & ou Z'(&) = 0.
La fonction =(§) peut étre développée au voisinage du point &, sous la forme

(1]

(€) =Z(&) + = E"(&) (E— &) +... . (8.15)

[ SRR
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En ne gardant que les deux premiers termes du développement (8.15), I'in-
tégrale J devient

J = =& +ooex 15" — &)%) dt. 8.16
| e (526 - 602) e (5.16)

o0
Cette intégrale converge a la condition que Z"(&) < 0, dans ce cas, J est
évaluée en utilisant 'annexe B’, on trouve

=2 3’%’%. (8.17)

Afin de pouvoir utiliser ’approximation de phase stationnaire dans I’expres-
sion (5.71), le contour d’intégration €, figure 5.5 doit étre déformé de maniére
a varier de —oo & +o00. Ainsi la branche située dans le demi-plan complexe
supérieur est amenée le long de I’axe réel, de sorte que la relation (8.17) est
valable.

Annexe E’

D’apres la définition

n!

(z)= 1 z, 8.18
(2) n >0 z(z+1)...(z+n)n (8.18)
une fonction I'(z) posséde des singularités & chaque point z = —n o n est

un entier positif ou nul.
En utilisant le théoréme des résidus,[27](i), [80] on détermine que

n? ds — 2% 1 1 1 1
/ez(z+1)...(z+n) T am <7_1_‘_ il 2n2(n —2)!  3In3(n — 3) +)
(8.19)
ou € est un contour englobant les singularités z = —n.
Ainsi d’apres la définition (8.18), P'intégrale selon ce contour de la fonction
I'(z) est donnée par

. -+00 (*—1)k
/GF(z)dz—2mk§=:O T (8.20)
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Annexe F’

Lors du calcul de F, nous cherchons & déterminer 1’énergie de répulsion cou-
lombienne entre 1'agrégat et ’atome tous deux positivement chargés.

Pour la détermination de U(r), nous sommes intéressés par I’énergie d’inter-
action électrostatique entre I’électron échangé et d’une part I’atome, d’autre
part I’agrégat, tous deux chargés.

Dans ces deux cas, nous considérons la polarisation de 'agrégat par 1’électron
ou I'électron et 'atome, grace & la méthode des charges images [87].

Le principe de cette méthode est le suivant, soit un agrégat métallique neutre
de rayon R,, en présence d’une charge ponctuelle g située & une distance r,
l'agrégat se polarise, ce qui signifie qu’il apparait & sa surface une distribu-
tion de charge, dipolaire dans ce cas.

Cette polarisation est modélisée par l'introduction de deux charges images
¢ = q R,/r et —¢', la premiére est située au centre de 'agrégat, ’autre & la
distance (r? — R2) / r de la charge q.

Le calcul de I'interaction électrostatique entre la charge q et I’agrégat se fait
alors en sommant la contribution des interactions des charges ponctuelles g
et ¢' d'une part, g et —¢’ d’autre part. Lorsque I’agrégat est ionisé, sa charge
est ajoutée a la charge image ¢' située au centre de 1’agrégat.

Calcul de F

Pour le calcul de F, I'agrégat et I'atome, séparés d’une distance R, portent
chacun une charge ¢. Les charges images créées par l’atome sont
¢ =q R, /| R, et —¢, respectivement situées au centre de I’agrégat et a
la distance (RZ — R2) / R, de I'atome.

La répulsion coulombienne entre I’agrégat et I’atome est donc la somme des
énergies d’interaction de la charge ¢ de ’atome avec les charges ponctuelles
g+ ¢ et —g' respectivement situées & la distance R, et (R2 — RZ) / R, de
Patome. Cette énergie s’écrit donc

_ R+R. R,
R R-R

14

(8.21)

Calcul de U(r)

L’échange de charge, s'il a lieu, s’effectue lorsque I’atome et ’agrégat sont
séparés de la distance R, considérée comme constante pendant toute la durée
du transfert de I’électron.

Le potentiel d’interaction électrostatique Uy entre 1’électron et I’atome, con-
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R,

;électron échangé atome .
P P q
PN E 1= gl
D el ¢=-9--<0
g S B

agrégat | R,

< R, ' g=1u.a.

F1G. 8.1 — Modélisation, par la méthode des charges images, de la polarisation
d’un agrégat de charge q par un atome de charge q et un électron —q.

sidéré comme ponctuel, lorsqu’ils sont séparés d’une distance R, —r est donné
en unités atomiques par

1
Bp—1

U = — (8.22)

L’agrégat, qui porte une charge ¢, est polarisé non seulement par 1’électron
échangé de charge —g¢, situé a la distance 7, mais également par I’atome ionisé
de charge ¢ et situé & la distance R,.

Comme cela est schématisé sur la figure 8.1, les charges images créées par
I'électron sont ¢' = —¢q R,/r et —q' respectivement situées au centre de
l'agrégat et & la distance (r? — R2) / r de I’électron.

Les charges images créées par ’atome sont ¢ = ¢ R,/R, et —q" respective-
ment situées au centre de I'agrégat et & la distance (R2— R2) / R, de I’atome.

Le potentiel d’interaction électrostatique U,, entre 1'électron et 'agrégat
est donc donné par la somme des interactions d’une charge ponctuelle —q

avec les charges —¢', —¢"” et ¢+ ¢’ + ¢" respectivement situées aux distances
2— 2 2 I I 7 - . ’
1—;&, r— % et 7 de la charge —q de ’électron échangé. Ainsi U,, est donné

par
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(8.23)
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Et apres ...

Apres ces études de la diffusion sur un agrégat, soit d’une onde électro-
magnétique, soit d’un atome, qui ont mis en évidence I'importance de la
présence d’impuretés sur la diffusion de la lumieére et les conséquences de la
présence du bord d’un continuum sur Pinteraction avec un atome, je pars
vers d’autres horizons et d’autres systémes complexes . ..les cristaux photo-
niques, afin d’enrichir mon expérience de recherche.

Le dépaysement géographique et culturel sera sans aucun doute total, c’est
donc dans le domaine scientifique que se fera la continuité, en effet, comme
nous l’avons évoqué en introduction, les sytemes complexes possedent de
nombreux points communs. Ainsi, le réle des impuretés et des limites de
continuum est également important dans le comportement des cristaux pho-
toniques.

Les cristaux photoniques sont des structures bi- ou tridimensionnelles, dont
I'indice de réfraction varie périodiquement. Tout comme la densité d’états
électroniques d’un semi-conducteur, le spectre des ondes électromagnétiques
pouvant se propager dans un cristal photonique possede des bandes interdites.

Lorsqu’une impureté vient troubler la périodicité de la structure, les bandes
interdites peuvent étre peuplées par un nombre fini de modes pouvant main-
tenant se propager.

Par ailleurs, lorsqu’un atome excité & deux niveaux est couplé & un cris-
tal photonique, si la fréquence de la transition atomique se trouve dans une
bande interdite du cristal, I’atome reste, en théorie indéfiniment, dans son
état excité.

Toutefois si la fréquence de transition est proche du bord de la bande auto-
risée alors des échanges d’énergie peuvent survenir entre I’atome et le cristal
photonique.

C’est donc dans ce domaine que va se poursuivre mon exploration des pro-
priétés des systéemes complexes.
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Modeles de diffusion par des systémes
complexes, application aux agrégats.

Résumé

La diffusion d’une onde ou d’un atome par un agrégat est un moyen de
sonder sa structure. Dans les années 50, Wigner a initié la description des
systemes complexes, comme les agrégats, par des moyennes d’ensemble.

L’influence d’impuretés dans une goutte, sur la diffusion d’une onde est
traitée par la théorie des matrices aléatoires, adaptée de facon 3 prendre
en compte les statistiques différentes de chaque mode.

En plus de I’accord entre théorie et expérience sur 1’élargissement des résonan-
- ces avec accroissement du désordre, les calculs prévoient leur scindement.

Nous modélisons la collision d’un agrégat et d’un atome par l'interaction
d’un état et d’un continuum semi-infini. Le bord du continuum joue un réle
crucial sur la dynamique de la population du niveau dont la décroissance
présente de nouvelles caractéristiques. ‘

Le modele est appliqué au processus d’échange de charge entre agrégats et
atomes d’alcalins et prédit le comportement & grande vitesse d’une telle
réaction.

Mots-Clés

- systémes complexes - diffusion

- agrégats - désordre optique

- matrices aléatoires - interaction niveau-continuum

- Demkov-Osherov - échange de charge




