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1. INTRODUCTION

Dans le développement de la physique gquantique, la théorie des
groupes de Lie a joué trés +6%t un rdle privilégié (Weyl 1931, Wigner
1931, Van der Waerden 1932)., Son emploi dans les différents domaines
de la physique n'a pas cessé depuis lors de s'étendre et surtout de se
diversifier. Actuellement, le rdle joué par les groupes de Lie dans
1'étude des systémes quantiques se présente sous des aspects variés,

parmi lesquels on peut dégager guelques tendances assez différentes.

71 faut bien sfir rappeler d'abord 1'importance des groupes d'inva-
riance physique, qui traduisent les propriétés de symétrie du systeme,
tels que le groupe des rotations pour les systémes & symétrie sphérique
ou le groupe de spin SU(2) . Plus récemment, de nombreux groupes de
non-invariance ont été introduits. Ces groupes peuvent exprimer des
syméiries approchées ("brisées“) : ltexemple le plus célébre est sans
doute celui du groupe SU(3) qui conduit au moddle de 1l'octet pour
les hadrons (Ne'eman 1961, Gell-Mann 1962) ; ils peuvent aussi permet-
tre, sans référence b une symétrie approchée, de définir des bases
d'états aux propriétés de symétrie bien définies : c'est le cas par

exemple pour l'étude des systiémes & plusieurs particules, gqu'ils soient



atomiques ou nucléaires, dans le cadre du mod&le en couches (Racah
1949, Jahn 1950, Flowers 1952, Judd 1963, Elliot 1958, Feneuille 1967,

Wybourne 1970).

les systémes quantiques exactement solubles constituent un domaine
d'étude privilégié pour la théorie des groupes de Lie, Ieurs spectres
d'énergie et leurs fonctiocns d'onde, ainsi que leurs symétries d'inva-
riance "dynamigque" (lides i la forme mathématique particulitre des
équations), sont ceonnus pour la plupart depuis longtemps (par exemple,
pour 1l'atome d'hydrogéne : Fock 19%5, Bargmann 1936 ; pour l'oscilla-
teur harmonigue & trois dimensions : Jauch et Hill 1940, Baker 1956) .
Certains auteurs ont d'ailleurs tenté d'utiliser de telles symétries,
comme symétries approchées, pour des systémes plus complexes comme par
exemple les atomes légers (Sinanoglu et Alper 1969, Rau 1970, Alper
1970, Chacon, Moshinsky, Novaro et Wulfman 1971). Ce n'est toutefois
qu'assez récemment que les physiciens des particules élémentaires ont
introduit, pour les systémes quantiques exactement solubles, la notion
de groupe dynamigque (voir par exemple, pour l'oscillateur harmonique &
N dimensions, Barut 1965 et, pour l'atome d'hydrogéne, Musto 1966 ,
Pratt et Jordan 1966, Kleinert 1968) . Un groupe dynamique est un
groupe de non-invariance tel que l'ensemble des états du systeme forme
une unique représentation irréductible unitaire de ce groupe. C'est
donc un groupe non compact qui possdde des représentations irréducti-
bles unitaires qui sont de dimension infinie . D'autres symétries
non compactes, ne provenant pas nécessairement de la réduction de

groupes dynamiques, ont été également introduites, par des voles assesz



diverses, pour étudier différents systémes exactement solubles (Goshen
et Lipkin 1959, Bacry et Richard 1967, Moshinsky et Quesne 1971,
Quesne et Moshinsky 1971, Moshinsky, Seligman et Wolf 1972, Boon et
Seligman 197% - ces quatre derniers articles utilisant le formalisme
des transformations canoniques - Armsirong 1970, 197! a et b, 1972,

Yanagawa et Moriya 1970).

Il faut remarquer que ces études, qui ont en commun l'ubtilisation
de groupes non-compacts, correspondent en fait & différents points de
vue sur les systémes exactement solubles. Ainsi, par exemple, les
physiciens des particules élémentaires, s'ils ont parfois utilisé la
symétrie dynamique de l'atome d'hydrogéne pour calculer des probabili-
tés de transition (Barut et Kleinert 1967, Barut et Rasmussen 1973),
ont surtout cherché & en déduire des moddles pour les particules élé-
mentaires : par exemple le groupe 80(4,2) permet de construire une
équation d'onde relativiste & nombre infini de composantes ayant un
spectre de masse identique & celui de 1'atome d'hydrogéne {Froansdal,
1967, Nawbu 1967). Dans cette perspective,les points les plus impor-
tants sont la forme des équations et les spectres d'énergie. Un point
de vue trés différent de celui-ci consiste & étudier les systémes
exactement solubles non pour eux—mémes, mais soit en interaction avec
un potentiel extérieur, soit comme premidre approximation de systémes
plus complexes, Dans ce cas il est essentiel de bien connaltre les
fonctions d'onde et de pouveir calculer des éléments de matrice (de

transition ou de perturbation).



Ltapproche utilisée par Armstrong pour les fonctions radiales de
1'atome d'hydrogéne (Armstrong 1970) répond particulidrement bien &
ces exigences., En effet cet auteur introduit une algtbre de Lie
so(2,1) dont les opérateurs sont des opérateurs différentisls du pre.-
mier ordre, ce qui permet d'obienir aisément et explicitement .les
fonctions de base des représentations, qui sont lides aux fonctions
dtonde radiales. Du point de vue de la théorie de la structure atomi-
que, ceci est important puisque 1'application de la théorie des grou~
pes aux systémes atomigues ne concernait jusqu'alors que la partie
angulaire des fonctions d'onde ; les fonctions d'onde radiales étalent
calculées comme solutions d'équations différentielles, ou encore les
intégrales radiales étaient considérées comme des paramgtres ajusta—
bles . L'élément le plus nouveau et le plus important réside dans le
fait que la forme explicite simple des opérateurs de i'algebre permet
d'introduire, pour ce groupe non compact, la notion dtopérateur tenso-
riel, Cette notion a été et est trés utilisée pour les groupes com-
pacts, notamment en théorie de la structure atomique (Raoah 1942, Judd
1965) et il est bien connu alors que 1l'utilisation d'opérateurs tenso-
riels associde & celle du théoréme de Wigner-Eckart (Eckart 1930,
Foster 1958, Wigner 1959) est extrémement efficace pour le calcul
d'éléments de mairice et la recherche de régles de sélection. Dans le
cas du groupe non compact so(2,1) utilisé par Armstrong, cecl conduit
3 wn résultat nouveau et séduisant : les intégrales radiales hydrogé-
noides diagonales en énergie de 1l'opérateur rk sont simplement dé-
duites de coefficients de Clebsch-Gordan de so(2,1) , ce qui explique

en particulier les régles de sélection de Pasternak et Sternheimer(1962l



Cette approche a été, depuis son introduction par Armsirong, re-
prise pour différents systémes exactement solubles (Armsirong 1971 b
et 1972, Cunningham 1972 a et b, Haskell et Wybourne 1972 et 1973) 0
sans toutefois qu*il se dégage de méthode générale. Dans le présent
travail nous montrons que la méthode de factorisation permet dsz géné-
raliser cette approche & l'ensemble des systémes quantiques exactement
solubles. Dans le cas de l'éguation radiale de 1l'atome d*hydrogéne
(Armstrong 1970), la possibkilité d'introduire une algdtbre de Lie est
en effet lide & la propriété de factorisation de cetie équation ; or
tous les systémes quantiques exactement solubles conduisent & des
équations factorisables, pour lesquelles on dispose d'une méthode gée
nérale, initide par Schrédinger (1940) et développée par Infeld et Hull
(1951). Cette méthode consiste essentiellement & introduire, par 1le
biais de la factorisation de 1'équation initiale (équation différen—
tielle du second ordre aux valeurs propres), des opérateurs différen-
tiels du premier ordre (opérateurs "dchelle"). le rdle de ceux-ci est
tout & fait analogue & celui d'opérateurs de déplacemen’ d'une algdbre
de Lie. Plus précisément, on peut montrer (Miller 1968) que la mé=-
thode de factorisation est équivalente & 1'étude de certaines réalisa-
tions dfalgebres de Lie par des opérateurs différentiels & deux varia-
bles : gréce & l'introduction d'une variable auxiliaire, on peut en
effet obtenir, & partir des opérateurs échelle, des opérateurs diffé-
rentiels du premier ordre & deux variables qui forment une réalisation
dtalgebre de Lie ; les fonctions de hase des représentations de cette

algebre sont alors tres simplement lides aux solutions de 1'équation

factorisable initiale.



Gréce & ce lien entre méthode de factorisation et théorie des
groupes, 1'étude d'un systime physique dont lt'équation de Schridinger
ou de Dirac conduit & une équation séparde factorissble se raméne &
celle de la réalisation d'slgébre de Lie correspondante. En effet la
condition de normalisation physique des fonctions d'onde est lide A
la conditisn d'unitarité des représentations. De plus la définition
dtopérateurs tensoriels vis & vis de cette réalisation et lfutilisa~
tion du théoréme de Wigner-Eckart permettent de calculer des éléments

de matrice entre fonotions dtonde & une variable et donc, finalement,

des éléments de matrice d'opérateurs de transition ou de perturbation.

L'algtbre de Lie ainsi utilisée peut parfois, a posteriori, étre
relide 3 wne algdbre d'invariance ou & une sous-algebre du groupe dy-
namique du systeme : dans ce cas la variable auxiliaire est en fait
une variable physique. Cependant, cette situation n'est rencontrée
gue dans certains cas particuliers, La symétrie introduite n'appar-
iient pas ndécessairement & ces deux grandes catégories de symétries ;
an géndral elle traduit seulement les propriétés de symétrie des équa~
tions (la présence de la variable auxiliaire countribue beaucoup & ce
caractdére purement "mathématique"). Dans le travail présenté ici ,
nous montrons qu'on peut donner une description systématique et con-
cise de certains systdmes physiques (les systimes quantiques exactement
solubles), en utilisant la théorie des groupes de ILie pour tirer parti
des propriétés mathématiques des éguations. Cette étude a été essen-
tiellement orientée vers des applications physiques ; les développe-

ments mathématiques nécessaires reposent en grande partie sur des ré-



sultats déja connus et ils ont été en tout cas limités aux exigences

des applications physiques attendues,

Dans ia premidre partie, nous rappelons la correspondance, établia
par Miller (1968), entre les équations factorisables et ceriaines réa-
lisations d'algébres de Lie. Nous montrons d'abord que les algdbres
abstraites qu'on peut a priori introduire, pour des équations séparéss
provenant d'égquations de Schrddinger ou de Dirac, sont les algdbres
G(a,b) de Miller ; nous décrivons ensuite comment 1'expression expli-
cite des opérateurs infinitésimaux de ces algdbres pesut &tre oblenue &
partir des opérateurs échelle de la méthcode de factorisation et nous
donnons la forme de ces opérateurs pour les différents tvpes de facto-
risation. Nous montrons enfin que des équations autres que les équa-
tions factorisables de Infeld et Hull (1951) peuvent &tre étudides,
indirectement, par cette méthode (ce qui est important pour les appli-

cations physiques).

la seconde partie est consacrée i 1'étude des fonctions de base
des représentations des algébres précédemment introduites. ILe lien
entre la condition de normalisation des fonctions d'onde et la condi-
tion d'unitarité des représentations est précisé : il est en général
nécessaire d'étudier non seulemeni les représéntations unitaires, mais,
& moins que l'algdbre ne s0it celle d'un groupe d'invariance, certaines
représentations "partiellement" unitaires. Enfin nous étudions rapi-
dement le couplage de deux réalisations de 1l'algdbre 50(2,1) et no-
tamment un couplage particulier (pour les réalisations de type B) qui
est utile pour le calcul de certaines intégrales & deux corps (inté—

grales de Slater hydrogénoides par exemple).



Dans la troisidme partie sont introduits les opérateurs tensoriels
des différentes réalisations étudides. Il est ensuite morntré comment
leurs éléments de matrice peuvent étre calculés, en particulier lors-
gque le théordme de Wigner-Eckart ne peut pas &tre utilisé directement.
Le calcul d'éléments de matrice est étendu au cas ol les vecteurs
bra et ket appsrtiennent & des représentations de deux réalisabions
différentes du type B de SO(2,1) ; on obtient ainsi, par exemple,
les intégrales radiales hydrcgénoides non diagonales en énergie, inté-
grales qui ne sont pas accessibles par l'utilisation du théoreme de

Wigner-Eckart.

Enfin, la dernidre partie contient 1'étude d'un cerfain nombre
d'exemples physiques. Nous n'avons pas cherché a donner une liste
exhaustive de tels exemples et nous avons choisi d'illustrer les points
essentiels des chapitres précédents. Pour certains de ces exemples
une étude détaillée a été publide et nous nous référons & ces aridicles,

qui sont présentés en annexe,



CHAPITRE 2

7
Py
(X9

ALGRERES

2.1 Introguctiion

L' intrcduction d'algebres de Lie dans 1'étude des sysidmes quarn-

tilques exactement solubles zst vendue possilble par la corrsspondance

guion peut étsblir entys las dleguations factorisa~

algghiras de Ids., Cette gorrespondan—

néceszssirs touseronis de la

situer dans le contsxie de 1'étuds des sysidmes guaniloues exactement
solubles décrite dici, En «ffet, ncire hus, qul est druiiliser cetie
correspondance dans l'étude de ceriains syshdmes physiques, ast trés
différent de celuil de Miller, qui est 1'analiyse des proprié
matigues des fonchtions spéciales {fnnstions hy

géométrigues confluentes, fonctions de Bessel), Clest pourquoi, afin

de bien montrer le lien satre 1'égquaiicn phyveigue et 1a x
q q

<t

R T - hl
LoVl Le Toue 08 12

dlalgébre de Lie qui lui est aszocliés {en par
variable auxiliair@)i nows décrivons uns métheds gul parmet dfchienir
les opérateurs de lialgebre & pariir des cpérateurs dchslle de la mé-

thode de factorisaticn.



Aprés un bref rappel sur la séparation des variables dans 1féqua-

nombres gquantigues qui apparaissent dans les équazions géparées nous

permet de montrer gue las algébres de Lie abstralites {de dimension au

[l

les algébras

{

plus égale & 4) guton peus a priori introduire son
G(a,b) de Miller. Ie principe de la rechsrche des opfrateurs infini-
tésimsux eat ensuite décrit (avec des notations plus proches ds celles
di'Infeld et Hull (1951) que de Miller (@968)) et nous ohtenons ainsi
l'expression de ces cpérateurs pour chague type de factorisation,
Enfir, en vue des applications, nous monirons gque les véalisations
d'algiébres de Iie ainsi obtenues sont indirectement lides & dfautres
équations que les équations factorisables type et nous présentons

gquelgues exemples,

2.2 Séparation des variables.

La séparation des variables d'une équaticn de Schridinger & trois
dimensions peut &tre décrite de fagon tout & fait générale (voir, par
exemple, Morse et Feshbach 1953),

la forme générale de l'équation est :
(8 + V() ~8) ¥z) =0 (2-2-1)

Elle est, par définition, séparable dans un systeme de cocrdon-

nées 51 . §2 , 53 si on peut trouver toutes les solutions & partir

de fonctions da la forme :

¥(r) = 0 x (g ).
n=1,% n'n



11

Ie laplacien s'éerit, dans ce systeme de coordonnées =
2

A= T 1 i) (h1h2h3 o) )
n=1,3 h1h2h3 ng hi bgn A
A1
ol h = gz"z + oy : + oz I
- *
n agn agn agn

x, v et z étant les coordonnées caritésiennes,
On montre que 1'équation est séparable si les condilions sulvar-

tes sont réalisées :

h h.h
a) —-i-fimfncan) g (g8) (potafn)
. (2=2-2)
b)) WE) = T —v(g) .
n=1,% hi "

En effet, dans ce cas l'égquation (2—2—1) prend la forme suivanie :

ax (g )

1 1 d { n'n : -
5 — f (g ) -————-—] + 7 (E_, )} = B s
1,3 hi {Xn(gn)fn(gn) dg_ |'n*"n’ ag, nn’l 1

et elle peut &tre résolue de la maniere la pius générale en inirodul-
sant un déterminant (appelé déterminant de Stickel) dféléments @;j

qui possiéde les propriétés suivantes :

a) & . est fonction de E_ seulement
ni n

{2m2-3)
, ou Mn est le mineur de @n1 et S la valeur
du déterminant,

les deux conditions sont compatibles si les conditions (2m2m2)

sont réalisées ; on peut remplacer la seconde par :
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gn(ép,gq)

M =
10 fP(ap) fq(aq)

h1h2h3

T, (g) £,(8,) 5,08

53 °

Les propriétés du déterminan®t entrainent alors que :

M
z Lo (¢)= 3t Fa.lg)=5. ,
het,3 h2 n=1,3 3 ni'“n it

et les équations séparées sont obtenues en écrivant :

X (é yr () dg [ (g, ) x (g )] +<vn(£n) = I B @hg(a ),

E1 est la valeur propre de 1l'équation (pm2-1), tandis que E2 et E3
sont les constantes de séparation de 1'équation j; les specires de ces
trois constantes doivent &tre obtenus lors de ls résolution des trols
équations séparées.,

Ceci n'est en fait possible que si la résolution peut se faire

progressivement : par exemple si ®31 = iéz = @21 =0, IL'éguavion

la plus complexe est alors :

- - - Y = {omoo
Ly iy -8 0 E, @ Es @13} x?(g1, 0, (2-2-4)

{f d§1(f1 dg 1 11 2 12

mais le spectre de E3 et celui de E2 poﬁr chaque valeur de E3

sont supposés connus par des intégrations antérieures, Si l'on sup-

pose de plus que le spectre de valeurs propres de E2 est discret,

ltensemble des éguations (2—2~4) correspondant & une valsur propre de

E_ peut se mettre sous la forme d'une famille d'équations différen~

3

tielles du second ordre aux valeurs propres dépendant dfun parametire



13

discret ; on peut dtailleurs écrire ces équations sous la forme
"standard" (ne contenant pas de dérivée premidre)

2

i;z + r(x,m) + 1] ¢{x) =0, (2mzm5)

e méme type d'équations est dlailleurs obtenu a partir de la
résolution de 1l'équation séparée en g2 , 82 1l'on supposs gue le spac—
tre de E3 est discret. Dans tous les cas, A est une des constan-
tes de séparation du systime {dont le apectre de valeurs propres est
inconnu) et m est le nombre quantique qui indexe une autre conslante
de séparation dont le spectre est supposé connu et discret.

I1 est important de noter que les changements de variable st de
fonction, nécessaires pour mettre 1'équation séparée sous la forme

(2=2-5), entrainent gque la condition de normaiisation de la fonction

d'onde s'écrit, en ce qui concerne ¢(x) , sous la forme simple

f [p(x)]% ax = 1, (2-2-6)
D .

( D é&tant le domaine de la variable x ).

le probléme de la séparation des variables dans 1'équation de
Dirac est plus compiexe et 1l n'existe pas de méthode générale analo-
gue & celle qui a été décrite pour 1'équation de Schrddinger. Dans le
formalisme de Dirac, la fonction d'onderrelativiste est uan spineur 3
4 composantes et 1'éguation est un systime de 4 équations différen-
tielles du premier ordre couplées. 11 faut séparer les variasbles dans
les 4 composantes du spineur et dans les 4 équations ; sous sa forme

générale, ce probléme est trés complexe et, en fait, la méthode
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employée est différente dans chaque cas ol il est effectivasment wésolu.

La méthode décrite par Feynmann et Gell-Mann (1958), qui consist

w

=

3 remplacer 1'équation différentielle du premier ordre pour un splneu
3 4 composantes par une dquation différentielle du sscond cordre pour
un spineur & 2 composantes, simplifie parfois le probléme. Cependant,
les opérateurs qui permettent d'obtenir la fonction d'onds & 4 compow
santes A partir de ce spineur & 2 composantes sont des opérateurs
différentiels et la méthode est surtout utile si l'on stintéresss

seulement au spectre d'énergie.

la méthode la plus générale semple &tre actuellement celle dé~
crite par Hautot (1970), qui utilise la forme quaternioniqus de 1fé-
gquation de Dirac. Au lieu d'utiliser comme forme mathématiqus pous
la fonction d'onde un spineur & quatre composanies, on psut l'axprimer

comme une fonction quaternionique

u = u, + 1, + J u3 + k u4 .

On rappelle que les symboles 1 , § et k qui entrent dans la défi.

nition des guaternions satisfont aux relations suivantes :

ij = -ij = k
gk = ~kj = 1
ki = ~ik =

o 2 .2

j':J :k :r—'ID

Ainsi,dans toute cette partie i ntest pas le nombre complaxe habl-
s ) D

tuellement représenté par ce symbole ; ce dernier est alors notué Yo,
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On rappelle également que pour un gquaternion g
g =a +1ib + jeo + ké ,

le quaternion conjugué se note 'a s
q=a~ib - jc -~ kd ,

et le quaternion complexe-conjugué q¥*
q* = a¥* + ib* + je* 4 kd*

(oﬁ a* par exemple est le complexe conjugue du nombre complexe a ),

Enfin la partie scalaire de q se note Scal(q) :
Scal(q) =a .,

La fonction d'onde quaternionique u est définie comme soluticn
d'une équation quaternionique équivalente & 1'équation de Dirac.
Ainsi, par exemple, si 1'on considére une particule de spin 1/2, da
masse m et de charge e placée dans un champ électromagnétique dé~

fini par son quadripotentiel (A,%J , l'éguation de Dirac :

{c EO(E - %‘K) + Bm 02 ep - E} ¥ =0

~ i . - . ~
(ou a et B sont les matrices de Dirac et ¥ un spinsur & 4 com-

posantes), est remplacée par 1'équation quaternionique suivante

. . 2
C(IB - E‘AB) U= u {-1(E +ep) + j V-1 me } .

Dans cette équation p, et A3 sont des opérateurs quaternioniques,

3

définis par

PB TP t+d RY +k P,

A, =i A +jA +kA .
X v Z
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Un avantage de ce formalisme est que la séparation des variahles
peut 8tre effectude sur la fonction d'onde elle-méme et pas seulament

sur ses composantes, On peut en effet chercher une solutlon qal.

variable :
-

(@) = x,(8,) x,(8,) x;(8;)
(alors gue le produilt analogue n'est pas défini pour les spineurs)u
les équations séparées sont alors des équations quaternicniques, gl
valentes b des systémes de 4 équations différentielles complexes du
premier ordre coupldes, Nous n'étudierons pas le probléme de la réso-
Jution de ce systeme de fagon générale ; celle-ci est décrite en dé~
tail pour certains exemples par Hautot (1970 et 1972) et dans deux des
articles présentés en annexe (III et IV)G On constate dang tous les
cas que le systeme couplé est dégénéré et qu'il est équivalent a wa
ensemble de deux équations différentielles réelles du second ordre non
coupldes, qui peuvent &tre mises sous la forme (2~2—5)° Cependant,

la condition de normalisation de la fonction d'onde wu , qui s'écrit :

Hf Seal (¥ u) dt =1,

ne conduit pas en général, pour les solutions des équations finales,

3 des conditions aussi simples que (2—2—6)0
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2,3 Algebres abstraites.

lLa séparation des variables dans une éguation de Schridinger cu
de Dirac conduit domnc, avec les hypothises faites dans le paragraphe

précédent, & des équations séparées du type (2-2-5)

ESE + r(x,m)+ A] o(x) =0 .

Ces équations font intervenir deux constantes : m est le nombre
guantique entier gui indexe une constante de séparation dont le spsce
tre est connu et discret ; A est la valeur propre inconnue (don% le

spectre peut &tre discret ou continu) de 1t'équation.

Ie type d'algébre de Lie abstraite dont les solutions ¢§(x) de
1téquation (2-2-5) forment des bases de représentations dépend essen~
tiellement des valeurs possibles de A pour un méme m , ou des va-
leurs de m pour un méme A . Bn fait un seul cas est simple, étant
donné qu'on ne connait pas le spectre de A § c'est celui on, pour
une valeur de 'h , W prend un ensemble (fini ou non) de valeurs en-
titres contiguss., Si l'on cherche alors une algdbre de Lie dont les
fonctions @i(x) correspondant & une méme valeur de X forment une
base de représentation, il est clair qu'elle doit contenir les opéra-

teurs suivants

a) un opérateur, J, , dont les valeurs propres sont les valeurs de m

5
b) deux opérateurs de déplacement, J'+ et J , qui relient les veo-
teurs dont les valeurs propres sont m & ceux dont les valeurs pro-

pres sont respectivement m+1 et m~1 ; une conséquence évidente de



18

cette propriété est que les relations de commutation entre J3 et
J ou J gont :
+ -

[J3 , Ji] = & Ty (2m3-1)

L'utilisation d'une telle algtbre ne présente un intérét réel que
si 1'on peut *rouver une forme explicite pour les opérateurs ; cepsn-
dant les relations de commutation (2~3—1) permettent & elies seules de
trouver quelles peuvent &tre ces algebres abstraites. En effet, une
algébre de Lie qui contient des cpérateurs J_ , J, et J  vérifiant

3

les relations (2u3~1) contient aussi le commutaieur de J et J

ca

L'identité de Jacobi, écrite pour les quatre groupes de trols opéra-

teurs, entraine que :
(1, , ¥l =0 (2-3-2)
[J3 4 [Ji » K]] = i[Ji ) K] (2“‘3"’3)

[r , [s_, x]]

+ e

[s_, [s, » x]]. (2-3-4)

Si 1'on veut que 1'algdbre soit engendrée par les quatre opérateurs

J.,J ,J et X (sans d'ailleurs préjuger de leur indépendance

500 T4 o

linéaire), les trois dernidres relations impliguent que :

[, s K] =%2aJ,, . (2-%-5)

- -

¢ étant un nombre complexe quelcongue. Si, de plus, on pose

Kt =K + J
& <3

les relations de commutation sont :
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[1,, 3,0 =27,
[J+,J__]=1<z'.-mJ3
[J3,K']:[Ji,K']=O ¢

L'algébre définie par ces relations de commutation est isomorphe
5 we algdbre G(a,b) (Miller 1968), En effet celle~ci est engendrée

par 4 opérateurs ELB , % ,9‘,’ et & satisfaisant aux relations :

[?3 ’ ?’i} =ty

4, 4] 2a° J5-0& (2-3-6)
[}3 ’&]:[}i 58]"—“0 3

I

ot a et b sont des nombres complexes. Par conséquent, l'algébre
ci-dessus est isomorphe aux algébres G(a,b) telles que 232 =~
si XK' n'est pas nul, b peul étre quelconque (# G) , bandis que si
K' est nul on a nécessairement D=0 , et on doit ajouter & l'algebre
un opérateur E qui commute avec les trois autres. Il existe dtail-
leurs des isomorphismes entre les algébres G(a,b) et trois cas seu~

lement de valeurs de a et b sont & considérer :

a) 8i a est différent de zéro, toutes les algebres G(a,b) sont
isomorphes & G{1,0) . Il suffit pour le montrer de faire dans 1'al-

gebre G(a,b) le changement de base suivant :

-1
fe=° ¢

=0 - b 2— & (2-3-7)
7 -t

b) les algdbres G(0,b) sont toutes isomorphes & G(0,1) & il suffit

i

pour le montrer de faire dans G(0,b) le changement de base &' = b&.
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¢) le dernier cas est celui de 1'algdbre G(0,0) o

Aucune de ces algdbres n'est semi-simple : & engendre évidemment un

idéal propre abélien. G(1,0) est d'ailleurs la somme directe de
l1'algtbre engendrée par & et de 1'algdbre simple B1 {dans les no-
tations de Cartan) engendrée par 95 s 34 et 22_. De la méme fagon,
G(0,0) est la somme directe de ltalgébre engendrée pay & et de celle
engendrée par les trois autres opérateurs ; cette derniere, qui n'est
pas non plus semi~simple puisque 24 et ék" engendrent un idéal pro-
pre abélien, est appelée '53 par Milier (1968) (c'est la complexifi-
cation de 1'algebre du groupe euclidien dans le plan, E3 ).

Un des invariants de 1'algdbre G(a,b) est donné par Miller sous

la forme

C_, = ?’+ ;L_ +al [?3]2 - a° &3 - b&iB é . (2-3-8)

010 et COO sont aussi des invariants respectivement de B1 et *@3'

C,, est d'ailleurs 1'opérateur de Casimir de B, (Racah 1965). Ies
relsgtions de commutations et les expressions de cet invariant dans le
cas des algébres de Lie B1 , 6(0,1) et 253 , qui sont finglement les

seules que nous $tudions par la sulte , sont rassemblées dans le

tableau (1)* 0

2.4 Méthode de factorisation et réalisations dfalgébres de lLie.

Ie fait de considérer les solutions mi(x) des équations (2-2-5)
comme des fonctions de base de représentations d'une algebre de Lie

G(a,b) n'est réellement efficace que si 1'on dispose d'une expression

* Ies tableaux sont groupés & la fin de chague chapitre.
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explicite des opérateurs de 1'algebre dans cette représentation ; ou
encore, de manidre plus précise, =i on peut trouver une rdalisation

de cette algtbre de Lie par des opérateurs définis sur un espace fonc--
tionnel contenant les solutions de 1'équaticn. ('est & cette seule
condition, en effet, qu'une expression explicite des fonctions de base
des représentations peut étre obtenue & partir de 1l'algebre ; clest &
cette seule corndition également gqulon peut définir des opérateurs

tensoriels.,

Pour certaines des équations de la forme (2~2-5), il est possible
de trouver des réalisations d'algebres de Iie dont les bases de repré-
sentations sont non pas les solutions elles-mémes, mais des fonctions
qui leur sont étroitement lides : ce résultat, établi par Miller (1968,

repcse sur les propriétés des équations factorisables,

Tout dtabord, la méthode de factorisation {suggérée par
Schridinger (1940) et développée par Infeld et Hull (1951)) concerne

des équations de la forme (p-2-5)

dx2

d2 m
E—-— + r(x,m) + A ¢h(x) =0

D'autre part, le point fondamental de cette méthode est la re-
cherche d'opérateurs "échelle", reliant les solutions de 1'équation

pour une méme valeur de A et pour des valeurs de m différant de

* *
1, c'est-a-dire des opérateurs Hm tels que :

+Hm ¢i(x) ol @;_1(X) ‘ (2~4~1)

m m+1
B qﬂ.,\(X) o P, (x) (2-4-2)

¥ le signe o signifie ici : proportionnel & .
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Dans ces conditions, les opérateurs 'H H et "H "H  admettent
m+1 "+ m o m

m?(x) comme fonetion propre., Il est naturel de supposer qu'ils sont

égaux, & des constantes additives prés, &

Q, = —{935 + r(x,m)]

dx
dont @?(x) est évidemment une fonection propre. Cecl conduit 3 cher-
cher iHm sous la forme d'opérateurs différentiels du premier ordre.
Finalement, suivant la définition donnée par Infeld et Hull (1951)
une équation de la forme (2-2-5) est factorisable si 1lcpérateur
Gm vérifie - chacune des équations suivantes :

‘Hm+Hm =q - L(m)
(2-4-3)
+ -

H B =Q - L(m+1)

m+1 m+1
ot L{m) ne dépend pas de x . De plus le fait que 1l'équation {o=2-5)

s0it sous la forme standard entraine que les opérateurs +Hm et Hm

sont nécessairement sous la forme ;

b d
H =% =+ x(x,n) . (2=4-4)

Les équations (2-4-3) sont d'ailleurs équivalentes 3 1'équation

suivante

K (emet) - k5Gem) + o k(met) + < k() = Lin) - L)

(2-4-5)
Pour toutes les fonctions k(x,m) vérifiant cette éguation (les seuls
cas ol 1'on saghe effectivement la résoudre conduisent aux six types
de factorisation donnés par Infeld et Hull), les opérateurs +Hm et

B définis par les équations (2-4-4) ont les propriétés (2-4-1)
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et (2-4-2). Ils jouent donc le rbdle des opérateurs J+ et J in-

troduits dans le paragraphe précédent. Cependant, ils ne répondent
pas exactement aux exigences définies au début de ce paragraphe ; en
effet, ils font intervenir explicitement le paraméire m , ce qui ne
permettrait de définir les opérateurs J+_ et J  que par leur action
sur les solutions elles-mémes. Dv'autre part, il faut rappeler icil que
les relations de commutation (2~3~1) ne constituent le point de départ
dtune algdbre G(a,b) que si le commutateur X = {J_, 3] vérifie

. les relations de commutation (2—3—2) et (2—-3—5)n

L'introduction d'une variable supplémentaire permet d'obtenir des
opérateurs qui ne dépendent pss de m et dont l'action sur des fonc-

tions trés simplement dérivées des fonctions @?(x) est analogue &

celle de +Hm et _Hm+1 sur ces dernisres., Scit T 1la variable

o . . . N . m
auxiliaire ; on introduit des fonctions & deux variables, QA(X’T) ’

qui sont liées aux solutions @i(x) par

imT m(x)

m
& (x,r) = e ¢k

A

L' opérateur ~iaT admet les fonctions a x,%) comme fonctions pro-

\ ¢

pres, On pose donc :

Ty = -do (2-4-6)

et alors
T & (x,7) =n 8 (x,%) (2-4-17)

En outre, tout opérateur défini comme fonction de J_ admei aussi les

3

fonctions @p

7\(x'c) comme fonctions propres ; on & ¢

£(~10_) ¢§(x,m) = f(m) @;(x,m) .
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Ceci permet de montrer gque si l'on pose :

I :ei'ﬂ[

. -0+ k(x,—iém+1)] , _ (2-4-8)

ol la fonction k{x,m) définit des équations factorisables, l'action

de J+ sur les fonctions ¢P(x,1) est donnée par :

A
i it - m
J, @h(x,t =e I-Im+1 @h(XT) .
L' opérateur "Hm+1 n'tagit pass sur la variable < , donec :
I @p(x T) _ e:i.(m+1)'|: ~q m(x)
+ AT mit Fa ‘
Finalement, d'apres {2-4-2)
m m-+1
I, @A(x,x) o« & (x,%) . (2-4-9)

De fagon tout & fait analogue, l'opérateur J est défini par :

J =" [+aX + k(x, _ioT)] , (2-4-10)

et son action sur les fonctions @ﬁ(x,m) est, dlaprés (2—4—1), donnée
par

I @2(x,$) - @?_1(x,m) . (2-411)

11 est facile de constater en utilisant les définitions de J3 ’ J+
et J_ que les relations de commutation (2—3—1) sont satisfaites,
Toutefois, ces trois opérateurs n'appartiennent & une algebre de Lie
G(a,b) gue s1 les relations de commutation (2—3—2) et (2—3—5) sont
également vérifides : or ceci dépend de la forme de la fonction

k(x,m) . Nous examinerons ce point pour chague type de faciorisation

particulier, aprés avoir calculé le commutateur :
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Ce commutateur peut d'ailleurs, dans le cas général, &tre mis sous la
forme :

. 2 . . .
K =k {(x, _1aT) - k“(x, _1at+1) - Ox[k(x, “161)] - éx[k(x, ~101+1)] ,

et, i k(x,m) vérifie 1'équation (2-4-4), on obiient :
K = L{-i0_+1) - L{~i0_) . (2~4-12)

On a donc, dans ftous les cas :

X @i(x,m) o @ﬁ(x,r) , (2-4-13%)

5 2 J+ s J_ et K engendrent une algsgbre de Lie,

les relations {(2-4~7), (2-4-9), (2-4-11) et (2-4-13) montrent que les

Par conséquent, si J

fonctions iﬁ(x,m) forment, pour A donné, une base de représenta-
tion de cette algebre.

Si on appelle Q 1l'invariant de l'algébre dont l'expression est
donnée par 1'éguation (2—3—8), les fonctions iﬁ(x,x) gont des fonc—
tions propres de R ; soit w la valeur propre associée, 1'équation

m

Q QP(X,T) = @k(x,r)

A
implique que les fonctions ¢i(x) sont solutions de 1‘'équation sui-
vante 3 _

Q. ?i(X) = ?2(X) ,
ol Qm est obtenu en remplagant, dans l'expression de & , --i@‘t
par m . Qm est un opérateur différentiel du second ordre en x et
i1 est donc 1ié & Qm par une relation linéaire ; w et A sont
relids par la méme relation et, dans la suite, nous uiiliserons de

préférence, pour indexer les solutions, la valeur propre de w .
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2.5 Types de factorisation.

L'équation (2-4-5), qui est la condition pour gqu'une fonction
k{x,m) définisse des équations factorisables, n'est pas soluble de
maniere générale, Ne sont connues que certaines solutions, celles
qui, comme le montre Miller (1968), peuvent s'écrire sous la forme
suivante :

t=n %
k(x,m) = L k,(x) m ,
-t .
t= -n?
o n et n' sont des entiers % 0 .

Ces solutions conduisent finslement aux six types &'équations
factorisables qui ont été définis par Infeld et Hull (1951). A partir
de 1la fonction. k(x,m) associde & chacun de ces types de factorisa-
$ion, il est possible de définir des opérateurs 33 , J+, et J en
utilisant les équations (2—4_6), (2—4m8) et (2—4—10) du paragraphe
rrécédent ; le caleul du commutateur de J+ et J (équation (2-4-12))

permet de savoir si ils appartiennent & une algébre de Lie et gquelle

est cette algébre.

2.5.1 TPactorisation de type A.

La fonction Xx(x,m) correspondant & ce type de factorisation est

définie par :

k(x,m)

1!

R
a(m+c) cotg a{x+p) *inalain) {2-5-1)

on a,c, d et p sont des nombres complexes quelcongues. Les

opérateurs J, , J et J associés sont donc :

3 + -
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J3 = -1@1

oy
11

N a(-id +c+1) cotg alx+p) + d
+ X T sin a(x+p)

~iT
e

. d
_ [éx + a(-le+c) cotg alx+p) +';E£—;T;:EJ}

o
i

Puisque la fonction L(m) est dans ce cas :
L(m) = ag(m+c)2 ,

on a, d'aprés (2~4—12) :
K = [J+ , J 1= 28° (—iéT+c+%) , soit 3

K

I

2a2 J3 + a2(20+1) . {(2-5-2)

Cette relation de commutation montre (voir équations (2-3-6)) que J3,
J+ et J appartiennent & une réalisation d'une algebre de Lie

¢(a,b) ol a .est le paramdtre qui intervient dans 1l'équation (2-5-1)

et ol b est quelconque ; le quatriéme opérateur, E , est une cons-

,Gﬁante, définie par :
b B =a” (2041) .

Si on fait dans cette algébre le changement de base (2—3-7), les 0opé~

rateurs Jé ) J; et J' , définis par :

1 (2-5-3)
J) =7 I s '

engendrent une algébre B1 . On peut simplifier la forme des opéra-

teurs de cette réalisation en leur faisant subir la transformation

définie par :
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o= U X g

{2~5-4)

: 1
7 o Gilerd)s

qui conserve la structure de l'algdbre. On obtient :

t __‘
J3 = 16T

3y

It

IS N sa kL
— e [-GX + a(—laT-.Q) cotg alz+p) + 2in a(eiD)

(2-5-5)

L'opérateur de Casimir de cette réalisation est :

L 2
no_ TunTn " - N Pt
Q" = It +—(J3) Ty, soit

2/ o AN( en 2 .
a (—1OT~2)(-1éT+§) + 4" + 2ad(—1©1) cos a(x+p) a2}

a sin2 a(x+p)

les vésultats du paragraphe précédent montrent que les fonctions

e ¢i(x) , ol les fonctions ¢§(x) sont solutions des

équations factorisables, sont des fonctions de base de représentations

@?(x,r) = e

de la réalisation de 1'algébre G{a,b) définie ci-dessus. Les fonc~
tions de base des représentations de la réalisation de 1'algebre B1
définie par (2-5—5) sont lides & celles de l'algebre -G(a,b) par 1to0-"

pérateur U ; au lieu des fonctions Qi(x,m) interviennent les fonc-

i 1
el(m+c+2)T ¢i(x) .

propre de Q' liée & A et sl on pose p = mic+s , on a i

tions Par conséquent, si on appelle w la valeur
g m 3 m
2 9, (x) =w e (x)
ol Q& est obtenu en remplacant, dans l'expression de Q" , =107

par i . On trouve :

_ 2 L
A=a (w~k4) .
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On peut de plus supposer gue
0£e <1
et indexer finalement les solutions des équations factorisables par

p et w . Ces derniéres sont alors :
T p" — u’
Q 9. (x) =w o (x) ,

clest-a-dire =

2 az(pz-wi) + d2 + 2ad p cos a(x+p)

2l o) =
- 5 + a (w"%4) @w(x) =0
dx gin a(x+p)

(2-5-6)
Les conditions que doivent vérifier les parametres a, d et g
pour gue ces équations soient réelles conduisent & distinguer trois

cas pour lesquels la forme réelle des équations est différente :

a) si a, d et q sont réels, les équations réelles sont évidemment

(2-5-6) et on appelle A, la réalisation de B définie par (2-5-5).

i
b) si a et d sont imaginaires purs (a=ig' , d=id' avec a' et

d' réels) et si p est réel, la forme réelle des équations (2-5-6)

est
4@ a'2(u2-%) +d'% 4 2a'd' ch a' (x+p) 2 1
5 - > - a! (m-+zJ ?i(x) = O
dx sh a'(x+p)

et la réalisation associde, notée A2 , prend la forme :
JN = ~1d
5 T
1

dl
- _ ﬁ'i‘
T [+ 3, + at( 12, 1} coth a'(x+p)+'_‘TSh oy g ] .

It

7

¢) le troisidme cas est celui oll a est imaginaire pur ( a=ia' , a'

réel}, d réel et p:p'nvéi , avec p' réel, Ia forme réelle des
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équations (2~5-6) est :

;2 a.?—’(uz_i-) - a% 4 2a'd sh a' (x+p') o
5+ > - a'{w+y) phy(x) =0
ax? ch® a'(x+p')

la réalisation associée, A3 , est définie par :

Tt ___'
J3 = le

1

a
oy —— = v +1 ' ) . .
Jt =T [+ éx + a ( 1OT 2) th a (x+p ) EE—;TTEIEFSJ
2.5.2 FPactorisation de type B .

La fonction k(x,m) correspondant & ce type de factorisation est:

k(x,m) = d 2 a(m+c) (2-5~7)

ol a, d et c sont des constantes complexes. Les opérateurs J, ,

3
J et J sont donc :

+ -
J3 = -iaT
_=i= B ax L .
I =e [ o +de a( 16T+c+.)]
J = e"lT[a +de™* _ alcio +c)
- X T

la fonction L(m) est dans ce cas :

L(m) = —a2(m+c)2 ,

et le commutateur de J+ et J est :

—_

E = ~2a2 J3 - a2(20+1) . (2-5-8)

En utilisant des raisonnements analogues & ceux du paragraphe précé
dent (factorisation A}, on montre que J3 ’ J+ et J appartiennent

3 une réalisation d'algdbre de Lie G(ia,b) , o a est le paramdire
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qui intervient dans 1l'équation (2-5—7), b est quelconque et E est

un opérateur constant défini par :

b E = a*(2c+1) .
On fait dans cette algdbre le changement de base (2—3-7), puls on lui
fait subit la transformation (2—5—4). On obtient finalement une réa-

lisation de 1'algebre B1 définie par :

“ --
53 101
£ing ax
I i =1
[ax T de a( 161

I+

Iy ?i' o ] (2-5-9)

il

(dans cette expression, les opérateurs déplacement ont en outre &4é
multipliés respectivement par -i et i , ce qui ne modifie pas la
structure de 1'algdbre).

L'opérateur de Casimir de cette réalisation de B1 est

2
no_ TuTH 1 _ T 1 L .
Qn = J+J_ + (53) J3 ’ clegt-a~dire :

2
Qn =--1-2— {52 - % P | 2ad(-1d ) - a—} .
a x T 4

Comme dans le cas de la factorisation A , les fonctions ;o
ipt
a(x,1) = ™" oh(x)
oli les fonctions ¢5(x) sont solutions de :

" u — u
Q) 9, (x) =wg (x) ,

ctest-3-dire de :

d2 d2 e2ax
=~ -

+ 2ad p - 2% (w +) 2 (x) =0 (2-5-10)
ax A e

forment des bases de représentations de la réalisation (2-5-9). L'é~

quation (2—5—10) est identique & celle de Infeld et Hull avec :
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p = mic+d
1 1
W=zt
at 4

elle n'est réelle que si a et d sont réels,

2.5.3 Pactorisation de type C .

Ce type de factorisation est obtenu lorsque :

K(x,m) =, X
4
ol b et ¢ sont des nombres complexes. les opérateurs J3 ’ J+

et J sont alors définis par :

J3 = -iéT

;o eiT[_@ . —1GT+c+1 +-££
+ X X 4

J = e-iT[é +-:ii1ii +"£)'3—C

- X X 4 ?

la fonction L(m) est, dans ce cas

L{m) = ~bm +£— ,

et le commutateur de J+ et de J est donc :

K==~b1I ,
ot I est l'opérateur identité. On peut distinguer, selon la valeur
de b , deux.cas, que Miller appelle respectivement factorisation de

type C' et de type ¢C"

a) si b est différent de zéro, J_, ,J , J et E=b I engendrent

+ o

3

une réalisation de 1'algdbre non semi-simple G(0,1) ;

b) si b est nul, J3 ’ J+ et J engendrent une réalisation de
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1'algébre non semi-simple 14 Ces résultats ne sont pas affectés

3 L
si les opérateurs de l'algdbre sont transformés suivant (2-5-4).

Ceci reste vral si, de plus, on ajoute & l'opérateur J% qui est

obtenu par cette transformation et qui s'écrii

Jé = _iaT—c—% ,

la constante c++ . Ies opérateurs J3 , 7 et J sont donc rem—

placés par

J3 = alaT

tig T :
no_ —- | —— — o~
Iy =e [% o, + T 7 ] (2~5-11)

L'invariant de 1l'algebre qui est donné par la formule (2—3—8) peut
stécrire dans tous les cas ( b différent de zéro ou non) i

: AN 5 1
2 (_151- 2)( 1@1-;2) 252
= =% 2 " 6

b,
-3 (_1aT+1) .

Comme pour les deux types précédents de factorisation, les fonctions @
ipt
& (x,7) = ™ g(x)
ol ¢$(x)-,est solution de 1'équation :
n p’ — IJ' o
Qu ¢m(x) = ) mw(x) 5 (2 5 12)

forment des bases de représentations de la réalisation (qui est une

réalisation de G(0,1) ou de ?ﬁa suivant la valeur de b ). L'é-

quation (2-5-12) s'éerit, dans tous les cas ( b différent de zéro ou

1’101’1) :

2 1
2 Bo-- 2 2
a 4 bx b B —
[ 2772 T 7 Slurt) + wJ 9,lx) =0 (2-5-13)




34

et elle devient identique & celle de Infeld et Hull si on effectue
les remplacements suivants :

b = 2b!

B - mic+¥

w > x-2b'(c+§J

(on appelle ici b' le paramdtre qui est noté b par ces auteurs) ;

elle est réelle si b est réel.

2.5.4 Factorisation de type D .

la fonction k(x,m) qui conduit & ce type de factorisatiocn est

définie par :

k(x,m) ='%§ +4 ,

oir b et & sont des constantes complexes. Iles opérateurs J3 , J

et J définis par les dquations (2-4~6), (2-4-8) et (2-4-10) sont :

+

J

li

3 1GT
by b
1"[3(.._; ax + 2X + d) .

(2-5-14)

Ji = e

La fonction I{m) est, dans ce cas :

L(m) = -bm ,

et le commutateur de J+ et J est par conséquent (équation (2_4—12)):

K=-~b1 ,
ot I est l'opérateur identité, Comme dans le cas de la factorisa-
tien € , on peut, suivant la valeur de b , distinguer deux types de

factorisation D , appelés respectivement D' et D" par Miller :

a) si b est différent ae zéro, J3 , J+ » J_ et E=b I engendrent
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une réalisation de 1talgdbre G(0,1) ;

b) si b est nul, J3 s J+ et J engendrens uwna »éalisation de
1'algébre 3

L'invariant peut s'écrire dans les deux =as (dquation (z-3-3YY

= - b Dol 15 )
Q J+J, 33 ’ 2D 15
s0it
2 bx: 2 . ’
0= -37 4 ﬁzr a)° - b(_l@I-F§J .

. iuw . s [V
les fonctions @i(x,z) = et @i(x) , ou leg fonchions @h{x, SIS
LY

solutions de :

| 8, oh(x) = w ) (2-5-16)

sont des fonctions de base de représentations de la réalisation d=

a(0,1) ou de 3 définie ci~dessus. L'éguation (o-5-16) siéerii
d2 bx 2
[‘“2 = (G )T +p(prd) +ef ohlx) =0 (2-577)
aéx

Cette équation devient identigue & 1'équation de type D de Infald ot
Hull (si 1'on excepte le fait que leur paramdtre t est le double du
ndtre) quand on y fait les remplacements suivants :

W= m

w > A
Signalons gque si b est nul 1l'équation (2-5-17) prend ure forme tras
simple et peut &tre résolue de manidre classigue. Ce cas ne sera donc

plus considéré par la suite.

Si b n'est pas nul, les équatiocns (2—5—?7) dans lesguslles

bp+w a une valeur donnée sont foutes identiques et on pevi, par
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exemple, n'étudier que le cas ol w=0 , Il est d'ailleurs possible
d'obtenir, & partir de la réalisation précédente de G{(0,1) , une
autre réalisation dont l'invariant est identiquement nul ¢ on faif

subir aux opérateurs de l'algébre une transformation qui ne modifis

pas la structure de ltalgdbre et gui est définie par

oo

Xt :UXU’1

U = exp(mi %‘m) y

ol Q est 1l'invariant dent 1'expressicn est donnde par 1'éguation

(2—5-—15)o les opérateurs de la nouvelle réalisation sont :

a

Q 1 2 bx 2 b

T x_ =0 e -
JB—J3+b—b[bX+(2+d) 2]

Il =T, (2-5-18)
E' =E .

s J et B oom-

Les deux dernigres égalités sont dues & ce que J.
"
mutent avec Q et ne contiennent pas d'copérateur différentiel agis-

sant sur T . L'invariant de cseitte réalisaticn de G(0,1) egst @

91

1Y - R
J+ ! J3

I J_ - b(J3 T

= J+J_ - bJ3 - .

Etant donnée l'expression de Q (équation (2-5-15)), Rt est donc
identiquement nul. De plus, dans les équations (2~5—18) qui définis~
sent la réalisation, la variable < est manifestement superfine ;

les équations
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2
1 d bx 2 b
VI S S S — - —
Iz =% [ 2 + (5 +d) 2]
JE = -_T_-—-—di +_____b2x +d (2-5-19)
E'"=b I

définissent une réalisation de G{0,1) par des opérateurs différen-
tiels & une seule variable {mais du premier et du second ordre)u les
solutions de 1'équation (2-5-17) forment des baées de représentations
de cette derniére réalisation. Si on pose : p' =p + %‘ et

@g(x) = ¢g'(x) , 1'équation (2-5-17) est identique & :

n P ETE
75 9 (k) =ut gp (x) .

2.5.5. Factorisation de types E et F ,

Pour ces deux types de factorisation, contrairement aux autres,
la méthode décrite dans le paragraphe 2-4 ne permet pas d'introduire
des réalisations dtalgébres de Lie. En effet, les fonctions k(x,m)
qui conduisent respectivement aux équations factorisables de type E

et de type F sont :

m a cotg a(x+p) +%

k (x,m)
k(e ,m)

ob a , p et g sont des nombres complexes quelconques. ILes fonc-

=3 o]

1M
-+
X

tions L(m) assocides sont respectivement

2
2 2
IE(m) =a m - i;
2
Ly(m) = - %5

Par conséquent si, pour chacun de ces types de factorisation, on
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définit les opérateurs JB s J+ et J les équations (2-4-6),(2-4-8)

et (2—4—10), les commutateurs K de J+ et J , dont llexpression

est donnée par (2-4-12) sont respectivement :

2a2(~iém-+%ﬂ - q2[(»iéT+1)“2 - (—iét)“z]

™~
I

=~
it

_qz[(,.ia,5+1)“2 - (—i@T)_2]- o

Dans les deux cas l'opérateur X ne satisfait pas aux relations de
commutation (2~3—2) et (2~3~5) ; par conséquent (voir paragraphe 2~3),
les opérateurs J3 R J+ et J; définis ci-dessus n'appartiennent pas
4 uwne réalisation dlalgdbre de Lie de dimension inférieure ou égale &

4, On peut d'ailleurs montrer qu'ils n'appartiennent & aucune algébre

de Lie de dimension finie,

Toutefois, comme le montrent Infeld et Hull (1951), il est pos—
sible, par des changements de variable et de fonction, de transformer
les équations factorisables de type E et F en des équations qui
sont respectivement de type A et B 3 on peut alors utiliser les
réalisations de 1l'alggbre B, qui sont introduites pour ces équations,

Ces transformations sont étudiées dans le paragraphe 2.6 .

les résultats précédents peuvent étre résumés de la fagon
suivante :
Aux équations factorisables de type A , B, ¢ et D sont assocides
des réalisations d'algébres de Lie par des opérateurs différentiels

du premier ordre & deux variables . La correspondance est la suivante:
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4 , B +— B
gr, D — g{0,1)

cr, Dt oe— B
3
Ces éguations factorisables peuvent &tre mises sous la forme
u b
Q = 5
p Pa(®) =we (=), (2-5-20)

ol Qu est obtenu & partir d'un invariant de 1ltalgtbre, et les fone-
. ipt M . , ;

tions e @w(x) sont des fonctions de base de représentations de

1l'algébre. C(es équations factorisables (mises sous la forme (2-5-20))

et les réalisations d'algdbres correspondantes se trouvent dans le

tableaun (2).

2.6 Utilisations indirectes de la méthode.

Dans la perspective de ce travail, c'est-a-dire 1'étude des sys-—
témes quantiques exactement solubles, il est essentiel de savoir si
les équations factorisables de type A , B, ¢ et D sont les seules
équations du type (2-2-5) (équations & une variable provenant d'équa~
tions de Schrédinger ou de Dirac séparables) pour 1'étude desquelles
on peut introduire et utiliser des réslisations d'algdbres de Lie.

Le but de ce paragraphe est d'indiquer quelques méthodes permettaﬁt de
relier ces quatre types d'équations & d'autres dquations de la forme
(2-2-5) ; on peut alors utiliser, dans l'étude d'équations autres que
ces quatre équations factorisables, les réalisations d'algtbres de Lie
introduites précédemment. Plus précisément, nous montrons comment les
solutions de certaines-équations de la forme (2-2-5) peuvent &tre dé-

duites de celles d'équations factorisables A , B, C ou D, et donc
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liées & des fonctions de base de représentations des réalisations

dtalgébres de ILie correspondantes. Toutefois les valeurs propres de

T

[

3 et @ assocides & ces fonciions de base sont en général reliées
aux nombres quantiques de ltéquation initiale de fagon assez compli~
guée. Parmi les méthodes examinées ici, deux rentrent dans le cadre
de la factorisation "artificielle’ da Infeld et Hull ; la trecisieéme

repose sur l'utilisation de changements de wvariable. Quelques exem-

ples, qui illustrent l'emplci de ces méthodes et qui sont importants

pour leg applications, sont déerits plus en détail,

2.6,1 TPactorisation "artificielle™.

la factorisation "artificielle", introduite par Infeld et Hull
afin d'élargir le demaine d'application de la méthode de factorisation,
fournit exactement ce gque nous cherchons ici : des procédés permettant
de trouver des équations autres gque les équations factorisables type
dornt les solutions peuvent &tre déduites de celles d'équations facto-
risables, Nous décrivons ici deux des possibilités introduites par

Infeld et Hull.

a) Soit une équation factorisable de type A , B, C ou D, écrite

sous la forme (2—5—20) :
u _ b ey
Qu ¢w(x) = W ¢w(x) s (2m6~1)

on considdre 1'équation suivante {qui n'est pas factorisable) :

(2, + £(w)) aflx) = r o), (2-6~2)

ot f{p) est indépendant de x . I1 est clair que les valeurs
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propres de 1'équation (2-6-2) se déduisent de celles de (2~6-1) par
A=w o+ fp)

les solutions correspondantes sont :

¢:(X) = mhff(p)(x) “

Par conséquent les fonctions eiuT ¢i(x) sont des fonctions de hase
de représentations de la réalisation d'algdbre de Lie assccide & 1'é-
quation {2-6-1) ; cependant la correspondance entre les nombres guan-
tiques A et p de 1l'équation et les valeurs propres des opérateurs
de 1'algébre n'est pas aussi simple que pour 1'équation (2~6-1) : 1
est blen la valeur propre de .J"3 , mais la_valeur propre de  est
N S (1)

b) Soit q un paraméire intervenant dans 1l'expression de 1'opérateur
QM de 1l'équation (2-6~1). On obtient une équation différente en rem-

plagant dans 1'expression de Qu le paramétre ¢ par une fonction de

b on écrit cette équation
C o ey e
QH o x) =W @m(X) . (2-6-3)

les valeurs propres et fonctions propres de cette équation pour cha-
que valeur de p sont déduites de celles de l'équation (2-6-1) en y
remplacant le parametre gq ©par la fonetion f(u) . lLes fonctions
eiuT Eg(x) gont des fonctions de base de représentations d'une réali-
sation d'algebre de Lie qui est déduite de celle associée & 1'équation
(2—6—1) en y remplagant, pour chague valeur de p , ¢ par f(p) :

il s'agit donc d'une réalisation différente pour chaque valeur de y .
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2.6.2 Changements de variable.

Soit une équation factorisable de type A , B, C ou D, dcrite
sous la forme (2-6-1) ; on peut faire un changement de variable,
défini par

x = (y) ,

et vnme transformation de 1l'espace des fonctions, définie par :

o(x) = U(y) oly) .

Chague opérateur X de la réalisation d'algébre de Lie associée &
1'équation (2-6-1) est aslors remplacé par :

X =0 xuU ,

et les relations de commutation restent les mémes. Les fonctions :
M ipe p ipr ~1 W
vo(x,t) =e g y) = U g, (x)

o (Pz(x) est solution de (2-6-1), sont des fonctions de base de re-
présentations de cette nouvelle réalisation d'algeébre de Lie et les
fonctions ¢5(Y) sont socluticns de

—1 V) _ %) -
v v ¢w(y) _— ¢w(y) . (2-6-4)

T1 est possible de choisir U(y) de manidre que 1l'équation (2~6~4)

ne fasse pas intervenir de dérivée premiére. Il suffit de prendre

oly) - [ﬁiﬁr

dy

Dans ce cas, si l'égquation (2-6-1) s'écrit, de fagon plus détaillée

d2 1
f“jg + R(X,p) + w] mw(x) =0 ,
dx
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1'équation (o-6-4) s'éerit |

@ sz"(y)'
2" 4|t (y)

2
+

oy ';'ii:'(y) + [fr(Y)]?—’ {R[f(Y),u]m} q,z(y) -0 .

I1 arrive que cette équation soit de la forme (2-2-5), c'est-i-dire :

(d2 m
=5+ r(y,m) + AY K(ZV) ;
dy™

ceci signifie gqu'on peut établir entre A et m , d'une part, et w
et p , d'autre part, une correspondance, qui s'écrit de fagon

générale

po=f{x,m)
J’ (2-6-5)

{w=2glr,m .

(i

les fonctions ei[f(K’m)]'s Y?(Y) sont des fonctions de base de repré-
sentations de la réalisation @‘algébre de Lie qui agit sur la variable
¥y . Toutefois les valeurs propres de J3 et de @ ne sont pas m
et A mais des fonctions, plus ou moins compliguées, de ces nombres

(équations (2-6-5)).

2.6.%3 Exemples.

les procédés décrits précédemment, qui permettent d'obitenir de
nouvelles équations & partir des équationslfaotorisables A,DB,C
ou D , peuvent &tre employés séparément ou simultanément et les cas
auxquels ils peuvent s'appliquer sont variés. ILiutilisation de tels
rrocédés est icl seulement illustrée par deux exemples, qui sont par
ailleurs importants pour 1'application de la méthode & des cas

Physiques.
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le premier cas est celui des équations factorisables de type F ,

que nous écrivens ici :

[d2 ) m(m+1) . 29 P Yn%yﬂ _ 0 ) (2-6-7)
dy2 y2 y A

Nous avons moniré (paragraphe 2.5.5) gu'on ne peut pas introduire une
réalisation d'algdbre de Lie associde & cette équation en suivant la
méthode utilisée pour les autres types d'équations factorisables.
Cependant une équation analogue & (2-6-7) peut étre déduite de 1'équa-
tion factorisable de type B ; la réalisation de 1l'algebre de Lie B1
associde i cette dernidre est donc aussi, indirectement, associée &
1'équation (2-6-7). En effet, si dans l'équation factorisable de
type B :

2

2
{Q__ - d2 e2ax + 2ady et az(w-+10] @M(X) =0 ,
ax - e

on fait les changements de variable et de fonction définis par :

X :'i log ¥
o(x) = U(y) o(y)
uy) =y 2 )

on obtient 1'équation suivante :
4w o, 8p 4] ey
- v ¢w(Y) =0 . (2-6-8)

dy~ ¥y

On remplace ensuite dans cette équation le parametre '% par wne fone-
. . q .
tion de u (cf. paragraphe 2.6.1 b)) qui est f(p) = -; , o1 g est

la constante qui intervient dans 1'équation (2-6~7). On obtient alors
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l'équation suivante :

2 2

4 W 29 47 =ny
LBk 2] P -0 . (2-6-9)
&Y ¥ H

Cette équation est identique & 1'équation (2-6-7), pourvu que :

w = m(

2
W= -

m+1)
2
4.
A

ce qui n'est d'ailleurs possible que si A est négatif. En utilisant
4 la fois les résultats des paragraphes 2.6.1 b) et 2.6.2, on monire
que les fonctions exp(i ~gx'1) Yi(y) gsont des fonctions de base de
représentation d'une réalisation de l'algébre de Lie B1 gui est dif-

férente pour chaque valeur de A ; les opérateurs de cette algdbre

sont

o
1l

3 - 1©T

tig

Ty = e [ ay sV Ay 5 iat]

le passage de 1'équation (2-6-8) & 1téquation (2-6~7) peut &tre inter-
prété un peu différemment. On peut introduire une variable zu , dont

la définition est différente pour chaque valeur de p , en posant :
=312
y""udz

L'éguation (2-6-8) dewient alors :

2 2
4 = w a. &t w _
5= 5 + 2 - > Fw(z ) O
dz Z VAT
u i

les solutions de lt'éguation (2—6—7) sont donc déduites de celles de

1'éguation (2-6-8) gréce a



46

m _ . bo82
Yh(y) = (“d ¥)

%

% w = m(m+1) (2~6—10)
C2_ &

\'.p' = - }\' »

Ies fonctions elum ¢$(y) dtant des fonctions de base diune seule

réalisation de B, définie par -

;
LT = e 1D

y *
J 3

2 J, = e [y o_ 3 Ly 1 ]
; y+tat t g

v

I+

On peut méme, étant donnée la forme de la relation (2-6-10), intro-

duire une réalisation de B1 dont les fonctions de base sont

ipT

e Y:(y} . Cependant, ceci nécessite 1'emplol d'opérateurs dila-

tation Da , Géfinis par :

D, £{x) = flax)

et 1'intérdt diune ielle algdbre est surtout formel ; il est discuté
dans la dernidre partie, & propos d'une équation factorisable de type

P particulidre : l'équation radiale de 1'atome dthydrogéne.

le second cas est celul des équations factorisables B et C' .
Comme 1'ont montré Infeld et Hull, toute équation de type B peut
dtre transformée en une équation de type C' et réciproquement : par
conséquent, & chacun de ces deux types d'équations sont assocides &
la fois une réalisation d'algébre de Lie 81 et une réalisation de

¢(0,1) (l'une directement, l'autre indirectement). On écrit respec-

tivement les équations factorisables de type B et C' sSous la
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forme
rd2 2 2ax ax 2 1 B
- d" e" +2adpe - a(w+)| ¢ (x) =0
2 4 w
| dx
2 1
-2 1-"’! e 2
d 4. b 2 b, ot () =
 ay y

les changements de variables et de fonction utilisés pour transformer

ces équations sont
2
X = - log y
—
(P(X) =¥ 2 d’(Y) s

ou les changements inverses. (Ceci étant, les deux équations sont

équivalentes si :

a) les paramdtres qui interviennent dans les deux équations sont liés

par :

b =8

)

» o

b) les nombres quantiques de ces deux équations sont reliés par les

relations suivantes {oW @® est défini par w = ®(&+1) ) :

T )

2

_Wl o op'Hl
p’_b+2 ]

ou les relations inverses

w'l

o =y -~ 1

Il

p! 28 + 1

Finalement les solutions des équations factorisables de type B ou



48

¢! interviennent & la fois dans des fonctions de base de représenta-

tions d'une réalisation de B1 et dans celles d'une réalisation de

¢{0,1) . Les valeurs propres correspondantes des opérateurs J3 et
Q sont évidemment différentes selon qu'il s'agit de l'algebre B1

ou G(O,i) ; ces valeurs propres sont réunies dans le tableau suivant:

algébre

B c(0,1)

Q : e(e+1) Q' : blp-®1)

J, ¢+ B Jé 1 2041

C1




1. RELATIONS DE COMMUTATION ET INVARTANTS

DES ALGEBRES DE LIE B, , 6(0,1) et 4%

¢(0,1) [J3 , I ] = T,
[7, ,9_]=-E
[J3 , Bl =[J, ,E} =0
Q=0J =-BJ,

(P (35, 9,1 =23,
[J+,J_] = 0
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CHAPITRE 3

REPRESENTATIONS,

%.1 Introduction

Nous avons montré dans le chapitre précédent gque l'équation d'onde
d'un systéme physique conduit, lorsqu’elle est séparable, & des dquam-
tions différentielles du second ordre & une variable qui peuvent, dans
certaines conditions, &tre mises sous la forme :

d2 m
[;;5 + r(x,m) + K} ¢h(x) =0 (B=1m1)

Nous avons montré également que si cette équation est une équation
factorisable de type A, B, C ou D, ou encore si on peﬁt la relier a
une de ces équations en utilisant les méthodes décrites dans le para-
graphe 2.6 , les solutions sont liées & des fomctions de base de re-
présentations dtune réalisation d'algébre de Lie (les différents types
d'équations factorisables et les réalisations associées se trouvent
dans le tableau (2)), Nous écrivons 1'équation factorisable sous une

forme équivalente ;
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2, cpt":(X) = w tpz(x) ; (3~1-2)

@ est égal 3 m & une constante additive prés et w est 1ié & A
par une relabtion linéaire. MNous avons vu que, dans ce cas, les

fonctions

@ﬁ(x,r) = eiuT mg(x) (3-1-3)

sont des fonctions de base de représentations de la réalisation ; p
est la valeur propre de l'opérateur J3 et w ¢elle de 1'invariant
2 de la réalisation,

Ainsi 1'étude des solutions de 1l'équation d'onde & une variable
(3-1-1) se ramdne dans certains cas b celle des fonctions de base de
représentations d'une des réalisations dtalgebres de Lie du tableaun
(2). Cependant les solutions de 1'équation (3-1-1) ne sont pas toutes
des solutions physiques ; 1'équation est accompagnée d'une condition
de normalisation. Cette condition peut é&tre, par l'introduction d'un
produit scalaire dans l'espace de représentation de la réalisation ,
transférée aux fonctions de base qui sont associées aux solutions de

(3-1-1) : elle est alors lide & la condition d'unitarité des repré-

sentations de la réalisation de ltalgébre de Lie,

La démarche suivie dans ce chapitre est la suivante :

Wous discutons tout d'abord le lien entre la condition de norma-
lisation des solutions physiques et la condition d'unitarité des re-
présentations.

Nous étudions ensuite les représentations des réalisations d'al-

gebre de Lie introduites su chapitre précédent, afin de trouver
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toutes les fonctions de base assocides & des solutions physiques.

Une étape préliminaire & 1'étude des représentations des réali-
sations dtalgébres de Lie considérées est 1'étude des représentations
des algébres absiraites correspondantes, B1 . G(O,1) et ‘EB g il
stagit pour une grande part de rappels indispensables pour la cohé-
rence de l'exposé,

En ce qui concerne les réalisations, nous montrons d'abord gu'il
est possible de construire explicitement les fonctions de base des esg-
paces de représentations irréductibles dont le spectre de J3 est
borné ; si 1'on cherche & construire ainsi les espaces des représenta—
tions unitaires des algdbres abstraites, il apparalt, pour certaines
réalisations, des conditions supplémentaires faisant intervenir des
param&tres (tels que a, b ou d dans le tableau (2)) qui entrent dans
la définition de ces réalisations.

Enfin, sauf si l'algébre de Lie est celle d'un groupe d'invariance
du systeme physique, il est impossible d'affirmer que les fonctions de
base normées assocides aux solutions physiques engendrent des espaces
de représentation et donc appartiennent & des représentations unitaires;
elles peuvent appartenir i des représentations Upartiellement" unitai-
res, dont nous donnons la liste dans le tableau (5).

Dans le dernier paragraphe, nous rappelons les expressions de
certains coefficients de Clebsch-Gordan de l'algébre réelle 5(9(2,1),
qui est la plus importante pour les applications ; ceux—cl permettent
d'étudier les représentations du produit direct de deux algebres
/30(2,?). Nous montrons gque ces résultats peuvent étre utilisés pour

une autre définition du couplage de deux algebres 4@(2,1) (ce couplage
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particulier permet de calculer certaines intégrales & deux corps, en

particulier les intégrales de Slater hydrogénofdes) .,

Z,2 (ondition de normalisation et unitarité,.

De fagon généragle la condition de normalisation qui accompagne

1'équation (3-1-1) peut stécrire :

J. [?i(X)f £x) ax =1 (3=2-1)
D

ou, 8i le specire de Qu est continu

f oh(x) ¢, (x) £(x) & = 8w-w') (3-2-2)
D

o &(x) est la distribution de Dirac ; dans les deux cas 1l'intégra-
tion est faite sur le domaine D de la variable physigue. Nous avons
d'ailleurs montré que si l'équation (3-1~1) provient d'une équation de
Schrvdinger & trois dimensions la fonction f(x) est alors égale & 1.
Pour pouvoir introduire une condition analogue sur les fonctions
de base assocides aux solutions, nous définissons dans l'espace des
W

fonctions de x et de T le produit scalaire suivant :

21

(2]e) :J"O -g-';-jD o(x,v)* o (x,7) £(x) dx . (5-2-3)

Ainsi, si les fonctions @i(x) vérifient les conditiocns (3—2—1), ou
(3—2—2), lez fonctions qui leur sont assocides. par (3—1~3) vérifient

les conditions suivantes :

(& | &) =1 (3-2-4)

ou (@i | @ﬁ,) = 6(w-w') . (3-2-5)
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De plus, étant domné la forme du produit scalaire et celle des fonc-
tions de base @ﬁ , on voit que si p-p' est un entier (ce qui est
toujours le cas & l'intérieur d'une représentation non réductidvle,
comme nous le verrons) les fonctions @z et @z! sont orthogonales ;

on a, dans ce cas :

& (3-2-6)
L)

il

{ p!
(& | <)

8w-w') . (%-2-7)

t

ou (a* I @u!) =§
w Wyl

Nous avons implicitement utilisé, dans 1'équation (3-2—5), une défini-
tion généralisée du produit scalaire, qui est celle qu'on utilise ha-
bituellement pour 1'étude des spectres continus, et ol le produit sca-
laire peut &tre défini comme une distribution. Ies fonctions ¢ﬁ

qui sont assocides & des solutions physiques sont donc, avec cette
définition, normées (conditions (3-2—4) ou (3—2—5)). si un ensemble
de telles fonctions engendre 1l'espace d'une représentation de 1'algé-
bre, cette représentation est unitaire puisque la norme est conservée.,
Ce résultat est évident pour les fonctions normées au sens strict
(équation (3—2—4)) et nous admettons ici qu'on peut sans difficultés
généraliser la définition de 1l'unitarité et considérer comme unitaires
les représentations dont toutes les fonctions de base sont normées,
que ce soit par des relations du type (3-2-4) ou du type (3-2-5).
Cependant, sauf si 1'algtbre de Lie introduite est celle dtun groupe
d'invariance du systime physique, on ne peut pas affirmer que les
fonctions @5 normées qui sont associées aux fonctiogs d'onde @3

engendrent des espaces de représentations. ILes opérateurs J+_ et J ,

—
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qui sont en général définis sans référence a des transformations phy-
siques du systiéme, ne conservent pas nécessairement la norme des
fonctions de base. Par conséquent les fonctions @ﬁ normées peuvent
appartenir & des espaces de représentations contenantd aussi des fone-
tions qui ne sont pas normalisabiles ; ces représentations ne sont
alors pas unitaires., Il est donc nécessaire, pour étudier les solu-
tions physiques de 1l'équation (3—1-2), de trouver toutes les fonetions
de base ¢ﬁ normées des représentations de la réalisation d'algebre

de Iie associée, que ces représentations soient ou mon unitaires,

%,% Représentations des algebres de Lie abstraites 31 . G(O,1) et %%o

Ce paragraphe est consacré & 1'étude des représentations irréduc-

, G(0,1) - et ‘€3.

tibles et unitaires des tirois algébres abstraites B1

Nous nous limitons aux représentations pour lesquelles les valeurs
propres de J3 sont de multiplicité égale 3 1. Ceci est justifié
par le fait que notre but est avant tout d*étudier des fonctions
d'onde, cl'est-a~dire des solutions normalisables de (3,1_2) 3 or, il
existe au plus une solution normée par couple de valeurs de y e% de
w . Par conséquent, & la fonction de base associée & cette solution
correspond, dans la représentation pour laquelle la valeur propre de
1'invariant est « , une valeur propre de -J3 . qui est simple,

Les représentations irréductibles des algebres G(a,b) pour les-—
gquelles les valeurs propres de J3 sont simpleé ont ét¢ étudiées par

Miller (1968). Les résultats concernant les algébres'AB1 et t%

s'en déduisent sans difficulté. Nous indiquons cependant une méthode
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qui permet d'obtenir directement ces résuliats : cette méthode repose
en effet sur une construction des espaces de représentation a partir
d'un vecteur particulier, construction qui peut &tre utilisée afin

dtobtenir explicitement les fonctions de base de représentations des

différentes réalisations des algdbres B, ¢(0,1) et B, que nous

3
étudions.,

L'étude des conditions d'unitarité des représentations conduit a
la recherche des algébres réelles dont chacune des trois algebres est
la complekification. Pour 1'algébre simple B1 , les deux algtbres
réelles ainsi que les conditions d'urnitarité des représentations sont
bien connues (Barut et Fronsdal 1965). Par cbntre pour les deux
autres algébres nous avons dii établir les résultats correspondants ;
en effet, Miller n'étvdis pas les représentations unitaires des al-
gébres réelles assocides, mais les représentations irréductibles de
¢(o,1) et (0,0) qui induisent et somt induites par des représenta-
tions unitaires des groupes de Lie réels locaux 84 et E3 , et il

obtient donc des conditions différentes.

%.%,1 Construction des espaces de représentations et classifica-

tion des représentations irréductibles.,

L'objet de ce paragraphe est d'obtenir les conditions d'irréduc-
tibilité aes représentations des algeébres abstraites B1 . c(0,1) et
%3 en étudiant la construction des espaces de représentations a par-
tir dfun vecteur propre de JB dont la valeur propre est simple.

Ceci conduit & des bases de représentations sur lesquelles J, et Q

3
(et E pour ¢(0,1)), sont diagoraux.
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Soit My une valeur propre de J3 de multiplicité égale & 1 et
u le vecteur propre correspondant ; wu est aussi, pulsque la valeur
propre est simple, vecteur propre des opérateurs gui commutent avec

J_ , donc de @ dans tous les cas et de E dans le cas de 1l'algeébre

3

¢(0,1) . On note w et e les valeurs propres correspondantes,
Considérons tous les vecieurs qui résultent de l'action sur u

d'opérateurs J+ et J en nombre quelconque et dans un ordre quel-

conque, Ces vecteurs engendrent le plus petit sous-espace invariant
par rapport aux opérateurs de l'algébre qui contienne u ., JI1 est
facile de montrer, & partir des relations de commutation de 1'algébre
(tableau (1)), gue chacun de ces vecteurs est, s'il n'est pas nul ,

vecteur propre de J_ et de @ dans les trois cas, et de E dans

3

le cas de G{(0,1) . Si on appelle respectivement n et n les

nombres de fois qu'apparaissent les opérateurs J+ et J dans 1l'ex-

pression du vecteur, les valeurs propres de J, , 2 et E sont res-

3

Pectivement g = +n+7n , W et e .

1
A partir de l'expression de l'invariant @ (tableau (1)), on

peut exprimer, dans les trois cas, les opérateurs J+J et J“J+' en

fonction de @ et T (et & pour G(0,1)). On a respectivement

pour B1 . G(O,1) et ‘63 :
77 =0-(3.)%+3 et 17 =Q—-(J)2—J
- 3 3 -+ 3 3 7
IJ_ =80 +EJ, ¢t JJ =Q+EJ +E , (3-3-1)

Par conséquent, tout vecteur propre de Q et de J3 (et de E ) est
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vectewr propre de J+J; et de J_J+ ; d'aprés les équations (3-3-1),
les valeurs propres peuvent s'éerire respectivement f(m,p) et

flw,p+1) ob flw,p) est :

f(m,u) w - u2 +p , pour B

1 ’

Ii

flo,p) =w +ep , pour G(0,1) , (3-3-2)

flw,p) =w , pour %% .

Ce résultat permet de montrer que tous les vecteurs qui sont ob-

tenus & partir de u de fagon que n, - n ait une valeur donnée

n,-n
sont proportionnels & [(J+) o u] si n+ -~ n est pesitif ou

n_-ny : P
u] si n -n est négatif,

proportionnels & [(J ) "

Par conséguent, toutes les valeurs propres de J3 sont simples
si une 1l'est. De plus, le plus petit sous~espace invariant contenant
u est engendré par u et l'ensemble de tous les vecteurs non nuls
qui sont de la forme [(J+)k u] et [(J_)k u] {x entier positif).

les valeurs de k qui caractérisent 1'espace de représentation,

ainsi que les conditions d'irréductibilité sont lides aux propriétés

d'annulation de la fonction f(w,u) « En effet, on peut écrire :

k k
I I, (J+) u f(m,u1+k+1) (J+) u o,

7,3 (J_)k u = f(w,u1-k) (J_)k u

Par conséquent, les vecteurs [(J+)k u] (respectivement [(J_)k.u] )
correspondant aux valeurs successives croissantes de k sont diffé-
rents de zéro tant que f(w,p1+k) (respectivement f(w,91~k+1) est

différent de zéro . Par contre si, pour une valeur donndes de k ,

f(m,p1+k+1) (respectivement f(w,p1—k)) est nul, cela signifie 3
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a) soit que [(J+)k+1 u] =0 (respectivement [(J )k+1 u] =0} : le

spectre de J, est alors borné supérieurement (resp. inférieurement)

3
par p, = u1+k (resp. Wy = p1mk) .

b) soit que [(J+)k+1 u] (respectivement [(J )k+1 u] ) est un

vecteur non nul tel que :
. .
J_[(J+)k+1 u] =0 (resp. J+[(Jn) + ul =0 )

le plus petit sous espace invariant auquel appariient [(J+)k+1 u}

k+1

Y

(respn [(J ) u] ) ne contient pas u , et wu appartient donc a

une représentation qui n'est pas compldtement réductible,

En conclusion, la représentation & laquelle appartient u est

irréductible si et seulement si :

1) pour la plus petite valeur de p (p > ]_1,1) telle que f(m,u+1)=0 ’
on a

()M u=0 (3-3~3)

2) pour la plus grande valeur de u (p & u1) telle que f(w,p) =0,

on a 3

(MM aco . (%-3-4)

Afin de préciser les notations, nous choisissons une base de la
représentation, formée de vecteurs proportionnels & [(J+)k u] et
[(J_)k w] ; soit |w p > un vecteur de la base (pour 1'algdbre
G(O,1) la valeur propre e est sous entendue). Ies opérateurs de

la représentation sont définis sur cette base par :
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p|(n oo

il

J3 ;[1.\ u @

. et
> i | pe
J+|uau @, h}g+1 )

T Jon> = a% o et > (3-3-5)

Y ]m b > =e [m 5>, pear a(o.1) .

o |m u o= ow Im oo

, NP ! . U S o .
Ies crefficionts o 20 o ainsi ddfinis sont Svidemment tels que :

4 -

af ot (w7 (3-5-6)

Tl est facile de »onbrov gue deux représentaticns ircéductibles qui ne
different gue par les coefficients « et o (wérifiant 1'équatien
e .

(3-3-6)) sont équivalentes : les reprdsentations irréductibles de By s

~

G{0,1) et ¥_ oot done caractérisées b oume équivalence pres par le

o

opectre de I, la waleur de w , et celle de e prur G(C,?) les
conditicns d irrdductibiletd peuvent étre derites en rvemplagant les
Squations (7-3-3) et (%-%.4) par ai+ﬁ = et af =0

On trouve Timalemznt qu il existe, sulvant la fageon dont f(m,u)
stannule, quatre Typas de représenialtions irréductibles de B1 5

(0,1} ou gé pour lesqueiles les valsurs propres de J3 sont

simples

1) 81 . flw.p) £ poar =T +p , peatier , on a une représenta-

tim irréductible dent le spectre de J, n'est pas borné.

3

" ot
2) MR f(w,uﬁ+?) = =0

f{m.u) % 0 prus = po—p . b entier > O ,

on e une représents!ion ircéductible de dimension infinie dont le
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spectre de J, est borné supérieurement par kg o

3

H
%) 8i f(m,uo) = a_o =0

f{w,u) # 0 pour y = botP P entier >0
on a une représentation irréductible de dimension infinie dont le
gpectre de J_  cot borné inféricurcment par My

3

4) Si f(w,p0+1) =a> =0

!
£lw,pl) = a*0 =0 pour ) =uy-N , N entier )0

flw,p) #0 pour p=p~p , 0L PN ,
0

on a une représentation irréductible de dimension finie N+1 .

4 partir de ces quatre ensembles de conditions et de la forme de
la fonction f(w,p) (équations (3~3u2)) pour chacune des trois alge-
bres, on trouve les caractéristiques de toutes ces représentations
irréductibles, (elles-ci s&nt résumées dans le tableau (3), et nous
n'exposons pas en détail les raisennements qui permettent de les ob-
tenir. Remarquons simplement que ltalgebre B1 , pour laguelle
f(w,p) peut s'annuler pour deux valeurs de p différentes, posseéde
les quatre types de représentations irréductibles ; pour G(O,1) s
f(w,p) peut s'annuler pour une valeur de u au plus : il n'y a pas
de représentation irréductible de dimension finie ; enfin, pour 53 s
f(w,u) est une constante : hormis la représentation triviale & une

dimension (qui correspond au cas oll w=0 ), toutes les représentations

irréductibles ont un spectre de J_ non borné,

3
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3.3.2 (ondition d'unitarité -~ Algdbres réelles,

Une représentation d'une algdbre de Lie -J est unitaire si les

opérateurs X de la représentation sont tels que :
" =X . (3-3-7)

Tout élément de 1'algébre peut étre développé sur une base de celle-ci,
Soient Xi les opérateurs de base de l'algébre dans une représentation

donnée ; on peut écrire :

. ' i
ou les composantes a sont des nombres complexes,
La condition {3-3-7) s'écrit alors :

. .
T at X.+ =~ a:L X, . (3—5~8)
i 1 i 1

Cette équation implique que les adjoints des opérateurs de base s'ex-

priment comme des combinaisons linéaires de ceux—ci ; la condition

(3-3-8) peut donc étre remplacée par les conditions suivantes :

+ J =z
X; =% af X, | (3-3-9)
3
g ot od o oad (3=3-10)
i 1

On voit sous cette forme que la condition (3-3-7) n'est pas vérifiée
pour tous les éléments de l'algébre, mais seulement pour ceux qui, une
fois choisies les relations (%-3-9), vérifient les conditions (3=3-10).
Ia condition (%-3%-7) ne définit donc pas une représentation unitaire
de l'algébre ~4 dans son ensemble ; cependant, si certaines condi-

tions du type (3-3-10) définissent wme sous—algébre de A , clest~a~
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dire si l'ensemble A des opérateurs X dont les composantes véri-

fient les équations (3-3-10) est tel que :

X ¢ A
=> [x,x*] ¢ 4 ,
e L

alors les équations (3-3-9) définissent une représentation unitaire
de /J' .

De fagon générale, la recherche de telles sous-algébres se raméne
3 celle des sous-algdbres réelles de 4 Finalementrl'étude de
1'unitarité des représentations de 4 comporte deux parties : la re-
cherche des algébres réelies dont 4 est la complexification, puis
1'étude des conditions d'unitarité pour chaque algébre réelle. On
rencontre d'ailleurs une situation tout a fait identique pour les
groupes de Lie. Pour tous les groupes associés aux algébres de Lie
complexes simples, les groupes et les algébres réels correspondants
sont connus (Barut et Rgczka 1965)° Toutefois, deux des algébres
étudiées ici ne sont pas semi-simples. Nous montrons ici qu'il est

)’

d'obtenir les sous-algébres 44' et les conditions d'unitarité & par-

possible, pour ces deux algdbres (et par la méme occasion pour B1

tir des équations (3-3-9) et (3-3-10).

Suppesons qu'il existe une base orthonormée sur laquelle J3 est

diagonal : en effet ceci est toujours le cas (équations (3-2—6) et
(3=2-7)) pour les représentations unitaires des réalisations des trois
algebres étudides dont les fonctions de base sont de la forme (3-1-3),
Dans ce cas les adjoints des opérateurs de base J3 . J+ et J_ (et

E pour G(O,1)) sont définis sur la base Iw g > par :
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o> =p* [op>

1l

lm T ai* ]w p-1 >

oy (3-3-11)
J Im T aﬁ |w pt+1 >

*
E Jop>=ec |up> , pour c(o,1) .

En comparant ces équations (3-3-1t) avec les équations (3-3-5), on
trouve que les équations du type (3-3-9) les plus générales qu'on

puisse écrire sont

+

JT =g

3 ]

+ ie

Ty = I, (3=3-12)
E=e®E , peur alo,1) ;

ol € et ¢ sont des nombres réels.  Pour obtenir ce résultat, on
doit tenir compte du fait que dans une représentation non réductible
i est nécessairement de la forme E0+p (p entier), et faire &ven-
tuellement un changement de base gui ne change pas la siructure de
l'algébre,

3

Si on appelle respectivement a1 , a2 , a7 et a4 les composan~-

J

tes d'un opérateur de ltalgebre sur les opérateurs de base J3 s I

J_ et B ( a4 est évidemment toujours nul sauf pour G{(0,1) ), les
conditions analogues & (3-3-10) sont :

1% 1

a = =&
a2 o0 - g7 (3-3-13)
a4* eicp - _a4

Il est facile de trouver, pour chaque algébre, & quelles conditions
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(sur les valeurs de 6 et de ¢ ) les équations (3-3-1%) définissent
une sous-algdbre ; une base de la forme réelle de cette sous-algdbre

est obtenue dans tous les cas par le changement suivant :
ig
d= (1, -e"a) /2
t
=1iJ
ERREP

%5 =1 ei¢/2 E

i

)

(7, + ef J) /2
(3-3-14)

Pour 1l'algébre B1 , les deux premiéres équations (3—3—13) défi-

nissent une sous-algtbre si e2ie =1, clest-i~dire si eie =g
(s = i1) . On retrouve ainsi les résultats connus : les relations de
commutation des opérateurs ?}, ?; et ?3 définis par (3—3—14) sont
identiques & celles de l'algébre réelle -JékB) du groupe des rota-
tions & trois dimensions si &€ = +1 , et & celles de 1'algdbre réelle
«35(2,1) du groupe non compact SO(2,1) 88 £ = =1

Pour l'algtbre G{(0,1) , les équations (3-3-13) définissent une

ip

216 (ele =¢g) et e’ =1, Les relations de

sous-algebre si e = 1

commutation de llalgébre réelle sont :

[?’1 ’ }2]=“§£
e B =15
[?3’ 9/1] c?e
[%: 1=0 (i=1,23 .

On peut passer d'une valeur de e & l'auitre par un changement de bhase

I}

réel de l'algébre : ainsi, aux deux valeurs de & correspond une
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seule algtbre réelle, qui est appelde /54 par Miller (1968).

Enfin, pour l'algebre ‘z3 , les deux premidres équations {3~3~13)
définissent une sous-algdbre quel que soit © ., Ies relations de
commutation des opérateurs }1 . jé et ?3 définis par (3-3-14)

sont :

YRR
[?2’ 75 =&L1
[&3 ’ }1] :?'2

Cette algeébre réelle est donc, quel que soit € , isomorphe & 1l'algd~

du groupe euclidien dans le plan, E (suivant les

bre réelle % 3

3
notations de Miller (1968)).

Pour chacune de ces algébres'réelles, les conditions d'unitarité
des représentations sont alors données par les équations (3-3-12),
avec les valeurs particulieres de 6 et de ¢ correspondantes. Pour
les éléments de matrice des opérateurs, qui sont définis par les équa-~

tions (3-3-5), ces conditions s'dcrivent

(3-3-15)

e =e |, pour G(O,i) s

ou encore, puisque aﬁ et o sont lids par 1l'équation (3-3-6) :
g réel
2 2 i6
[o8]% = Ja¥]" = e™ £luu) (3-3-16)

e 1réel , pour a(0,1) R
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Ces conditions permettent de trouver les caractéristiques des repré-
sentations irréductibles unitaires de toutes les algébres réelles

considérées ; les résultats sont rassemblés dans le tableau (3),

Pour les deux algdbres réelles associées i B1 , nous retrouvons
ainsi les résultats de Barut et Fronsdal (1965) ; nous ne donnons pas

ici le déétail des raisonnements,

LN

Pour l'algebre réelle .44 associde & G(0,1) , les conditioms

(3—3~16) s'écrivent :

p et e réels ,

B2 o a2 = elw + pe)

u|2
¢ est ici égal 3 +1 ou =1 , mais il a évidemment une valeur déter-
minée pour une représentation donnée. Par conséquent, w + p e doit
avolr un signe déterminé pour toutes les valeurs de pu d'une méme
représentation irréductible ; si e =n'est pas nul, cecl n'est possi-
ble que pour les représentations bornées supérieurement ou inférieure-
e e . . .
ment, T ou l ; pour les représentations non bornées,
o o
R(Eo,w,e) , 11 est par contre nécessaire que e soit nul. Signalons
que les deux valeurs de € permeitent, pour chaque type de représen-

tation, d'exprimer de deux maniéres différentes les conditions d'uni-

tarité (cf. tableau (3)).

Enfin, les conditions d'unitarité des représentations de 1l'algeé-

bre réelle '%3 associée & ‘Z’ sont

3
p  réel
ul2 _ ]ap'2'= eie
+ [

[a w o
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& est ici quelcongque : un changement de la valeur de 6 correspond
simplement & un changement de base de 1l'algébre réelle. On peut le

choisir tel que, quel que soit « différent de zérc :
2
w=p e {(p= > 0)

les comditions d'unitarité pour une représentation Q(EO,w) sont

alors :

3.4 Représentations des réalisations des algdbres de Lie B1 .

G(0,1) et ’83 .

Dans ce paragraphe nous cherchons, pour chacune des réalisations
de B1 ’ G(O,1) et 253 qui se trouvent dans le tableau (2), quelles

représentations possédent des fonctions de base de la forme
NETR A
¢ﬁ(x,1) S mi(X) , (3-4-1)

ol @S(x) est une solution de 1'équation factorisable associde & 1la
réalisation, toutes ces fonctions ou au moins certaines d'entre elles
étant normées suivant la condition (3~2~4) ou (3—2—5). Parmi ces re-
présentations se trouvent des représentations irréductibles unitaires:
nous commengons par chercher les fonctions de la forme (3*4*1) qui
sont fonctions de base de ces représentations. Nous indiquons, en
utilisant les résultats du paragraphe 3,3.1, comment sont construits,

avec de telles fonctions, des espaces de représentations irréductibles,



68

Puis nous montrons que, pour que les représentations ainsi construites
gsoient unitaires, on doit ajouter aux conditions d'unitarité des re-
présentations de 1'algdbre abstraite des conditions sur le comporte-
ment des fonctions de base aux limites du domaine de la variable x ;
ces dernieres conduisent dans certains cas 3 des conditions faisant
intervenir les paramétres qui entrent dans la définition des réalisa-
tions. Enfin, comme nous 1l'avons montré dans le paragraphe 3,2, il
peut aussi exister des représentations non unitaires qui contiennent
des vecteurs de base normés . ILa recherche de telles représentations,

"partiellement" unitaires, constitue la derniére partie du paragraphe.

3.4.1 Construction des espaces de représentations irréductibles

mwitaires des réalisations.

Nous avons montré dans le paragraphe 3.3.1 qu'on peut construire
les espaces des représentations des algébres de Lie B, , G(0,1) et

1
6

dont les valeurs propres de J sont simples & partir dtun vec-

3 3
teur propre de J3 de valeur propre simple, clest-i-dire & partir
d'un vecteur propre commun 4 J, et & R (et & E dans le cas de

3

l1'algébre G(0,1) ). Pour chacune des réalisations d'algtbres de Lie
du tableau (2) nous pouvons donc utiliser comme vecteur de départ

toute fonction de la forme (3—4—1) :

M
¢b (X,T) = e

ip1T by
9, (x)
L
ou @w (x) est une solution de 1lt'équation factorisable correspondante,
L'espace de la représentation est alors engendré par des fonctions qui

sont toutes de la forme (%-4-1). En effet, d'aprés les résultats du
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paragraphe 2.4, on peut écrire :

ilp,+k)7 k
(J+)k sz?(x,'v) K e H tpz1+ (x)

i(y k)t ¥ (B4m2)
(K8 e e T el )

Nous avons montré que les conditions dtirréductibilité sont alors ex—
primées par les relations (3-3-3) et (3-3-4). Pour les représenta-
tions des algébres abstraites BT s G(O,1) et %3 ces conditions
nous ont permis de trouver les caractéristiques des représentations
irréductibles, ctest-a-dire le spectre de J3 , la valeur propre de
Il'invariant @ , les éléments de matrice ai et af des opérateurs
J+ et J; , et, pour 1l'algébre G(O,T) , la valeur propre de E ,

A 1'aide de ces résultats, on peut choisir la fonction de départ
¢i1(x,1) de telle sorte que w et p1 soient des valeurs compati-

bles pour une représentation irréductible ; on peut de plus définir

les autres fonctions de base par les relations de récurrvence suivantes

fa~t 1 1 1!
Qh (x,1) = e J+ @m(x,m)
* (3-4-3)
p—1 _A 1
@w (X,T) = au J_ Qw(xs't) b4

"

ol ai et o caractérisent la représentation irréductible considé-
rée. Si tous ces coefficients sont différents de zéro (c'est-a-dire
gl le spectre de J3 de la représentation considérée est non borné),
la base construite est bien celle d'une représentation irréductible.
Par contre, si le spectre de J3 dans cette représentation est borné

supérieurement (resp. inférieurement) par by la conditien chtenue
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wA+1
obtenue pour llalgeébre abstraite, a+0 =0 (resp. a 0= o] ),_doit

étre accompagnée de la condition suivante :
o o
I, e (x,7) = 0 {(resp. J_ 2, (x,7) =0 ). (3~d4-a)
Cette condition est automatiquement réalisée si on utilise la fonction

@mo(X,T) comme fonction de départ pour la construction de la bhase.

En effet une fonction définie par

i ipT oM
@ O(X,T) = @ 0 ] O(X)

(3-4-5)
%o %o
I, @ (2,7) = 0 {resp. J @ (x,%) =0 )

est, pour chaque réalisation, fonction propre de J_, avec la valeur

3

propre Ko et de Q avec une valeur propre ® qui est donnée par :
f(w,uo+1) =0 (resp. f(m,uo) =0 ) o (3=4~6)

D'autre part les équations (2-4-5) sont équivalentes & une équation
différentielle du premier ordre en x dont @uo(x) est solution,

la résolution d'une telle équation se réduit & une quadrature et on
peut ensuite obtenir une expression explicite de toutes les fonctions
de base en utilisant les relations de récurrence (3—4-—3)o Si la re-
présentation irréductible de 1talgébre abstraite dont on cherche &
construire une base est de dimension infinie, ceite méthode de cons-
truction assure 1'irréductibilité., Si par contre elle est de dimension
finie, il existe une condition supplémentaire qu'on peut écrire, si la
base est construite & partir de la fonction dont la valeur de p est

maximale et si on qppelle ¥ et pé les valeurs extrémes de p

)U'O—uo'l'T

%
(7 & (x,7) =0 . (%-4-7)
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La méme méthode peut &tre utilisée pour la construction des espa-
ces de représentations irréductibles unitaires, Nous avons montré que
les conditions d'unitarité des représentations des algébres réelles as—
socides aux trois algébres de Lie étudides peuvent étre écrites de fa-
con générale sous la forme (3_3_12), Pour les algébres sbstraites,
nous avons obtenu & partir de ces conditions les caractéristiques des
représentations irréductibles unitaires. Cependant, si 1'on cherche &
construire des bases de ces représentations en suivent une méthode ana-
logue & celle qui vient d'étre décrite, il est nécessaire, méme si les
éléments caractéristiques de la représentation (spectre de J, , coeffi-

3

cients qt et af , Vvaleurs propres w et e ) sont ceux d'une repré-
sentation irréductible unitaire de 1'algdbre abstraite, de vérifier que
les fonctions de bhase construites satisfont aux conditions (3—3—12)¢
Nous avons, par l'équation (3-2-3), défini dans l'espace des fonctions
de x et de 1 un produit scalaire qui est 1ié & la condition de nor-
malisation physique des fonctions d'onde : il y apparait une fonction
£(x) qui est déterminde psr la condition de normalisation (3-2-1) ou
(3~2—2), 8i 1'on utilise cette définition du produit scalaire sans pré-
ciser la fonctionm f{x) , il est impossible de trouver de fagon générale
quelles sont les fonctions de la forme eiwB ¢(x) pour lesquelles les
conditions (3-3-12) sont vérifides. En étudiant ce problime, on trouve
que le produit scalaire défini par l'équation (3-2-3) avec f(x)=1 ap-
parailt comme privilégié pour toutes les réalisations étudides: en effet
les conditions (3-2—12) obtenues avec cette définition peuvent &tre

remplacées pour chaque réalisation par des conditions simples sur les

fonctions ¢(x) . Plus précisément, soit wun ensemble de fonctions
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'eluT ¢(x) telles que p = E0+p , B fixé et p entier (1es bases

0
des représentations irréductibles que nous étudions sont toujours de
ce type), on montre que pour chaque réalisation des conditions quton

peut écrire de fagon générale :

4

J_ =4
3 3
E =% (pour les réalisations de G(0,1)) (3-~4-10)
+
J =€ J
(3% = e 7

sont satisfaites & condition que les fonections ¢(x) vérifient cer-
taines conditions aux bornes du domaine de la variable x .

Nous avons par ailleurs montré que le produit scalaire défini par
l'équation (3—2—3) avec f(x)=1 est celul qui est associé & la condi-
tion de normalisation qu'on obtient lorsque l'équation factorisable
provient directement d'une équation de Schrodinger & trois dimensions,
et nous nous limitons dans toute la suite durchapitre 3 cette défini-
tion du produit scalaire. Nous n'étudions le probléme posé par 1!é-
ventuelle présence 4'un facteur f(x) non constant dans la condition
de normalisation que pour des cas particuliers : un exemple est celuil
de 1l'équation radiale relativiste de 1l'atome d'hydrogéne, qui est
traité dans un des articles présentés en annexe (V) .

les deux premidres équaticns (3-4-10) sont satisfaites pour tou-
tes les fonctions ¢(x) normalisables ; les deux dernidres égquations
se démontrent en faisant, dans le produit scalaire (<I>|J+ ®') , une
intégration par parties sur la variable x . On trouve ainsi que &

est égal & +t pour les réalisations A1 , CY ,C" , D et D' et

N

& -1 pour les réalisations A2 , A3 et B : d'autre part, si 1l'on
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se limite & la définition non généralisée de 1'unitarité, 1'égalité
est vérifide pour 1'ensemble des fonctions eipT ¢(x) & condition que
les fonctions ¢(x) s'annulent aux bornes du domaine de x , Dans le
cas ou le produit scalaire est défini comme wne distribution, la con-
dition analogue est plus compliquée ; nous n'étudions ce point gue
pour des réalisations particuligres,

Finalement, chacune des réalisations du tableau (2) est associéde

& une algdbre réelle ; la correspondance est la suivante :

4, ~ 40(3)
2 ] A3 y B—’ /3&(2:1)
ct, D' - 454

g" o, D" - 23

A
(3=4~11)

Cette correspondance signifie que, pour chaque réalisation, on peut
construire des bases de représentations unitaires de ltalgebre corres-
pondante en utilisant des fonctions de la forme (3-4~1), & condition
toutefois que les fonctions ¢z(x) vérifient certaines conditions aux
bornes du domaine de x . Ces conditions ne sont pas nécessairement
vérifides pour les fonctions de base construites suivant la méthode
décrite précédemment ; cette question -doit &tre étudide en ddtail pour
cﬁaque réalisation et nous verrons qu'on obtient finalement, pour cha-
que réalisation, des conditions d'unitarité qui s'ajoutent & celles

des algébres abstraites.
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3.4,2 Fonctions de base des représentations irréductibles

uitaires des différentes réalisations,

En utilisant les résuliats précédents, il est possible de conse-
truire explicitement, pour chaque réalisation du tableau (2), toutes
les bases de représentations irréductibles unitaires dont les fonctions
sont de la forme eiu"B ¢$(x) , ol mi(x) est solution de 1'équation
factorisable associée & la réalisation ; on trouve donc ainsi a quel-
les conditions une représentation irréductible unitaire de 1'algdbre
abstraite possede effectivement une telle base,

Nous décrivons ici de fagon détaillée la méthode générale (les
différentes réalisations sont étudides individuellement dans 1l'appen~
dice 1). On considire toutes les représentations irréductibles uni-
taires de l'algebre réelle abstraite associde & la réalisation consi-
dérée dans la correspondance (3-4-11). Pour chacune de ces représen—
tations (dont les caractéristiques sont sur le tableau (2)), on choi-

. . . s ipw M4
sit une fonction particuliere e ?, (x) telle gue w et g
soient des valeurs propres de Q et de J3 dans cette représentation, -
@21(x) étant une solution de 1l'éguation associde & la réalisation.
On construit alors & partir de cette fonction toutes celles qui en
sont déduites par les relations de récurrence (3~4-3) dans lesqueliles
les coefficients ai et af sont les éléments de matrice de J+ et
J_ sur une base orthonormée de la représentation considérée. Il faut
cependant, comme nous l'avons wvu, vérifier alors que les fonctions ob-

tenues forment effectivement une base de la représentation irréductible

unitaire, FEn ce gqui concerne l'irréductibilité, la situation est
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différente pour les quatre types de représentations irréductibles .
Pour les représentations dont le spectre de J3 eat borné supérieu-
rement ou inférieurement par iy » TOUS avons vu que les éguations
(3-4-5) permettent de trouver 1'expression explicite de la fonction
de base associée 3 Mo et que l'ensemble des fonctions déduites de
celle~ci forme une base de représentation irréductible. Pour les re-
présentations de dimension  finie, on peut obtenir aussi l'expression
explicite d'une fonction de base de valeur de p extrémale, maximale
par exemple, mails 11 faut de plus que la condition (3—4—7) soit véri-
fide pour que les fenctions construites 3 partir de celle-ci forment
une base de représentation irréductible. Pour les représentations
dont le spectre de 33 n'est pas borné, on ne peut pas éviter de ré-
soudre 1'équation factorisable pour une valsur particulidre de u
les fonctions construites & partir de la fonction de base associée 3
cette solution forment toujours une base de représentation irréducti-
ble., Enfin nous avons montré que la représentation irréductible dont
on a ginsi construit une base est unitaire si toutes les fonctions de
base vérifient certaines conditions aux bornes du domaine D de la
variable x : pour étudier ces conditions on utilise le fait que le
comportement aux bornes de D des fonctions construites en utilisant
les relations de récurrence (3—4—3) peut étre étudié de proche en pro-
che, en utilisant l'expression des opérateurs J+ et J de la réa-
lisation. Signalons enfin que si ces conditions sont vérifides, la
base construlte est orthonormée si ia fonction de départ est normée.

Cette méthode est, dans l'appendice 1, appliquée successivement

b toutes les réalisations du tableau (2},
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les résultats essentiels de cet appendice sont résumés dans le
tableau (4) : on y trouve en effet, pour les différentes réalisations
étudides (sauf A3 et D" , l'une parce gu'elle est trop complexe et
ne méne b aucune application, l'autre parce qu'elle est trop simple),
toutes les représentations irréductibles unitaires pour lesquelles
nous avons construit des bases & partir des solutions des équations
factorisables. Si on compare ce tableau avec le tableau (3) gqui donne
les caractéristiques des représentations irréductibles unitaires des
algeébres réelles abstraites lides aux algébres B? , G(O,1) et %é ,
on constate que non seulement chaque réalisation est lide & une alge-
bre réelle particulieére, mais gue de plus on ne peut construire des
bases de représentations irréductibles unitaires de 1ltalgébre abstraite
gue si certaines conditions supplémentasires sont vérifides, Ainsi par
exemple, les représentations irréductibles unitaires de 1l'algeébre ab-
straite -ﬁ@(2,1) sont les représentations Tuo* avec “o réel posi-

tif ; pour la réalisation B 1les conditions supplémentaires sont :

et pour la réalisation A elles sont :

2 3

<%

I foF

nof—
o

d d
bo ==%7P » OSP <=7

Ces conditions font done intervenir les paraméires (ici d et a )
qui interviennent dans la définition de la réalisation. Dans le cas

de la réalisation A1 , 11 apparait méme une condition de guantification
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sur le paramétre % : nous verrcns, dans le dernier chapitre, quelles
sont les conséquences d'une telle condition pour un exemple physique.
Signalons enfin que nous donnons, dans l'appendice 1, llexpres-
sion générale des fonctions de base obtenues ; celles-ci, conformément
aux résultats de Miller (1968), font intervenir les fonctions spéciales

(fonctions hypergéométriques pour 4, et A hypergéométriques con-

1 2’

fluentes pour B, C' et D' , fonctions de Bessel pour (" ).

%.4.%3 Représentations "partiellement” unitaires des différentes

réalisations,

Comme nous avons vu (paragraphe 352), les fonctions de base nor-
mées qui sont assocides & des fonctions d'onde peuvent appartenir 3 des
bases de représentations qui contiennent aussi des fonctions non norma-
lisables et qui ne sont donc pas des bases de représentations unitaires.
Dans ce paragraphe, nous cherchons & quelles représentations appartien~
nent toutes les fonctions de base eiuT mi(x) normées (vis & vis du
produit scalaire particulier utilisé précédemment) qui ne forment pas
des espaces de représentations irréductibles unitaires. Ies caracteé-
ristiques de ces représentations en tant que représentations de 1'al~
gebre abstraite (c'est-a-dire le spectre de J3 , les valeurs propres
de @ (et B ) et les éléments de matrice de Joet T ) peuvent
8tre aussi bien celles de représentations irréductibles unitaires que
de représentations non unitaires ou méme non compldtement réductibles,
En effet, lorsque nous avons cherché 3 construire pour les différentes

réalisations des bases de représentations irréductibles unitaires des

algebres abstraites (appendice 1), nous avons trouvé gue dans certains
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cas une partie seulement des fonctibns construites vérifient les con-
ditions d'unitarité et sont donc normées. Nous avons ainsi déja obtenu
une partie des résultats recherchés. 7Toutefois, pour obtenir 1'ensem—
ble de ces résultats, la méthode la plus simple consiste a trouver la
forme générale des solutions des équations factorisables et a examiner
4 quelles conditions elles sont normalisables puis a quelles représen-—
tations elles appartiennent. C'est ce qui est fait, pour chaque réa-
lisation étudiée, dans 1l'appendice 2. Nous y montrons que dans cer-
tains cas, gréce au fait que les équetions factorisables sont inva-
riantes dans certains échangss formels impliguant les paramétres et
les valeurs propres, une partie des fonctions de base normées peut étre
trds simplement déduite d'autres fonctions de base normées (nous avons
déjb signalé ce point dans 1'appendice 1) ; parfeis aussi, les solu-
tions @i(x) elles-mémes sont ‘invariantes vis & vis de certains de
ces échanges ; on peut alors leur associer deux fonctions de base dans
lesquelles le facteur eip"B est différent et qul appartiennent & des

représentations différentes.

Ie tableau (5) contient les résultats & partir desquels on peut,
grice aux dchanges qui sont également rappelés dans ce tableau, obte-
nir toutesg les représentations "partiellement" unitaires, c'est-a~dire
possédant des fonctions de bhase normées. De telles représentatiocns
existent dans tous les cas sauf ceux des réalisations B et D' .

Nous aurons & en tenir compte pour certaines applications : d'ol: quel-~
gques complications, en particulier en ce qui concerne 1l'emploi du théo-

réme de Wigner-Eckart.
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" 3,5 Couplage de deux algetbres de lLie -5&(2,1) .

Soit un systéme physique constitué de deux particules dont 1'état
en l'absence d'interaction est déterminé par des équations d'onde
conduisant & des équations sépardes factorisables. L'état de 1'en~
semble des deux particules, considérées comme indépendantes, peut &tre
caractérisé par une fonction de base de représentation de chacune des
deux réalisations d'algtbres de Lie associées aux équations factorisa-
bles. Il peut 8tre aussi relié & une fonction de base de représenta-
tion d'une réalisation d'algébre de ILie qui résulte d'un couplage de
ces deux réalisations, et qui fait donc intervenir les deux variables
physiques ; ltintérét d'un tel couplage provient du fait que les opé-
rateurs d'interaction peuvent &tre des opérateurs tensoriels de cetbe
réalisation sans 1'8tre vis & vis des réalisations associées aux deux
particules,

Nous utilisons ici la notion de couplage par analogie avec le cas
des moments angulaires ; il est bien connu que les représentations du
produit direct de deux groupes SO(B) (correspondant & deux moments

~(1)

angulaires J et 3(2) ) sont des produits de représentations des

deux groupes. (e sont aussl des représentations du groupe 80(3) qui
. = =(1) =(2)
correspond au moment angulaire couplé J =J + J 3 on trouve
quelles sont ces représentations en réduisant le produit de représen~
tations en représentations irréductibles (décomposition de Clebsch-
Gordan) ; on obtient le développement des fonections de base de ces

représentations irréductibvles sur les fonctions de base de la repré--

sentation produit grice aux coefficients de {lebsch-Gordan, Toutes
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les notions précédentes interviennent également dans le calcul des
é1léments de matrice d'opérateurs tensoriels per utilisation du théo-
réme de Wigner-Eckart : nous étudions ces points dans le chapitre sui-
vant et nous nous limitons ici au probléme des systimes & deux par-
ticules,

Pour ce probléme, on pourrait procéder comme dans le cas des mo~
ments angulaires, c'est-i~dire, pour chaque réalisation, former le
produit direct de deux réalisations indépendantes (de variables Xy
11 et X, 5 T, ) et étudier la réduction des produits de représenta-
tions vis & vis de la réalisation couplée (dont les opérateurs de base
sont la somme des opérateurs de base analogues des deux réalisations
initiales). Cependant, sauf si 1'algébre est celle d'un groupe d'in-
variance du systéme physique, la variable T n'est pas liée & une ve~
riable physigue et le fait d'introduire deux variables m1 et 12
différentes n'a pas de signification physique.

L'objet de ce paragraphe est de montrer pour un cas particulier,
celui des-réalisations B de l'algebre de Lie'48(2,1) , qutil est
posaible de définir un couplage des deux réalisations en utilisant une
seule variable T . Il ne s'agit donc pas d'une réduction d'un pro-
duit direct de deux algébres ; cependant nous montrons que les résul-
tats sont & peu prés identiques & ceux qu'on aurait dans ce dernier
cas. L'intérét de ce couplage particulier sera montré, dans le chapi-
tre 4, pour un exemple physique de réalisation B , l'atome d'hydro-
géne ; nous verrons gqu'il permet de calculer des intégrales a deux

particules telles que les intégrales de Slater hydrogénolides,

Avant de définir le couplage de deux réalisations 3B de %CX2,1),
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nous étudions rapidement le cas du produit direct de deux algebres
,4(9(2,1) (nous rappelons en particulier le principe du calcul des
coefficients de Clebsch-Gordan), afin de pouvoir montrer ensuite que

les mémes résultats sont applicables au couplage que nous étudions,

3,5.1 Produidt direct de deux algébres de Lie 46K2,1) o

Soient deux algébres de Lie 4?(9(2,1) notées 4(1) et 3(2) R

(1) > (1)
+
Q(1)

?

(2)

et @ H

dont les opérateurs de bases sont respectivement J3

J_(1) J3(2) ’ J+(2) ’ J_(2)

et et les invariants
les relations de commutation de chague algébre et 1l'expression de
1'invariant sont celles dé 1'algébre B? (tableau (1)).

On suppose que tous les opérateurs de /5(1) commutent avec ceux

(12)

de -3(2) et on appelle -d

4020 g0 g(2)

le produit direct :

les représentations de 14(12) sont des produits de représentations de

5 (1) et de-% (2) « Si lton utilise les notations du paragraphe 3.3,

les vecteurs de base de représentations irréductibles D1 et D2 de

‘4 (1) et ’4(2) s'écrivent w, u1> et |w2 p2> ; 11 leur corres-

pond un vecteur de base de la représentation D1 ® D2 de /8(12)
= ® 5
@b, m2u2> ]w1u1> |m2p2> , (3-5-1)

tout vecteur de base étant donc caractérisé par les valeurs propres

(1) (1) (2) (2)
, I , R et I

de 1l'ensemble d'opérateurs commutant

@

On introduit une autre algdbre 39(2,1) , notée ~4 (? c ’5(12) ) ,

d'opérateurs de base J3 ’ J+ et J et d'invariant @ , telle gue :
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(a=3, + ou - ), (3-5-2)

Les vecteurs de base des représentations de 45(12) peuvent étre aussi

caractérisés par les valeurs propres 4'un autre ensemble d4'opérateurs

(1) , Q(2)

commutant , R et J3 3 on les éerit alors

wo, 0w (3~5~3)
les changements de base entre les vecteurs (3—5—1) et (3—5—3) sont

donnés par :

|w1w2 wu> = z <w?p,1 w2u2]w p> ]m1u1 m2u2> (3-5-4)
1-1'1?‘*1’2

et Iw?“‘l W, = mzu <w u ]w1p,1 Wl > |m1m2 w >, (3-5-5)
r

ol les coefficients <w1u1 wzp,zlw > et <wp |m1p.1 m2p,2> sont des
coefficients de Clebsch-Gordan., Si les représentations D1 et D2
sont des représentations irréductibles unitaires de 18612,1) et si
les bases correspondantes sont orthonormées, la base (3—5—4) eat une
base orthonormée d'une représentation irréductible unitaire de

A0(2,1) =i

*
1 ] —_
. E; Wiy wghpo W g wopletut> = O, Cuut . (5-5-6)
1742

On a alors :
W p | > = < > ( )
W o, Wl = W, wop |0 3=5-171
et

*

1 1 — )
5: <w1u1 Wl |0 w> <w1p1 W | p> = GH " 6u b {(3-5--8)
W, U 177 2’72
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les coefficients de Clebsch-Gordan qui interviennent ici sont ceux du
groupe S0{2,1) ; ils ont été calculés par plusieurs auteurs, & par—
tir de méthodes différentes (Holmen et Biedenﬂarn 19%6 et 1968, Ui
1968, Wang 1970). Nous rappelons toutefois dans ltappendice 3 1le
principe d'une méthode de calcul des coefficients de Clebsch-Gordan
qui peut étre utilisée dans les cas les plus simples. D'une part ceci
nous permet de préciser les notations que nous utilisons par la suite ;

d'autre part nous montrons que ce calcul repose sur les équations :

(1) (2)
-Ja[|w1u1> ® ]mzp,2>_] =[J |m1p,1>] ® Iw2p2> + o> ® 3 |m2p2>]
(3-5-9)

(o & =3, +ou-~ ). Icices équations découwlent du falt que /5(12)

est produit direct des deux algébres et que /5 est défini par les
équations (3-5-2) ; cependant, pour le couplage de deux réalisations
B que nous allons étudier, nous obtenons des équations similaires
avec une autre définition du couplage et une grande partie des résul-

tats obtenus ici sont encore valables,

3.5.2 Couplage de deux réalisations B de 1l'algébre de Lie

40(2,1) .

On considére deux réalisations B de /S&(2,1) dans lesquelles
les variables x sont des coordonndes de deux particules différentes,
x1 et X, la variable non physique <t est la méme dans les deux

réalisations, Les opérateurs de base sont donc (avec les notations de

1ltappendice 1) :
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oy
Il

J3 = -161

(i)  #is i 5 £ 1)
: -2

(3-5-10)

o
1l
]
<o
+
[l
4]
4+
P

1) (2)

avec i =1, 2 . Ies deux invariants sont notés Q( et @ .

Ces deux réalisations ne commutent pas et nous ne pouvons pas en former

le produit direct.

Nous définissons les opérateurs J+ et J de la réalisation

couplée par

+ig * *2
=@ I f(=ip =* . 5
Jo=e fo_ 40 Ta e 3aqye E(=i0 1) ;  (3-5-11)

1 2
en effet les opérateurs J3 ) J+ et J vérifient alors les relations

de commutation d'une algdbre B, (tableau (1)).

: K1 Ho ‘ .
Soient ¢h (x1,m) et @w (xz,t) les fonctions de bases de repré-
1 2

sentations des deux réalisations portant sur X, et sur X, § on a
A ) ) @ 2(x,,7)
53[% (x,,5) ® 2( )| = () @ 1(;{1,1 5 oyt

1 2 9 2

. [JB(” “1(x1,m)1@ (%) + 8. (x ,T)[ 7,0 @zz(xz,m)} ;

(3-5-12)

et de fagon analogue
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1 2
i{p, et )0 X X 0 W
_ 17T - 1 2, . 1 2
= e ax1+ox2+ q1 e d q2 e & (p1+p2_1)}¢m1(x1) Qwe(xz)
i(u + £1)t(p X T B U
P72 1 1 2
= e oy 7a,e 2 (u1i-%) 2, (X1) ?, (XZ)
1 1 2
r x 1 u M
_ 2hf, 1 1 2
+ éx2+ 6, ¢ “F(p,%%) @w1(x1) ¢w2(x2)

(1) M o Ky (2) P2
- [Ji ®w1(x1,1)} ¢h2(x2,1) + ¢b1(x1,1) [Ji ¢h2§g??1)] .

(3-5-13)
Ces équations sont identiques aux équations (3—5—9).

Nous définissons des fonctions & p'(Jc ,X_,T) par des équa-
w1

W, W

t2 2

tions analogues & (3-5-4) ;

N m
: 3 1 : .
i (x1,x2,1) = <w1p1w2u2|w B> i@ (x1,1) @w (xz,m) , (3-5 14)

w,w, W
172 ok, 1 2

ol les coefficients <w1u1m2p2|w u> sont les coefficients de Clebsch-
Gordan définis précédemment. En utilisant les relations de récurrence

que vérifient ces derniers (appendice 3) on montre que :

b _ B
3 gb w w(x1’X2’T) =W @w w w(x1’x2’1)
i2 172
n » u,+1 p.+'l _E_
172 172
u _ B p—1
J_ ¢b " w(x1,x2,1) =q @w 6. (x1,x2,1) ,

12 - 172
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oll aﬁ sont les éléments de matrice de J+ et de J dans une re-

présentation de base |w p> . Par conséquent les fonctions ih " ﬁ
172
forment une base de représentation de la réalisation couplée. Si on a

imposé aux coefficients de Clebsch-Gordan de vérifier la relation

(3-5-8) on peut écrire également le développement inverse :

@“1( 1,1) & 2( 2,'5) mZu <w1l"‘1 Ul2p,2’m M>* @w1m2 L":(x,[gxz,'c) .
(3-5-16)
Contrairement au cas du produit direct, les produits scalaires
définis pour chaque réalisation ne définissent pas un prodult scalaire

commode pour la réalisation couplée. Pour cette dernidre nous définis-

sons un produit scalaire dans l'espace des fonctions de x, , de =

1 2

et de 1 par :
anm %

t — — 1 —Fy
(ale) = [ j;dx1 J;dxz oz, 1) @ (x,,x,,%) o (3-5-17)
Ies fonctions Qm " ( 1,x T) correspondant & des fonctions

1 2

u
1(X1,T) et @ ( 2,1) gqui appartiennent & des bhases orthonormées
1 @5

de représentations irréductibles de-féﬁ2,1) ne sont pas orthonormées
vis & vis de ce produit scalaire. De plus les conditions dtunitarité
(3-3—12) ne sont pas vérifides. On peut cependant, % partir des fonc-

tions @ u(x ,X.,T) , obtenir des bases orthonormées de représen—

m1w2 1772
tations irrdéductibles unitaires de la réalisation couplée en effectuant

la transformation

@(x1,x2,t) =T& (Xq,Xz,T) (3-5-18)

"x1/4' _X2/4

avec T = e e o
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Ies nouveaux opérateurs de base

J =7 ' J T (3-5-19)

vérifient les conditions d'unitarité (3-3-12) et il suffit pour obte-
nir une base orthonormée de normer une fonction de base., Nous utili-
serons cette transformation dans le calcul des intégrales de Slater

hydrogénoides.






= oo Tpoe = zeTaue d 0F ™ 0 ¢
*Aanowvd ‘16 ®HQ = .x.ﬁﬁ @HI@NQ n I8 m&» ™ A T3 v A w.m Agm MV@ M»
_ 1oz % wa=r| %> Cnprt-)
= T - 0
- = % 5 a>m (xeTjus UOU "FO +M 0
cgpe 0 n *1 =5 ¢ Topx O 14 m 3+ = 0 2fm* )Y
O L O I i I 250y 9
= + Ao & J8TIUS Qv
o} ) V= = v io>8 ) ] Oi
1 4— 11 *H” n WHm\mp o6 v%x Otig— 3O = o (0 # 8) mf__ (L)
% © = *16 foqe
- n . {0 £ xaTiue d)
0 0 = v f0oye .0 oa
7l A% 7 g W.Hmmh acvd| ¥ 0 0
7 +- 1y s- d+-1 = 4 0 =)
x 9 MBIH MumoAm \.\ (b ) ( 7 ) o
*
= = 0
(°1ddns °dax) 0~ = D H _om_limw. > £+ . (TeTqUe WU § F &
" *
0.\ 8 ¢ 2 ¢ 8 (xoT1UR mv ¢ (24
«(@VH) a { Tepx L4g ! T99L “E 0% (F+o)y
- +
. : - = 0 0
(*outad ommwv i° Rk . A_,mmv%%\ (1+3)o a+% = 7 > (CT)Y >E-) (9FE)X
#»(2° 4) F0= ()Y | TesT W CEEIEETEY)
. I
on h “pe = Tp O 1y Ory0n @0 = o oTue uwou Ot Oi@ i
% WP = 0 f 0 < Tesd gy (- + = 10 > I8T4 z)
5 mo 4 JoTaus mv o
- 7
*ﬁ 4 4 = *.aﬂa 0> Teea Oy A_.hmv%%\ C.+onvo,1 @lo._._ = (0 < I8T4US UOU onmv ._,
- ¥
0,1 = e | ©aF |00 Fraecos|t] ) (0« asrane Oriz) 0,0
, aT1o%x 35 op ¢ oXoTdmoD
n oy . L sp ar e
93TIBITUN,p SUOTFTPUOD oTT op| oxdoxd I *¥ ®[ @p WoN aTT op
T Sp ol . 9IYRFTY| JINOTBA s130%dg BIqRBTY
SHUTVIING SNOILVINASEYIHY SHTHILOAAMEYT SNOILVINASHEIdHY

g (10)0 ¢ ' @I @1 SEHEEDTV SEC SNOILVINESTHITY <







4. REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES UNITAIRES DES REALISATIONS

Algdbre| Nom de la | Algébre Représentations irréductibles unitaires
de - ILie de Lie
Complexefréalisation] réelle de la réalisation.
. d . * d .
A 48(3) |si 2, entler, pfo”, po=l=]+p , p entiero
S A A N S|
si a> 5 WG o Ba=- a+p,04 p entier P
o4, 1 * d . 4a 1
A2 /&@(2,1) gi a<—2 Tp,o , uo_—a—p,0\<p entier <—a_2
B p (5 ,8)%, E +< entier
1 p0’ 70 a
. d T * 1
si = >0 Ho o > 5
o . 4 * _ 4
B 40(2,1)[s1 <o ‘l“‘o by < -
*
DP(EO,@)
. lb * .
si b <0 By ¥y entier » O
ct 4
4 b *
si b >0 Tp,o By entier £ O
¢(0,1)
b *
gsi b <O ]
:D!
)34 Tb *
gi b > 0 0
‘5’3 ol %3 a(0,0)* w0







5. REPRESENTATIONS PARTIELIEMENT UNITATRES

DES REALISATIONS DES ALGEBRES DE LIE

B, > ¢(0,1) et KS.

Alggbre Vecteurs Echanges lais—
de lie{Réalisation|N.U.I. représentations de Dbase sant 1'équ,
Complexe normés fact. invariante
d d d
a a e ==y
A, 'I‘p,o > g -f-;|+-? u(-—l‘;|+1 & aowa
[l iy
.4 o1 1 d 4 4 4
S:La<2}h"()’u0>2 po<=g a a a ¥
B A
1 2 ou
D(E. @), Rle+L) = -2y - pag
0 ! 2/ = B a [l & a
rep. unitaires
B
seulement
b bo~b
, Ceso ] |
¢ si B>0 fug, py<t | p < {w—»-m+b(u+1)
o
(o)
G(O,']) w— w+b(p+1
D! rep. unitaires
seulement
??5 o Q(Eo,w) w > 0 po< TR}







CHAPITRE 4

OPERATEURS TENSORIELS ET ELEMENTS DE MATRICE,

4.1 Introduction

Nous avons montré que, lorsque les fonctions d'onde & une varia-
ble d'un systéme physique sont solutions d'Bgquations factorisables, on
peut les relier simplement & des fonctions de base de représentations
de certaines réalisations d'algébres de Lie ; on interpréte ainsi les
nombres guantiques gui caractérisent ces fonctions d'onde comme des
valeurs propres d'opérateurs {ou dvinvariants) de ltalgébre. De plus,
sl le spectre de J3 dans la représentation considérée est borné, la

construction de l'espace de représentation permet de trouver aisément

la forme explicite des fonections d'onde.

Si 1l'on veut étudier un tel systéme en interaction avec un poten—
tiel extérieur, ou encore si on le considére comme une approximation
d'un systéme plus complexe, c'est-i-dire si 1l'on veut utiliser la théo-
rie des perturbations, il est nécessaire de calculer les éléments de
matrice 4'opérateurs de transition ou de perturbation. De ce point de

vue, 1'intérét majeur de 1l'introduction d'une réalisation d'algébre de



Jlie dans 1'étude des systémes quantiques exactement solubles réside
dans le fait qu'on peut obtenir explicitement des opérateurs gqui sont
des opérateurs tensoriels de la rdalisation considérée, Ie théoreme
de Wigner-Eckart permet alors de calculer leurs éléments de matrice
entre fonctions de base de représentations de la réalisation. Ainsi
le formalisme de la théorie des groupes facilite considérablement le
calcul de certaines intégrales entre fonctions d'onde & une variable,
qui peuvent &tre lides & des éléments de matrice d'intérét physique.
la simplification apportée par cette méthode dans les différents exem—
ples physiques dépend évidemment beaucoup de la forme des opérateurs
tensoriels. Cependant, dans tous les cas, on obtient ainsi une méthode
générale de calcul des éléments de matrice & une variable, gqui ne fait
pas appel explicitement aux propriétés des fonctions spéciales mais

est directement liéde aux propridtés de symétrie du systeéme.

Dans une premidre partie nous donnons pour chaque réalisation
étudide la forme explicite des opérateurs tensoriels qui sont définis
comme fonctions des deux variables =z et =1

Wous donnons ensuite le principe du calcul des éléments de matrice
de ces opérateurs tensoriels : en effet le théoréme de Wigner-Eckart
ne peut pas toujours &ire utilisé directement, puisque nous sommes
amenés & considérer des représentations qui ne sont pas toujours uni-
taires ni méme complétement réductibles. Plus précisément nous utili-
sons,comme cela se fait dans les démonstrations élémentaires du théo-
reéme de Wigner-Eckart, les relations de récurrence entre éléments de

matrice.
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A titre d'exemple, nous décrivons ensuite complétement le calcul
des éléments de matrice dans le cas particulier le plus important pour
les applications, celui de la réalisation B de l'algébre Aﬂ9(2,1) .
lorsque les vecteurs bra et ket appartiennent & des représentations
. , . . . *
irreductibles unitaires THO

Enfin nous montrons que le méme type de calcul peut étre étendu
au cas ou les vecteurs bra et ket appartiennent 4 des représenta-

. -X- N Vd
tions du type TMO de deux réalisations B différentes : le calcul
de tels éléments de matrice est nécessaire si 1'on veut par exemple
obtenir certaines intégrales radiales hydrogénoides non diagonales en

énergie.

4,2 Qpérateurs tensoriels des différentes réalisations.

Soit une représentation d'une des trois algébres B1 s G(O,1) ou

, caractérisée par la valeur propre w de ll'invariant Q (celle

ts

de E pour 6(0,1)), le spectre de J3 (¢cfest-3-dire un ensemble de

valeurs p = E0+p , ol EO est fixé et p entier) et les &léments
de matrice ai et au des opérateurs J+ et J Un ensemnble d'o-

pérateurs Ti forme par définition une base de cette représentation

si

{ w w
> [7 ,Tu] O[|1+1 Tu+1
4 +° W + w (4_.2“1 )
i 133 l*’!'*'l
(10 =o T
[E ,Tﬁ] = e Tﬁ , pour G(0,1) .
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Nous nous limitons ici & la recherche, pour chacune des réalisa-
tions étudides, des opérateurs tensoriels qui sont définis comme des

fonctions des variables x et 1 et qui s'écrivent :
ipT
TS #a Fi(x,T) =g M fi(x,r) . (4—2~2)

Pour de tels opérateurs, les commutateuwrs gui censtituent les premiers
membres des équations (4-2-1) peuvent &ire considérés comme le résul-
tat de ltaction d'opérateurs différentiels sur les fonctions Fz(x,T)e
En effet, s0it D un opérateur différentiel du premisr ordre & deux

variables ; on peut écrire
[D’Fi(XsT)] =D F}:(X’T) 5

ot D est obtenu 4 partir de D en y supprimant tous les termes qui
ne contiennent pas dtopérateur dérivée., Si 1'on examine la forme des
opérateurs de base des différentes réalisations (tableau (2)), on

constate que dans tous les cas

Pour les réalisations de G(0,1), E est toujours égal & une constante
et donc :

E =0
{une conséquence de cette égalité est que les opérateurs tensoriels de
la forme (4-2-2) ne peuvent former de bases que pour les représenta-
tions de G(C,1) dans lesquelles e=0 ). Enfin, si lton remarque que
les opérateurs J+ et J  peuvent s'derire de fagon générale (& wn

signe prés)

- _ ii’l’; - i . A . £
J, =e [z o A (—16T_ g)f?\x) + _E(X)] ,
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on peut dcrire

T, = T+ o +-i5_) £ (x)] .

1

Ie passage de J_ & 3+ peut étre obtenu d'une part grice & une

transformation de l'espace des fonctions définie par :

@(xgm) = U(x)-ﬁ(x,T)
(4-2-3)

avec éi{Log u(x)] = —%'fT(X) ,
et d'autre part en annulant fg(x) , ce qul revient dans fous les cas
3 annulier un pasram&tre de la rdéalisation.

Finalement on trouve que, pdur chague réalisation R , les fonc-

"

tions Fz(x,m) cherchées peuvent &tre obtenues i partir des fonctions
de base @ﬁ(x,r) d'une réalisation R , cas particulier de la réali-

sation initiale, par

Fi(x,r) = U_1(X) ®$(X,T) ’

N

or U(x) est défini dans les équations (4=2-%). Ces résultats sont

détaillés dans le tableau suivant :

Réalisation R | Réalisation R u(x)
a1
A, A, d=0 [sin a(x+p)]°?
3
A A, A=0 [sh a'(x+p)]2
2 P
B B d=0 %/ 2
N
C', on on X2
D' D" = 1
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Nous pouvons donc uwtiliser, pour trouver la forme des fcnections
FS(X,T) , les résultats de l'appendice 2, qui donne la forme générale
des fonctions de base des difrérentes réalisations, Toutefois le
point de vue est ici un pen différent, Lorsque nous avons éwvudié les
fonctions de base des représentations dans le but de trouver les fonc-
tions d'onde, le point essentiel était 1tunitarité (méme Ypartielle)
des représentations. S8i nous nous intéressons aux opérateurs tenso-
‘riels, ce point est beaucoup moins important ; 11 s'agit surtout de
trouver des opérateurs de forme simple, afin de pouveir exprimer com-
modément les opérateurs physiques en fonctilon de ces derniers,

les résultats sont résumés dans le tableau (6) . De maniére gé-
nérale on peut exprimer Fz(x,m) comme une combinaison linéaire de

deux forctions, Ui(x,m) el Vi(x,x) , avec
Vi(x,T) = U;“(x,m) .

La forme générale de la fonction Uz(x,m) est donnée dans le tableau
(6) et les cas dans lesquels cette forme est particulitrement simple

y sont rappalés,

4.% Principe du calcul des éléments de matrice des opérateurs

tensoriels,

les éiéments de matrice, entre fonctions de base de représenta~
tions, des opérateurs tensoriels (4-2-2) s'éerivent, pour chaque réa-
lisation {avec la définition du produit scalaire utilisée dans le

chapitrs 3) :



%5

27 . :
(28] 7% |ab") = dr g, Al by bty B
Twt T e T 2n * e Pt ®/ Lo\ X P ES

0 D

(4-3-1)

Ie calcul de ces éléments de matrice conduit donc & celuil des intégra-

les & une variable de la forme :
ot 1
jDax gl T ) @) (4-3-2)

neous montrons dans le dernier chapiire que de telles intégrales per—
mettent, dsms un grand nombre dfexemples physiques de sysiémes gquanti-
gues exactement solubles, de calculer des éléments de matrice d'inté-

ré&t physique,

Si 1'om peut utiliser le théoreme de Wigner-Eckart pour le calcul
des éléments de matrice (4-3-1), ils s'écrivent comme un produit de
deux termes : coefficient de Clebsch~Gordan et élément de matrice ré-
duit, Or wn grand nombre de coefficients de Clebsch~Gordan sont connus
dans le cas des groupes liés aux algébres réelles que nous étudions :
50(3) (voir par exemple Judd 1963), SO(2,1) (voir par exemple
Holman et Biedenharn 1968) et 5 (Miller 1972). Toutefois, dans de
trés nombreux cas rencontrés lors des applications, le théorzme de
Wigner-Eckart ne peut pas étre utilisé sans précautions, En effet,
tout diabord, les groupes qui interviennent sont non compacts, saufl
30(3) . De plus, comme nous l'avons montré, les fonctions &'onde peu-
vent €tre lides & des fonctions de base de représentations qui ne sount
pas unitaires (mais "partiellement" unitaires). Enfin, les opérateurs
tensoriels susceptibles de conduire & des applications peuvent appar-

tenir & des représentations non unitaires, voire méme non complédtement
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réductibles, En fin de compte, nous n'écrivons jamais le théoreme de
Wigner-Eckart socus sa forme habituelle ; nous utilisons les relations
de récurrence entre éléments de matrice, qui sont évidemment analogues
a4 celles qufon peut utiliser pour le calcul das zcefficlients de
Clebsch~-Gordan et qui psuvent donc servir & la démonstration du théo-
reme de Wigner-Eckart, I'aventage de cebis méthode est qufon peut
contrdler la validité du calcul & chacune de ses étapes : on peut méme
parfois utiliser le théoréme de Wigner-fckart pour le calcul de cer-
tains élémenis de matrice alors qu'il nfest pas valable pour ltensemble

des trols représentations qui interviennent.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer, de fagon générale =t sans
donner les formules finales correspondant aux différents cas, comment
les relations de récurrence entre éléments de matrice permettent de

les exprimer en fonction diun élément de matrice particulier corres-

N

pondant aux trois mémes représentations, & condition que 1l'une au moins
des trois représentations soit bornée.

Notons R , R' et R" les représentations auxquelles appartien-

1 " ¥ !
nent resypectivement @g s et @iﬂ s et az s Bi et yi les

wt

éiéments de matrice de J+ et J dans ces trois représentations.

-~

A partir de la relation de commutation

H
[0, ™ 1 =p (4=3-3)

Z w!
on montre que 1'élément de matrice (4-3-1) est nul si p £ p'+p" .

Les relations de récurrence fondamentales entre éléments de matrice

peuvent &fre obtenues & partir des autres welations de commutation
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A TN TR N I L
[J+’ T@'] B B+ Tw' )
(4-3-4
L' 1 1.9
[J__’ Tw1] = B_};L T(l::! 4
qui peuvent &tre écrites entre éléments de matrice, & condition sim-

vlement que ces éléments soient finis ; on a ainsi :

p T Bl bt T A P AR S Ty
(®MILT+ ‘[lelgwn) = (¢w|Tw| J+!@wn) = B_{_ ((P{UITUJ' l@m“)

(4-3~5)
0 ul U'“ m l_‘!'1 u." IJ" n |J.=—'| P'"
(lej_ Twl‘li)wll) - ((PwITw' J_|®wr1) = B_ ((PwlTw1 Iéwn) *
Nous avons vu que les conditions d'vnitarité concernant les opérateurs
J+ et J  peuvent s'écrire de fagon générale pour toutes les réali-

sations étudides

(707 =« I (4-3-6)

81 ces relations sont vérifides pour toutes les feonctions qui inter-
viennent dans les équations (4u3~5) (ce qui n'implique pas nécessaire-
ment qgue les trois représentations sont unitaires : 1'unitarité "par-
tielle" de certaines représentations peut parfois suffire), on obtient
les relations de récurrence cherchées

P«* u_g ' lJ'" "4 1 "y R u|+1 p’n
E:Ct_. (Qw ITzv l@w") - Y:L_ (ch::l Tzc ICI)::H ) = Bi (q‘)ilTwl ]®wn)

(4-3-7)
u+1* p‘_""l u! p"ll 1-"" IJ' ul |~L"'_1 p’! l-" ul___‘] It
EC£+ ((I)m ITm1 l@w“) s (c;w]Twi I@wn )= B_ (@w'Tm‘ 1@5") ¢
Pour obtenir les relations générales entre éléments de matrice,

qu'on pourrait obienir par utilisations successives des équations

(4-%-7), nous préférons généraliser les relations de commutation
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(4—3»4)0 Il est commode pour cela de définir a partir des ccafficd

' " n - ) ] .
aﬁ , ﬁ et yﬁ des coefficients Aﬁ(u) , BZ(u‘) et C“(u'\ i n
entier 3 0 ) tels que

g = 0 ™ (4-33)

g=1,n
(avec des équations analogues pour les coupiss B, €3 C.y J.

On peut ainsi dcrire :

W + W (4.3.3)
g L A () @
et de fagon analogue
i1 4
7 = )
) ? (43~ 10)

p'an 0 n
Jf_l ®w|1 = C__(}.L") @

Enfin, les relations de commutation (4-3w4) conduissnt aux six égua-

tions suivantes :

7y - pg’n (5) 3w e 43 11)

b %n (3) BX(u'-p) o 7P yF (4-3-12)
p=0,

Tﬁ 7= %n (-)* (1;) Bo(ut) o0 Tg:“*p {(4-3-3)
p=0,n |

Tﬁ: 7 = %n ()P (I;) BP(pi-p) 7P Tg:“P (43 14)
p=0,

Bi(u*) T$:+n = %: (-)F (n\ Jp P m;‘ JE { QB 5}

p=0,n
B (u') Ti: = z (-)F (r') *”[‘fj B L (4305

p=C,n
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ol les coefficients (g) sont les coefficients du bindme.

A partir des équations (4-%-9) & (4-3-16) et de la condition
dtunitarité (4~3-6), on peut obtenir toutes les relations générales
entre éléments de matrice nécessaires pour le calcul de ces derniers, -

I1 est aussi possible d'utiliser directement ces équations : nous
exposons le principe dfun fel calcul, dans le cas ol le spectre de
J3 est borné inférieurement dans la représentation R" . Soit ug
le valeur minimale de " dans cette représentation ; nous notons

N o= p"epy ( N entier » 0 ). Les équations (4-3-10) permetient

d!'écrire
"

| n p’
(%2 o) = ——— (&|*" JT1a ©) (4-3-17)

1
¢Hut)
(nous omettons dans tout ce calcul les valeurs propres w , w' et w",
qui sont partout identiques). L'équation (4-3-13) permet d'écrire

4y 8
Tu Jf comme une somme de termes du type

. t
Jf Pt (ogp ¢W)

et, si la condition d'unitarité est vérifide,

L] ]

H B
(@“[Jf'p ™ P ) - EN_P(JT;p |1 g O

Or on a :

gEP g e TP e J§+p gh-i-k

4 condition simplement que k+p 3 C (il faut évidemment de plus que
p-N+p appartienne au spectre de 33 dans R : sinon tous les termes
de la somme qui correspondent & ces valeurs de p sont nuls) ;  les

coefficients de proportionnalité sont donnés par les équations (4-3-9).



les éléments de matrice (4-3-17) peuvent donc éire remplacés, en uti-
lisant & nouveau la cendition dfunitarité, par

(qpmNulik+p Tp‘+p @MG}

Lles opérateurs J ° ™

somme de termes du Lype
f4pep'  Ktp-p! .
R R S IR T

Or ltaction de J sur P donmne zéro. I seul terme de cetie
somme qui conduit & des éléments de matrice non auls est done celnul ol
p' = k+p . Finalement, nous exprimons donc 1'éiément de mairice

p’ MV u!!
(@ ]T ]@ ) comme le produit par une quantité qui ne dépend que des

valeurs w , p , w' , pt o, W, u" et k (qui est le rapperi de deux

coceflicients de Clsbsch-Gordan) du seul éiément de matrice

LM

T T B
(N e Oy (4=3-18)

N

On peut faire un calcul %tout & fait analogue dans tous les cas ol
le spectre de J3 de 1%une des %rois remrdsentaticns R , R' ou R
est borné, supérieurement ou inférieurement., Il resie bien entendu a
calculer 1:élément de matrice anaslogue i (4-3-18) qui subsiste dans la
formule finale. Ce calceul contient en fait celui de 1'élément de ma-
trice réduit et doit donc &tre effectué dans chague cas particulier,
Dans de nombreux cas, on peut choisir 1'éiément de matrice (4—3—18) de
maniére que 1l'expression des fonctions et de 1lopérateur qui inter-
viennent soit particulidrement simpls et gue ltintégration directe

soit aisée,
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Une conséquence importante du thécreme de Wigner~Eckart est 1l'e-
xistence de régles de sélection. Pour les raisons invoquées précé-
demment & propos de la validité du théoréme de Wigner-Eckart, ces ré-
gles ne peuvent pas 8tre utilisées sans précautions dans les applica-
tions que nous étudions. Nous rappelons ici quels sont, pour les
trois algdbres B? , ¢o,1) et Qg3 , les cas ol la réduction du pro-
duit de représentaticns en représentations irréductibles s'écrit de
manigre simple ; ce soni toujours des cas ol interviennent des repré-
sentations bornées : il n'y a pas de régles de sélection simples pour
Qgg . Nous donnons également le type de régles de sélection gqui en
découlent (avec certaines conditions, qu'on doit établir dans les dif-
férents cas particuliers),

Pour ltalgébre B, omn a :

1

3 Tt
Fx o - g o , avec |k-k'| ¢ k" € k+k!

k'll

& )
D" x fugy = T gletp
p=0,2k

Tug x Tug = ) fugruy+e
p=0, +co

et, pour G(0,1)

Te Te' 5: Te+e'

X T . t
Ry Ko HothatP
p=0,+00
(on a des relations analogues en remplagant toutes les représentations
H

bornées inférieurenent par des représentations bornées supérieurement).
Les régles de sélection correspondantes que nous utiliserons s'écri-

vent, pour B1



2
L)

. H EH
(DD D7) = 0 sawf si [krek'] ko K4k {(4-3-19)

|
<

(g J o tus) =0 sawm s k= fumwgl = 0, 00 2 oo (4-3-20)

(Fug I g 1Tuz) =<

sauf 81 pmuiwl = p (p entier 3 0)

j

(avec des relatione analogues pour les représentations bornées supé.-

rieurement), Pour les réalisations G(0,1) que nous éfudions, les

opérateurs tensoriels apparitieanent toujours & des représentations non

[&

bornées (2=0) et il n'apparalt denc aucuns régie de sélsction dans

le calcul des éléments de matrice,

4.4 Bxemple de calcul d'dléments de matrice : réalisation B .

Dans ce paragraphe, nous uvhiiisons le princips de calcul décrit
ci-dessus pour le cas de la réalisation B de 1l'algdbre 46K2,1) et
nous exposons de manidre compléte iz calcul des éléments de matrice
des opérateurs hensoriels de cstie réalisation, pris entre des fone-

ticns de base qui appartiennent respectivement & des représentations
T * *
- H
MO et Tuo °

Dfaprds le tableau (6) les opdraseurs tensoriels de cette réali-
sation s'écrivent

iuT e(@+1)ax

FS(X,T) = e , avec w = ®(d+1)

Pour la ccmmcdité des notations, nous posons ici &+t =k et

1l imt kax
o )

les éléments de matrice de J  aft J dans les rsprésanta
+
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de tels opérateurs forment des bases s'éerivent :

k+m- 1

B

il

m
' (4-t-2)

fethm?
8" = kem

On trouve & partir de ces coefficients que les représentations irré-
ductibles bornées dont les opérateurs PE peuvent former des bases
sont

T« si m-k entier 3 O

J=k " si m+k entier < O

¥ si 2k entier 3 0 et |m] <k

Nous rappelons l'expréssion des éléments de matrice de J+ et J

i * *
dans les representations TuO et Tub

oy = i\f(u—ue)(u+uo—1)

" (4-4-3)
Yy = i\f(u'—ué)(u'+u5-1)
Nous écrivons l'élément de matrice & calculer
t
M= (g [rlel) (4-4-4)
0 0

on suppose gque p = m+y' (puisque, ginon, l'élément de matrice est
nul) et on pose N = W= et N' =p'-ul, N et N étant donc des
entiers 3 0 ,
les équations (4—3—9) et @—3~10) permettent de mettre M sous la
forme
1

) M)

v Mo, m,.w Mo
(7 e e’ joT @)
+ uo P+ u‘o

(4-4-5)

M
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En examinant le comportement auvx bornes du domaine de x des fonc-
tions qui interviennent dans cet élément de matrice, on coastate que
la condition d'unitarité (4-3~6) est vérifide, avec g=-1, de telle

sorte qu'on peut écrire

(-—)N IJN m N' lq)p'O)

- N v R T
8 {wo) (“o) © "o

. (4-4-6)

On utilise ensuite 1'équation (4-3-12), qui donne

e PE = E: M *(mnet) Pﬁ"l o (4-4-17)
- i=o,N =~ -

les équations (4—3—10) permettent d'écrire :

N N
1 t 1 t
i o Mo Gy wp) o (uy) N'=N+i “
O N S ey N _Tri, Ly O+ ; (4-4-8)
"o ¢ (ng) € {pg) “0

4 condition que N'-N+i soit positif ou nul ; sinon, 1'élément de ma-
trice de la somme correspondant & une telle valeur de 1 est nul, On

utilise enfin 1'équation (4~3-13) et 1'on obtient

WA Coneih s M4 s
PE i JE N+i _ Ei (N N+1) Bi(m—i) JE N+i-j PE S
3=0,N'=N+i\  j
(4-4-9)

"
L'action de J = sur le bra (@ O] donne un résultat rul : le seul
0
terme de la somme sur J gqui conduit & un élément de matrice non nul
est celul pour lequel j = N'=N+1i .

Finalement 1'élément de matrice initial peut, si 1fon tient

compte du fait que m = p-p' , &tre exprimé sous la forme
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I
= T
N,
§7 W'-N4+ifN'=-N+iy 3 . s N'-N+i - E_HEEQE__—
x L () B (p-p'~i) B, (b-u'-1) 3
j=sup(0,N-N') ¥ i ¢ (up)
O O L T
0,00, Po
x (2 °|p 2 ¥) (4-4-10)
By k ¥

ol 1'on a posé Ci(p) Cf(u) o
les coefficients A, B et (¢ qui interviennent dans cette Tor-

mule peuvent &tre obtenus & partir des dquations (4-3-8), (4-4-2) et

(4-4~3) - 1

mt r(2p +n)]?
Ai(uo) = (2)" Tuoor
“ o :n! P(2u6fn):%
Ciley) = (%) _T&J»OT—

) - (4-4-11)
Bﬁ(p) = I {k+p+o+1)

o=1,n

Bi(p) = I (kep-a) .

c=1,n

81 1'on utilise ces expressions dans la formule (4—4—10) on cbtient :

1
_)N+N' {T(2uo) P(2ué) N! N'! F(2u6+Nt) Z
F(2pO+N)

) 1

i=sup(N-N',0),N{it(N-i)! (N'—N4i)! T(2u6+N‘~N+i)

M= (

x I {k-pt+p'+i~e) 1 (ktp—p' —i+o-1)
o=1,1 g=1,N'-N+1

1) 15
x (@ O!Pk le 9) . (4-4-12)
Mo o

i !
bobo



106

les produits qui apparaissent dans cette formule siexpriment comme des
rapports de fonctions gamma, ou de factorielles (dans ce dernier cas
l'expression est différente suivant que les éléments du produit sont
positifs ou négatifs)n Il est possible ensulie de modifier l'expres-
sion de la somme, et dfobtenir ginsi un certain nombre de formules
différentes, en utilisant le théordme d'addition des coefficients du
bindne ; des transformations de ce type sont utilisdes par Edmonds
(1957, p. 45) et un certain nombre d'identités permettant de les obte-
nir sont données par Cunningham (1972)U Nous ne donnons pas les dif-
férentes formes possibles : deux formules particuligres, écrites pour

k entier négatif et k entier positif, peuvent étre trouvées dans

1'annexe (V).
Ko B
Enfin, les fonctions @u et @”, gqui apparaissent dans 1'é1lé-
0 0
ment de matrice résiduel de la formule (4~4—6) ont une expression par-

ticulidrement simple {cf. appendice 1) ; on calcule aisément cet é1é-
menl de matrice :

- 1 - “m
o MoHy (ko el 1)

ul
(2 7] 0
bo K

t
Ro

) = (2)E . (4-4-13)

2ad

| 7
1) T(oyr-1)12

[r(2ug-1) T(2n-1)]
les éléments de matrice que nous avens calculés dans ce paragraphe

obéissent & des régles de sélection du type (4-3-20) et (4-3—21)(qu'0n

peut dtailleurs retrouver 3 partir de la formule (4—4—6))n Plus pré-

!
cisément, si Pi W appartient 4 une représentation Tk , clest-a-dire

si p~p'~k est un entier 3 0 , l'élément de matrice est nul saul si

TR
—p6~k est aussi positif on nul ; =i PE b appartient & une repré-

"o
. K s s . . .
sentation D , c'est-a-dire si 2k est un entier » 0 et =i k—]p—p'i

est un entier » 0 , 1'élément de matrice est nul sauf si ]uo—uél <k,
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4.5 Eléments de matrice entre fonctions de base de deux réalisations

B différentes.

Dans les applications que nous étudions, il arrive, si la réali-
sation d'algébre de Lie est introduite indirectement (cfﬂ paragraphe
2.6), gu'un nombre quantique caractérisant la fonction d'onde soit un
paramétre de la réalisation associée, Dans ce cas, les fonctions
d'onde sont lides & des fonctions de base de représentations de réali-
sations différentes, et le calcul d'éléments de matrice d'opérateurs
tensoriels décrit ci-dessus conduit seulement & des intégrales qui
sont dlagonales vis & vis d'un nombre guantique. Pour calculer Ies
intégrales non diagonales, il est nécessaire de calculer des éléments
de matrice d'opérateurs tensoriels entre des fonctions de base de réa-
lisations différentes. Nous montrons ici que, dans le cas particulier
des réalisations de type B de méme parametre a et pour des fonc-
ticns de base appartenant i des représentations Tpo* et Tué* , un
tel calcul peut 8tre calqué sur celul du paragraphe précédent.

Ceci repose essentiellement sur deux propriétés particuligres des
réalisations de type B . Tout d'abord, les opérateurs tensoriels et
les représentations dont ils forment des bases sont identiques pour
toutes les réalisations B de méme paramdtre a . Nous écrivons donc
ces opérateurs sous la forme (4-4-1) et les éléments de matrice des
opérateurs J+ et J_ sont donnés, quel que soit le parametre & ,
par les équations (4-4~2). D'autre part, si 1'on considdre deux réa-
lisations B de méme paramétre a , on constate (cf. tableau (2)) que

les opérateurs J3 sont égaux et gue les opérateurs J+ (resp. J_ )
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. . . : . d
sont égaux & un opérateur tensoriel prés. Nous posons ax=z et a= -

les deux réalisations scnt caractérisées par leurs paramétres a4, et

a4, respectifs ; on écrit :
tig zZ
- i t (-id 4
Jq1¢ =e o, T * (-io 2 5)]
(4-5-1)
£4i
J =6 [0 7o’ (-1 24)] .
g,k 7 2
Z
On a donec, en posant & = qj-qe :
J - d  =bet % =8P
q, q,*
- (4-5-2)
Io-J =se Tt tagp!
LT f

Nous écrivons 1'élément de matrice & calculer ;

0= (e <q1>1P§1¢3(1)(q2)>

0
En utilisant les mémes raisonnements que dans le paragraphe précédent,

étant denné que les éléments de matrice de J . dans la représenta-
. * * %
tion Tpo et de Jq 4 dans Tpé scut donnés par les équations
S
(4-4-3), on obtient une équation analogue & (4-4~6) :

()N %o N om W Po
M= ! (@ (¢ )f7 "2, 7" @ Yq,)) .
Af(uo) C? (uy) o R T q2+| w2

Cn pourrait ensuite utiliser la formule (4—3—12) pour exprimer

Jq1§-P§ comme une somme de termes du type Pi—i Jq1?“i ; toutefois,

ltaction des opérateurs Jq1i sur les fonctions @ﬁé(qz) ne

s‘derit pas simplement., Il faudrait donc, & partir des équations

(4~5—2), exprimer Jq f_i en fonction de Jq _ et d'opérateurs ten-
4 2

gsoriels. Nous montrons dans l'appendice 4 que 1'ensemble des deux
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opérations précédentes peut &tre résumé par une seule formule gui uti-

lise & la fois 1'équation (4~3~12) et les éguations (4—5—2) :

(kemipro-1) B+ g 1

{
; §
q ( k+p “q,~

N _m Ei P
Pl L8 : — I
-k oy prEeer(a)t

1

(4-5-3)

I1 est alors possible d'éerire une égquation analogue & (42-8) :

N'
t t 1
N-i . N' _Mo C (“0) N'-N+i Mo
Toyr Jagr %% Twomr, ) Ta Oule
2 2t Ho C (ny) 2 0

La formule (A-4-7), analogue & (4-5-3), qui est également démontrée

dans l'appendice 4, conduit & :

_' t_ 2 '1_ ] 1__ 1
g1 o NN Z(_)l D (N'—N+i) !

— — I (k+pHn-i+i' +o-1)
115t }! —_ -
k+p gt ot i1 (i -p ) (W =N+i-i Lc=1,it-p'
Nt=N4+i-i' _m—i-if
x J :
q1+ k+p+p
*o
L'action de Jq L Sur le bra (@ﬂ (q1)| donne zéro et le seul terme
1 0

de la somme sur i' qui conduit & un élément de matrice non nul est

celui ol i' = N'-N+i .
Finalement, en tenant compte du fait que m = p-p' , on écrit :
i}
M = ("')
- N Ny
M) o ()
N,
g Z ()W =N+i-p! N! o (up)
PRI Wl F pr T g T
p,p',i p-(l P)-(N 1)-(N N+i~p ). CN N+l(ub)
x 1 (K~prHst +p+0=1) 1 (ktp—p' +04p"=i40-1)
o=1,1i-p o=1,8" =N+i-p' '

1

"0 180 )) (4-5-4)
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1

©
Fn utilisant l'expression des fonctions @ O(q ) et @ ?(q ) on
B 1 pl 2
0 G
trouve que

kot | By

3
0 )
(iuo(q1)lPk+p+p'!©pé(q2

)}

X t_ 1
-5 -

By BT
” u I 1 _
) (2q1) (£q2) Py He] #tp+p 1)

p0+ﬁ6~1+k+p+p’ i
(a,+q,) [r(ap,-1) r{zpi-1)]
S enfin on remplace les coefficients A, B et ¢ par leurs valeurs
(équations (4»4*11)) et qu'on pose N-i=n , on peut écrire

2 i

l“l’omi M'O"Q "t__
(2q,) (2q,) (2u5-1)(2ug~1) Wt 't r(epian)]?
M =
fo A= T4k _
(q4a,) 0 ° P(2u+1)
1 %2
o E: ( )N+N'—p' 1
: - v N (Wt pt )1 et "
- nip!pt {N-n-p) t(N'-n-p') ! P(2u/N'-n)
x I (keggp'+p40-1) 0 (ks ~p ' +p+p' +n40-1)
G
o=1,N-n-p g1, N =nept
+l
q?_qz p+p
——— 1 T —_——
7,4, F(p0+uo+k+p+p +1) (4-5-5)

Malgré son analogie avec la formule (4-4-10), 1'équation (4-5-4)
n'est évidemment pas une expression du théorzme de Wigner-Eckart.
Ltéléuent de matrice nfest plus exprimé comme le produit d'un élément
de matrice parsiculier (contenant 1'élement de matrice réduit) par

unc quantité nes dépendant que des valeurs des nombres quantiques
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(rapport de deux coefficients de Ciebsoh—Gordan), mais comme une somme
de tels produits. De plus, l'équation (4—5—5) contenani une somme sur
trois indices, il reste difficile de calculer explicitement de tels
éléments de matrice sauf pour des valeurs de N et de N' opetites.
Signalons enfin que certains auteurs (Badawi, Bessis, Bessis et
Hadinger 1973) ont établi des expressions analogues en utilisant 1la
méthode de factorisation, dans le cas particulier des fonctions radia-

les de l'atome d'hydrogéne.
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CHAPITRE 5

5.1 Introduction.

Dans les chapitres précédents nous avons montré comment peut &tre
construite, & partir de la correspondance entre équations factorisables
et réalisations d'algebres de Lie, une méthode générale d'étude des
systémes quantiques exactement solubles, qui repose sur les propriétés
de ces réalisations, En effet soit un systéme physique dont 1'équation
dtétat est séparable, dans un systéme de coordonnées convenable ., Four
chaque équation séparée on doit résoudre une équation aux valeurs pro-
preg, c¢'egt-i-~dire chercher les fonctions d'onde & une variable nor-
nées ; en outre, si l'on désire étudier ce systéme en interaction avec
un potentiel extérieur, on doit, pour pouvoir appliquer la théorie des
perturbations, calculer les intégrales & une variable qui proviennent
des éléments de matrice de perturbation. Nous avons montré que dans le
cas ol l'équation séparée est factorisable (ou lorsqu'elle peut &tre
transformée en une équation factorisable), la résolution de ces deux
problémes se réduit & la recherche de représentations unitaires ou
"partiellement” unitaires et au calcul d'éléments de matrice d'opéra-
teurs tensoriels de la réalisation associde & 1'équation factorisable.

Tous ces résultats ont été €tablis dans les chapitres précédents et



1'objet du présent chapitre est de montrer comment ils peuvent &tre
utilisds dans des cas physiques de systémes guantiques exactement so-

lubles. Ces cas sont nombreux et varids et peuvent &tre utilisé

03]
-

comme premidre approximation de systémes plus complexes, dans tous l=zs

]

domaines de la physique gquantique ; nous ne cherchons pas iel & falr
wne étude exhsustive (signalons toutefoile gu'une liste confenant des

3

exemples correspondant & toutes les réalisations éiudides psut &twe
trouvée dans lfannexe (V))g mais A illustrer sur guelgues cas pariicu-

liers les points essentiels de la méthode décrite et & monirer son

efficacité,

Ta démarche suivie peut &tre résumée de la fagon suivante.

Tout d'abord, on sépare les variables de 1'équation de Schridinger
ou de Dirac du systéme, dans un systdme de coordomnées convenable. Ce
probléme a été étudié de fagon générale dans le paragraphe 2.2 ; nous
rappelons que, dans le cas de 1'équation de Dirac, il est souvent com—
mode diutiliser la méthode guaternionique : deux exemples sont décrits
en détail dans les annexes (III) et ﬁV) .

L*équation séparée est alors identifide {en wtilisant, si néces-
saire, les résultats du paragraphe 2.6) & une dquation factorisable de
type 4, B, 0 ou D, ce qui permet d'introduire la réalisation d'al-
gebre de Lie associée & cette équaticn (tableau (2))o Dans certains
cas particuliers, on peut montrer, en identifiant la variable auxi-
liaire T & wne varisble du systéme physigue, que cette réalisation
est une algdbre d'invariance ou 1l'algibre dfun sous—groupe dynawique

du systéme.
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Dans tous les cas, la recherche des fonctions d'onde normées se
raméne & celle des fonctions de base normées des représentations de la
réalisation obtenue (cf. chapitre 3) s sauf si celle-ci est une algéhre
dtinvariance ou une sous-algdbre du groupe dynamigue, on doit considé-
rer non seulement les représentations unitaires mais aussi, éventuel~
lement, certaines représentations “partiellement" unitaires (c¢f. para-
graphe %.4). Nous rencontrons dans de nombreux cas une difficulté que
nous avons signalée dans le paragraphe 3.4.1 : il peut arriver, par
exemple lorsque l'équation factorisable est obienue & partir de 1'é-
quation séparée par un changement de variable, que la condition de
normalisation physique soit différente de celle qui est associée au
produit scalaire éu chapitre 3. Nous montrons-que la plupart du temps
cecl introduit seulement un facteur de proportionnalité supplémentaire
entre les fonctions d'onde et les fonctions de base normées,

Enfin, le calcul des éléments de matrice des opérateurs tensoriels
de la réalisation considérée conduit & celul de certaines intégrales a
une variable, qui ont dans de nombreuvx cas un intérét physique. TUne
restriction importante & ce calcul d'intégrales apparailt parfois : il
arrive (cf. paragraphe 2.6.3) que, dans la correspondance entre 1'é-
quation factorisable et la réalisation dtalgébre de Lie, un paramétre
de cette dernigre soit identifié 3 un nombre gquantique caractérisant
la fonction d'onde. Dans ce cas, le théoréme de Wigner-Eckart ne per-
met d'évaluer gue les intégrales qui sont diagonales vis & vis de ce
nombre quantique. Nous avons cepshdant montré que, pour la réalisation
B , il est aussi possible (cf. paragraphe 4.5) de calculer des inté-

grales non diagonales ; les expressions cbtenues sont toutefois
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beaucoup plus compliguées, Signalons enfin que, dans le cas de la
réalisation B , il est également possible d'utiliser las théorie des
groupes dans le calcul de certaines intégrales 4'opérateurs a deux
corps d'intérét physique qui ne sont pas des opérateurs tensoriels

relativement & chacune des deux algébres.

Nous décrivons tout d'abord les exemples d'application gui sont
étudiés dans les articles présentés en annexe : l'atome d'hydrogéne
relativiste (annexes (I) et (V)), 1toscillateur harmonique isotrope &
trois dimensions (annexe (II)), le probleme de Xepler relativiste avec
charges magnétiques (annexe (III)) et 1'électron de Landau relativiste
(annexe (IV)). Dans tous ces cas, nous ne rappelons pas le détail des
calculs et nous nous limitons & un bref résumé, tout en cherchant &
dégager les caractéristiques essentielles du formalisme gu'ils illus-

trent,

Nous décrivons ensuite quelgues applications variées, qui nous
permettent de montrer comment on peut tirer parti de certains résultats
établis précédemment. Ainsi, le calcul des éléments de matrice entre
fonctions de base de représentations de deux réalisations B diffé-
rentes permet, dans le cas de l'atome d'hydrogéne non relativiste (qui
a été étudié par Armstrong (1970)), de cslculer des intdgrales radiales
non diagonales en énergie, qui ne sont pas calculables gréce au théo-
réme de Wigner-FEckart,

La seconde application, qui souligne 1'intérét du couplage d&fini
dans le paragraphe 3.5,2, concerne dégalement l'atome d'hydrogéne non

relativiste, Nous montrons gque les fonctions d'onde en coordonnées
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paraboligques peuvent étre étudiées au moyen de deux réalisations B

de l'algébre ,f@(2,1) . L'algébre couplée obtenue & partir de ces
devux réalisations peut étre identifiée & celle introduite par Armstrong
pour les fonctions d'onde radiales ; on montre ainsi que les coeffi-
cients du développement de la fonctlon d'onde en coordonnées sphéri-
ques sur celles en coordonnées paraboliques sont des coefficients de
Clebsch-~Gordan du groupe 80(2,1) .

Nous rappelons ensuite l'étude de Dunlap et Armstrong (1972) sur
un électron dans un potentiel de Hulthén : ce probléme nécessite 1'ine
troduction de représentations "partiellement" unitaires de la réalisa-
tion A2 de 169(2,1) , et fournit un exemple physique du cas considéré
dans le paragraphe %.4.3 .

Enfin, nous décrivons le principe d'un calcul dtintégrales & deux
corps qui utilise le couplage de deux réalisations B de .JB%2,1)
défini dans le paragraphe 3.5.2 ; nous moantrons ainsi que les intégra-
les de Slater (1929 ou de Marvin (1947) hydrogénoides peuvent &tre
exprimées en fonction de coefficients de Clebsch-Gordan de 80(2,1)
et d'intégrales particulieres du type
k(

R (an-1,n" n'=1 ; n" n"-1,n" 1’1'”-—-1) ,

qui sont faciles & calculer,

5.2 Résumé et commentaires des articles présentés en annexe,

5.2.1 Fonctions d'onde radiales relativistes des atomes

hydrogénoides.

On sait que 1'équation de Dirac d'un atome hydrogénoide est
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séparable en coordonnédes sphériques. L'ensemble des deux équations
radiales (équations différentielles du premier ordre couplées) est
équivalent & un systéme de deux équations différentielles du second
ordre non coupldes qui sont des équations factorisables de type F

(on peut obtenir un tel systéme par deux voies différentes, décrites
respectivement dans 1'annexe (I) et dans lfannexe (V)), Ces équations
peuvent étre transformées en équations factorisables de type B , aux~
guelles sont associées des réalisations de ,6@(2,1) . les résultats
du paragraphe 2.6,% montrent qu'il est nécessaire, 4 cause de cette
transformation, dtutiliser dans la réalisation soit une variable dont
la définition & partir de la variable z est différente pour chaque
valeur de l'énergie, soit un paramdtre d (cf. tableau (2)) qui dépend
de 1l'énergie ; ces deux possibilités sont exploitées respectivement
dans l'annexe (I) et dans 1'annexe (V). I1 faut signaler également
gque la condition de normalisation physique ne coincice pas avec celle
que nous avons utilisée pour les vecteurs de base des représentations ;
nous montrons que ceci conduit seulement & introduire une constante de
normalisation, qu'on peut d'ailleurs calculer comme un élément de ma-
trice d'opérateur tensoriel. Ie résultat important de cette étude est
que le calcul des éléments de matrice des opérateurs tensoriels permet
de calculer les intégrales radiales (diagonales en énergie) des opéra~
teurs rk , qui interviemnent dans de nombreuses grandeurs physiques ;
ces résultats sont appliqués, dans l'annexe (I), au traitement relati~
viste de l1l'effet Zeeman (correction de BreituMargenau) et de la struc-
ture hyperfine (corrections de Casimir). Signalons ici gque le calecul

des intégrales non diagonales en énergie peut en principe étre fait en
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utilisant les résultats du paragraphe 4.5 ; toutefois les formules
obtenues sont extrémement compliquées et inutilisables sauf si 1'in-

tégrale est diagonale en j

b.2.2 Fonctions d'onde radisles de l'oscillateur harmonique

isotrope a4 trois dimensicns.

L'oscillateur harmonigue isotrope 3 trois dimensions a été étudié,
selon une méthode identique & celle déorite ici, par Armstrong (41970).
Nous rappelons trés rapidement les résultats essentiels : 1l'équation
radiale (en coordonnées sphériques) de ce systéme est une éguation
factorisable de type C , qui, grédce & un changement de variable {ef.
paragraphe 2.6h3), peut étre transformée en équation factorisable de
type B 3 les fonctions d'onde radiales sont donc lides & des fonc-
tions de base de représentations d'une réalisation B de l'algebre de
Lie 40(2,1) . 1e calcul des éléments de matrice d'opérateurs tenso-

riels conduit & celui des intégrales radiales des opérateurs v

(sans restriction sur les nombres quantiques).

Dans 1'annexe (II) est décrite une autre approche de 1'étude de
ce systéme, qui consiste A examiner les propriédids tensorielles des
opérateurs annihilation et création de bosons vis & vis de 1talgdbre
du groupe des rotations et de celle du groupe de gquasi-spin, ce dernier
étant un groupe s0(2,1) qul apparalt dans la réduction du groupe dy-
namique de l'oscillateur harmonigue., I1 sst égaliement montré que cette

-~

algebre est trés éiroitement lide & celle introduite par Armstrong .
En failt, ces deux algébres peuvent &ire rendues identiques : il suffit

de définir, 3 la place de ceux utilisés dans l'annexe (II) , des
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opérateurs annihilation et création qui rendent compte de la dépen-
dance temporelle des fonctions d'onde stationnaires, Avec les nota-

ei(N+3/2)t et les

tions de liannexe (II), cette dépendance s'dorit
opérateurs annihilation et création sont alors :

big = e—lt bq

blq+ _ elt bq+ . '

81 on identifie slors ¥ avec ll'opérateur miét , 1'algebre de quasi-
spin apparait comme une réalisaticn d'algebre de Lie {&(2,1) par

des opérateurs différentiels du premier ordre & deux varisbles ( r et
t ) qui est identique (& une transformation X' = U X U?1 prés) &
celle associée & 1l'équation factorisable, pourvu qu'on pose 1T = 2%

{ © étant la variable auxiliaire),

5.2.3 Probleme de Kepler relativiste avec des charges magnétiques.

Assez récemment, l'utilisation de modeéles comportant des monopo-
les magnétiques (cf. par exemple Barut 1971) et la recherche de l'e-
xistence de tels monopoles (Barut 1972) ont connu un regain 4'sctua-
lité. Dans ce cadre, 11 est intéressant d'étudier le systéme exacte~
ment soluﬁle (aussi bien dans le cas relativiste que dans le cas non
relativiste) constitué par deux particules portant des charges &lec-
trigues et magnétiques, dont l'une est supposée fixe. Par ailleurs
1'étude de ce systéme illustre un point que nous avons souligné dans
1'ésude des réalisations de type A? de l'talggbre gék3) : la

o . N d
guantification du paramétre -
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I'étude relativiste de ce systéme est décrite dans 1'annexe (III),
oll 1'on a utilisé la méthode quaternionique pour séparer les variables
en coordennées sphériques. les équations angulaires sont des éguations
factorisables de type A1 et les réalisations de &@(3) qui leuxr
sont assocides gont, si on identifie la variable auxilisire = avec
la variable physique ¢ , étroitement lides & 1'algébre 4'invariance
du systéme, engendrée par les composantes de 1'opérateur.

- hrd

'}:£+z
ot £ est 1'opérateur de spin et ol :
=7 xa- (plor) r

(avec ies notations de 1'annexe (II)). Tne conséquence importante de
ce résultat est que les fonctions d'onde angulaires sont des fonctions
de base de représentations unitaires. Or nous avons vu (cf. tablean
(4)) gu'on ne peut trouver de base de représentations uwnitaires de la
réalisation A1 que si 2% est entier et de méme parité que 2p

( p est ici le nombre quantique magnétique) ; cette condition conduit

& la condition de quantification de Dirac

e.g, -8 = p chr (p entier) .

182 7 %08
Nous signalons aussi que les équations radiales peuvent &tre étudides
a4 ltaide d'une algébre de Lie .86K2,1) : les résultats sont tout 2

fait analogues & ceux gu'on a obtenus pour l'atome d'hydrogéne.

5.2.4 Electron de Landau relativiste.

le probléme d'un électron dans un champ magnétique, qui pourrait
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par exemple servir de premidre approximation & une étude de 1'effet
Zeeman quadratigue dans les spectres atomiques, est aussi un probleme
exactement soluble, Ce probléme est traité, pour le cas relatlviste,
dans 1fannexe (IV). Pour séparer les variables de l'équation de
Dirac, en coordonnées cylindriques =z, p, ¢ , nous utilisons la mé--
thode quaternionique. les équations radiales peuvent alors étre fac-
torisdées de deux fagons différentes (type C et type B) et 1‘on peut
introduire les deux algdbres de Lie corresypondantes (qui sont respec-
tivement 34 et 80(2,1) ). Ia premidre est trés directement lige
(si 1'on identifie la variable suxiliaire <t & la variable physique
) ) & 1'algdbre du groupe d'invariance du systéme, qui comprend les
rotations autour de 0z et les translations. Cependant, c'est l'au-
tre algébre, qui contient pourtant une variable auxiliaire dépourvue
de signification physique, qui conduit & la définition d'opérateurs
tensoriels simples {tels que pk ) 3 c'est donc cette derniere algdbre
qui est le mieux adaptée pour étudier l'effet d'une perturbation sur

le systéme,

5.% Autres applications.

5.%,1 Atome d'hydrogéne non relativiste : intégrales non

diagonales en énergie.

Un exemple dfutilisation du calcul d'élements de matrice a'opé-
rateurs tensoriels entre fonctions de base de représentations de deux
réalisations B différentes est fourni par l'atome d'hydrogéne non

relativiste, pour lequel on peut aussi calculer des intégrales



radiales. non diagonales en énergis, gui ne peuvent pas &tre obtenues
par utilisation du théordme de Wigner-Eckart,

Ce systeéme a déjh été étudié, au moyen d'une réalisatiorn dfalge~
bre da Lie 38(2,1), par Armsirong (1970). Liéquation factorisabls
de type B quil conduit & cette rdalisatiocn est obtenue indirectement
4 partir de 1'équation radiale, gqui est de type F . Alnsi, comme
dans 1'annexe (1)9 ltexpression en Yfonction de r de la variable qui
est uiilisée dans la réalisation falt intervenir 1'énergie. Cecl sug-
gere d'ailleurs, comme npous 1'avons mentionné dans le paragraphe
2.6.3 , 1'otilisation d'opérateurs dilatation (cf. Barut et Kleiner:
1967), en wue dfobtenir une algdbre dont les fonctions de-base: de re-
présentations soient les fonctions d'onde radiales elles-mémes ; une
telle algébre a été utiliséde par plusieurs auteurs (Armsirong 1971,
Sunninghem 1972b) qui ont dgalement discuté son lien avec l'algébre
,3@(2,1) apparaissant dans la réduction du groupe dynamique 80(4,2)
de 1'atome dthydrogene. Cspendant 1'introduction 4'opérateurs dilata-
tion présente surtout un intérét formel., Comme le montrent ces auteurs,
ells ne permet pas, en particulier, de calculer les intégrales non
dizgonales en énergie des opérateurs rk }

Par une méthode analogue & celle exposde dans lfannexe (V), il

est également possible de définir une réalisation de /59(2,1) dans la-

quelle la wvariable est directement liée & la variable r : dans ce

p ey 4
cas e s6nn

leg parameires de la réalisatlion qui dépendent de 1'énar-
gie, Si, a partir de 1l'équaiion vadiale, on affectue les changements

de variable et de fonction définis par
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X/2 (5~3~1)

1'équation obtenue est identique & une équation factorisable du type
B (cf. tableau (2)), avec a=1 , d=\"E . p=1/v—E et w=(£+%02 .
Pour chaque valeur d¢ E , les fonctions 4'onde radiales sont liées &

*
des fonctions de base des représentations THO (p.=f+1) de la réa-

0
lisation correspondante ; p est donc égal & L+1+N (K entier 0),
cfest-t~dire au nombre quantigue principal n . On retrouve ainsi le

résultat bien connu I = :% . D'autre part on z alors d :-% : les
n

fonctions dfonde radiales Rn correspondant & des valeurs de n

£
différentes sont lides & des fonctions de base de représentations de
réalisations différentes, Enfin, comme dans le cas relativiste, la
condition de normalisation physique ne coincide pas avec celle des
vecteurs de base. On écrit finalement, en notant

@io(x,m ;-g) = P ¢u (x ;'%) les fonctions de base normées de la

B
z : ) .*' O I s . I ) i ~
repréesentation Tpo de la réslisation caractérisée par le parametre

4
8

an(r) = Cnﬂ ex/2 m$+?(x; ﬁ) , (5-3-2)

et 1'on montre que :

C

|
L5
B
—
Ay
HJ
<
W
B
—
a2
]
|

né
(5-3-3)

ies intégrales radiales non diagonales en énergie des opdrateurs T

s'écrivent donc :
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k
j; Rnﬂ(r) Rnrﬁl(r) ¥ dr

Joo
1 ,1_ (k+2)x
= Cn£ Cn’ﬂ‘ J;w m£+ﬁ(x ) ¢£' ( n') © d

_ nooqy (gien’ n‘ al .
- an Cn'z' (®£+1(n)lPk+2 l AR nJ ) (55-4)

et 1'élément de matrice précédent peut &tre calceulé par utilisation
de l'expression (4—5—5) ; le résultat =st identigue & celui obtenu,
grice & la méthode de factorisation, var Badawi, Bessis, Bessis et

Hadinger (197%).

5.3.2 Atome d'hydrogene non relativiste : coordonnées paraboliques.

L'équation de Schrodinger de 1'atome dthydrogéne est également
séparable en coordonnédes paraboligues ; celles-ci sont définies (Morse

et Feschbach 1955) par :

B
|

- £.%, cos ¢
y = €1§2 sin ¢ (5-3.-5)
2= (g, 58,7 /2 .

Ta fonction d'onde s'éerit alors
@) =" x (2,) x(z,)

et les équations séparées correspondant aux variables §1 et §2

sont des équations factorisables du type € , qui peuvent &tre trans—

Termées, en posant

Xi/2
E.=e et x,(g) =9.(x;) (i=1,2) , (5-3-6)

3=
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en équations factorisables du type B (ef. tableau (2)), avec a=1,

2 ~E_+47
d= I-E W= m2—1 B,= fg:ﬂ—i' = ——2~i~§ (o E,. est une cons-
5 A + By 4 [ 92 4 ’ >
tante de séparation et ol 2, et Z_, sont tels que Z +Z, = 1.
1 2 4 172

Les fonctions @1(x1) et ¢2(x2) sont, pour chaque valeur de 1'éner-
.XA

gie, assocides & des fonctions de base de représentations TMO

( = +1) des deux réalisations correspendantes, On a donc

u1 = po+p1 et By = po+p2 , ol p1 et p2 sont des entiers » O .

On en déduit que

-1

E (5~3-7)

) (]m}+p,t+p2+1)2

ce qui permet d'identifier le nombre quantique principal, n , avec

]m]+p1+p2+1 , et on a alors dzfgg . TFinalement les fonctions 4'onde
sont caractérisées par m , P, et Py si 1l'on utilise la méme no-

tation que dans le paragraphe précédent, on écrit

"L ) (ien2) (5-3-8)

x;(g;) =0y %o i’ %0

ol C.C, = [V§|m|n2]w1

Pour chaque valeur de n , on couple alors les deux réalisations,
R1 et R2 (correspondant respectivement aux deux variables X1 et x2

et & la méme variable T ), en utilisant les résultats du paragraphe

3.5,2 . ILes opérateurs de la réalisation couplée R sont :

[
il
@
5
'_I.
A
e |
oY,
P
+
1%
54
+
—
@
+
o
o
H+

(-2 21)]. (5-3-9)

3
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8i l'on effectue le changement de variables :

X X
& = (e ?+ e 2) / 2
X - X (5=Be 103}

1 2
= 2 N

cot g2

m g

les nouvelles variables indépendantes x et y sont liées aux coor-
. ‘ .y X , .o .
données sphérigues r et & par e =r et y=0 . la réalisation R
ne dépend alors que de x et de T ; on a en effet :

+1 5
B T R CEL IR D (5-311)

i 7 1 : a d réalisation intro-
et, si 1l'on note Ja es opérateurs de base de la realisati

duite pour les foncticns d'onde radiales (cf, paragraphe précédent),

gu'on note ici R , on peut écrire :

J =1 g T (a=3,+,=) (5-3-12)

ol la transformation T est celle définie dans le paragraphe 3.5.2,
goit :

~x, /4 -x /4 .
Toe | e - [eX sin 6] ¢ (5-3-13)

Diapres les résultats.de ce paragraphe, les fonctions définies payr

"‘I — o
& o (x, ,x.,1) = 2 CTARTRRRTHRTIN ETORTY:
“OMOHO 1772 b o1 YoTETTo
1B
By i
e '(x,,7) © “(x,,1) (5-%-14)
by by 2

sont fonctions de base de représentations de R ; de plus, les fonec-
tions déduites de celles—ci (3 une constante de normalisation pres,

qui ne dépend que de p, et ﬁb) par

T-7! 6
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3
sont des fonctions de base orthonormées de représentations T“O de
R . Comme les opérateurs de R ne dépendent pas de © , on peut

écrire ces fonctions

E B" (X1yX2:T) = @E (X!'S) Foow (e) 9 (5"'3"’16)
Hokoko Mo Moo

o @E (x,t) est une fonction de base normée de la représentation
0
THO de R et P une fonction a priori inconnue. On peut trouver

1'équation différentielle dont elle est solution en utilisant 1'ex-

pression en coordonnées x , & et T des opdrateurs de Casimir 91,

Qg et @ des réalisations R1 ’ R2 et R ; on obtient ainsi, aprés

utilisation de la transformation (5—3-12)

Te—t—g 4 ——7 _ 02 22— l-iex(—'ém)

20 .28 2 . 4
cos 5 sin 5 4 sin 6
(5-3-17)
Ltaction de @, et Q. sur la fonction & Y peut &tre déduite
t 2 IINTINT)
: 0m0™0 b, By
de celle de ces opérateurs sur les fonctions ®p ®H du dévelop-
0 o
pement (5-3-14) ; cette derniére domne, par exemple
B, B B, W B, W
91(@ Y9 %) = (91 K +-§'ex cos® %(miéT) ® ' 9° (5-3-18)
By Mg by Ho P o
Firalement, on trouve que
1
2 4lp~¥)2-4
q 0 — 2
5 - 4 G- F - 0) =0 . (5-3-19)
de 5in“® Hokto

F peut donc &tre exprimé 3 1'aide d'un polyndme de Iegendre :

A
F —(8)oz sin 672 p__

(cos 6) . et

—?,Zpo

K (x1,x2,1)u: eﬂ_x/2 @E (XQT) —

g L _qleos 8) . (5-3-20)
Holoto 0 Ho~

To2py
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Eb est donc identique & £+1 et ¥ & n . Ona finalement, en uti-

lisant 1'équation (5-3-2) :

[
R

x2,1)oC einT Rnﬂ(r) Pﬂlml (cos 5) .

i 1fon multiplie la relation (5d3—14) par eim"P , elle apparalitc comme
le développement des foncticns d'onde en coordonnées sphérigues Sur
celles en coordonnées paraboliques, que nous écrivons 3

ngn = ji (iﬂ%ﬁﬂ.iﬂ%il + P, lﬂ%ﬁﬂ.lﬂ%il + p2|£+1 n) lpﬁp2m> 5

P,»¥P

172

(5-3-21)
i1 est en effet clair que, les deux bases de fonctions d'onde étant
orthonormées, il n'y a aucun facteur de normalisation & introduire si
1ton suppose que les coefficients de Clebsch-Gordan vérifient les re-

lations d'orthonormalité.

5.%.3 FElectron dans un potentiel de Hulthén.

Afin de présenter un exemple physique dans lequel les fonctions
dtonde sont lides & des fonctions de base de représentations "partiel-
lement® unitaires (cf. paragraphe 3.4.3), nous montrons qu'on peut
reirouver les résultats de Dunlap et Armstrong (1972) sur un électron
dans un potentiel de Hulthén? L'intérét de ce potentiel vient de ce
qu'il conduit, pour £=0 , & une équation exactement soluble et qu'il

constitue une approximation du potentiel de Yukawa.

I.'équation radisle (en coordonnées sphériques) correspondant &
£=0 peut &tre transformée en une équation factorisable de type A2 .

3 laguelie on associe une réalisation de 88(2?1) qui est différente

* e 1a forme : V(z) = -e“[a ¢/ (-] .
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pour chaque valeur de 1'énergie (cette réalisation est identique a
celle de Dunlap et Armstrong & un changement de variable et de fonc—
tion prés). Il ne s'agit pas d'une algdbre d'invariance ni dtune
sous~algebre d'un groupe dynamique, BEn utilisant les résultats donnés
dans le tableau (5), on trouve finalement que les fonctions de base
normées assocides aux fonctions radiales Rno(r) appartiennent & la

représentation "partiellement" unitaire Ti dtune réslisation A

=2
én

Armgtrong) ; la condition pour gqu'elles soient normalisables est

2

ol a=1 et d= (& est le paramdtre utilisé rar Dunlap et

5.3.4 Intégrales & deux corps : intégrales de Slater et de

Marvin hydrogénoides,

Bien que l'utilisation de 1'algdbre 4@(2,1) dans 1'étude des
fonctions d'onde radiales des atomes hydrogénoides ait déja donné liew
& de nombreux travaux, ceux-ci ne concernaient que des intégrales mo-
noélectroniques. Nous montrons dans ce paragraphe que les algebres
,4%9(2,1) introduites pour les réalisations de type B peuvent per-
mettre de calculer des intégrales & deux corps dont les opérateurs
ont des propriétds tensorielles vis & vis de 1'algdbre qui résulte du
couplage (défini comme dans le paragraphe 3.5.2) des réalisations as-
sociées aux deux particules. Nous appliquons ensuite de résultat aux

intégrales de Slater (1929) et de Marvin (1947) gui caractérisent les
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intersctions électrosiatiques et magnétiques des électrons d'un atome;
bien entendu le calcul est mené avec des fonctions radiales hydrogé~
noides et les résultats obtenus ne pourraient &tre appliqués que dans
le cadre d'une théorie & champ central coulombien (moddle de laymer

(1959) par exemple).

Nous utilisons les résultats et les notations du paragraphe %.5.2.
Soit un élément de matrice (défini avec le produit scalaire (3~5u17))
de la forme :
W, p,  Alp,teepl-uileoowl o pl
1 2 le |2 e SI@ 1 ® 2 )

M= (& &

. , ) , (5-3-22)
ot Moz oy Moo

ol & est une fonction des wvariables X, et Xy o0 Un tel élément

de matrice est égal & 1'intégrale & deux corps :
T t
oo oo W w wh

13
. 1 2 000 ,
j;w ax, j;” oy 9, ()9, () s 0,y (o) 2y () - (5-3-23)

En uiilisant le développement (%3-5~1G) des produits de fonctions non

couplées sur les fonctions couplées, on gorit

— Z [ I B B A AT
" o Cag iy gpolingh) (g e} popluge')
909U’p0’p
i__l.-c t
(@ )T e By L (53e)
Ho1Po2Mo ¥o1Ho2to
Nous avons montré que les fonctions déduites de @ b par la
o 1tozto

transformation & = TF1

® forment, pourvu qu'on norme une des fonc-
. o ’ , . * Ve -
tions, une base orthonormée de la raprésentation Tpo de la réali-

sation T , définie & partir de la représentation couplés par
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T =7 7,0 (@=%,+ ou -} .

On peut écrire les élémenis de matrice de l'équation (5-3-24) sous la

forme :
_— ilgep' )T 2 !
(3 Ble ()7 g sjg, %) . (5-3-25)
Ho1Po2to bo 1ozt
3 TR
Si 1'opérateur el(u r ) T2 S est un opérateur tensoriel de la réa-

lisation ﬁ', on peut exprimer (5—3—25), & partir d'une équation du

type {(4-4-12), en fonction de :
i it
b el(“o wp)T

_— 1
TP TIONE: Si@u' M ﬁ’)
01*o2to o1to2to
iy, ileg-ph)e \
ou (@ le sle , u,) . (5-3-26)
Hoitooto Bo1toto

Dans les cas physiques considérés, cet é1dément de matrice n'est pas

simple & calculer directement. Il est préférable d'utiliser le fait

H
gque & 0 peut étre exprimée comme une somme de produits de

Ho1tozto
fonctions non couplées qui sont toutes de y minimal ; plus précisé-

ment, on montre gue

Y EO(X1’X2’T) :-;Z- (g gy o i)
017270 By

(2 =) (2uy=1) T(20,-1) T(dn,-1) %
R G R CRTND IR (RPN

X

E1 1‘12
x & (x,,t) & (x.,7) . (5-3-27)
Ky 1 ks 2
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-

les é1éments de matrice & calculer sont finalement de la forme :

i, B, 1@+ -5 B, B
(o' 8.2 PR g1 e 10 D) (5-3-28)

Ry B TRRNTS

1 Ho 1 P2

¢'est-a~dire que le probldme se réduit au calcul d'intégrales qui sont
analogues & l'intégrale de départ mais qui ne comportent que des fonc-

tions de p minimal et ont une forme trés simple.

Cette méthode peut &tre appliguée aux intégrales de Slater ou &e

Marvin hydrogénoides. Celles—ci s'éerivent

1{ s ! g1 t g1
R (0,2 ,m,8,5012},n580)
K
[Tae [T < () R, ()
= d.:lf"J7 dr_R (I')R (I') R11I‘ Rllr b4
R A WA r1>c+a nten 1) ape Vo
{5-3-29)

ol & est respectivement égal & 1 et & 3 pour les intégrales de
Slater et de Marvin,
Nous rappelons (cf° paragrarphe 5°2°?) gue les fonctions d'onde

radiales Rnﬂ(r) des atomes hydrogénoides sont lides aux fonctions

int n

de base ¢£+1

& *
(x,7; %Q = (x; %J des représentations T£+1

n
@£+1

. . . x Z
des réalisations B ou q=_ Ppar ;

x/2 n LE
an(r) =C,, £+1(x, n) (5-3-30)
X
avec r =8
1
C,, =% lE n’3/2(2g+1)'2 ,

Pour utiliser directement les résultais ci~dessus, 1l est done

nécessaire d'avoir n, = na et n, = né (ctest-h-dire une seule
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valeur de q1 et de a4, ) ; dans ce cas l'intégrale (5-3-29) s'écrit:

k
R(n £, ,n 2, ;n, 8 ,n.4) =C c c_ ., C
a 1t 1722 1717272 n1£1 n2£2 n1£1 n2£2

1 n n n

1 2 1 2
x (@, 8y I S 12y 20 ) (5-3-31)
1 2 1 2
(k+2)x, =(k+a-2)x
o s me e ’ (5-3-32)
ka .
On montre facilement que 1° By, ©st un opérateur tensoriel vis & vis

de la réalisation ® ; ses relations de commutation avec les opéra~
teurs de celle-ci sont celles d'un opérateur PE avec k=3-a et
m=0 . Pour évaluer les éléments de matrice analogues & (5-3-28), on

effectue une intégration directe. FRn effet :

1

L) o ipT Pa=
0 + 0

2, (x,7m5q) = F(2u0—1)2 e exp(-q " )(2q &) . (5-3-3%)

D
Ainsi :

BB, (R R

(' afle ! 2172 Sy, g 2

Ry By Wy Mo

[T(2ﬁ1—?) P(2ﬁ2-1) P(g;_1) T(Eé_1)]%

e = = =
an B+ 1 (2§9u2+ué 1
n

%
n
1
- - ¥
+o0 400 -27r , /n B,Hl-2
1771 17 <
X dr dr,. e r -_
1 2 1 k+a
0 0 T>

-2%r_/n,. Q. HiL-2
2
xe 2 Zx)° : (5-3-34)
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Cette expression contient une intégrale analogue & celle qui apparait
dans une intdgrale de Slater ou de Marvin ol toutes les fonctions sont

telles que f=n-1 , Cette intégrale se déduit directement de 1'équa-

tion
, n, -B.r n -B T
j] dr dr, r, ! e i r 2 22
r.or e 2
P
n2 ! (n1+n2—8)! )
= Y S+1( )ﬂ@ﬁﬂ2w3+1 (5-3~35
S=O,I’l2 (n2"'s . Bg B.]+Bz

Signalons aussi qu'il est possible d'¢tendre ce principe de cal~
cul au cas général (n1 % n% et n2 # né) . Dans ce cas les réalie
sations couplées R et R' correspondant respectivement au bra et
au ket sont différentes. Ies différences entre leurs opérateurs de

déplacement s'écrivent

Tpm 3y =@ 3 (- =b) e e k- 7 . (5-3-36)
1 1 2 2

Ces opérateurs sont des opérateurs tensoriels vis & vis de R et R’
et on peut mener des calculs analogues & ceux du paragraphe 4.5 et de
lfappendice 4 pour évaluer 1'élément de matrice (5_3-25) ; on obtient
une expression analogue a (4w5—4)n Toutefois de tels cas deviennent
rapidement extrémement compliqués.

T1 faut remarquer enfin que ce traitement ne fournit pas une in-
terprétation des égalités observées dans un calcul numérique des inté-
grales de Slater hydrogénoides (Butler, Minchin et Wybourne 1971) H

ces égalités apparaissent comme dues essentiellement & des relations

entre les éléments de matrice du type (5-3-28) .
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5.4 Conclusions et perspecitives.

Lorsque nous avons entrepris ce travail, 1'étude 4'Armstrong
(1970) sur les fonctions d'onde radiales de 1l'atome d'hydrogdne utili-
sanv une algebre de Lie 'JQ(E,T) apparaissait comme un cas isolé,
Nous avons montré que cette approche est susceptible d'une généralisa-
tion et peut finalement, grice au lien entre la méthode de factorisa-
tion et la théorie des groupes, étre appliquée 3 tous les systdmes
quantiques exactement solubles. Les problémes physiques dont une pre-
miére approximation est fournie par de tels systdmes peuvent ainsi
8tre étudiés avec la simplicité et 1'élégance caractéristiques de la
théorie des groupes.

Dans 1'étude d'Armstrong apparaissait une difficulté qui a été
aussi rencontrée par d'autres auteurs : 1'impossibilité de calculer
les intégrales radiales hydrogénoides non diagonales en énergie. Nous
avons montré que, pour 1l'atome d'hydrogéne et pour de nombreux cas
analogues, la difficulté peut &tre résolue par une extension des tech-
nigques de calcul utilisées pour les intégrales diagonales. Par ail-
leurs, toutes les études sur l'atome d'hydrogéne ne concernaient que
des intégrales monoélectronigques. En introduisant une définition
convenable du couplage de réalisations d'algébres de Lie, nous avons
pu exploiter les propriétés de symétrie des fonctions d'onde radiales
dans le calcul de certaines intégrales & deux corps telles que les

intégrales de Slater ou de Marvin hydrogénocides.
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lLe domaine d'application de la méthode décrite ici est vaste :
en effet, si le nombre d'éguations-type est restreint, ies applications
physiques correspondant & chaque équation sont nombreuses et variées ;
on en rencontre dans tous les domaines de la physique, chaque fols que
1'on cherche uvne approximation simple, cfest-a--dire exactement soluble,
d*un systéme complexe. Nous n'avons étudié dans ce chapitre qu'un
petit nombre d'exemples., .Il est possible de développer certalnes de
ces études et, bien entendu, d'en entreprendre de nouvelles. Ainsi,
a4 partir des résultats concernant les atomes hydrogénoides, nous
pourrions généraliser 1l'utilisation de la méthode présentée ici dans
1'étude de la structure atomique, par exemple en 1l'introduisant dans
une approche comme celle de Layzer (1959) ; d'autres applications
pourraient &tre trouvées dans le cadre de la théorie des interactions
matiere-rayonnement : citons par exemple les divers systémes exacte~
ment solubles qui apparaissent dans 1'étude de 1l'atome habillé par des
photons de radiofréquence (Haroche 1971}, De facon générale, les pos-
gibilités d'une telle méthode sont lides au rdle des Fonctions spécia-

les en physique et elles sont loin d'étre épuisdes,






APFENDICE 1

BASES ORTHONORMEES DES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES UNITAIRES

IES DIFFERENTES REALISATIONS D'ALGREBRES DR LIE BTUDIEES,

1. Algébre de Lie réelle JGL(B)

les représentations irréductibles unitaires de cette algebre

abstraite sont (tableau (3)) les représentations de dimension finie
u*
D 0 . les éléments de matrice de J+ et J sur une base ortho-~

normée sont

=\ ega) (st (8-1-1)

La seule réalisation du tableau (2) associde b cette algdbre réelle
est la réalisation A1 .

Pour simplifier les notations, nous posons:

a(x+p)

=4

w |l w

L'équation associée & la réalisation (¢f. paragraphe 2.5.1) a comme
points singuliers 2 =k =% ( k entier) et nous choisissons comme

domaine pour z l'intervalle ]O,m[ .



A-1-2

L'équation est de plus invariante dans les échanges suivants :

b =i
{ (A=1-2)
q - —Cl L]
et uw—-gqg
{ (4-1-3)
¢ vp .

L'équation différentielle du premier ordre dont la solution permet

d'obtenir la fonction de base associde & la valeur propre kg de J3

est

_ﬂ___J ¢“o(x) o

4 1
[— az + (poa—g) cotg z + in 2

La fonction de base correspondante, qui est normée si po+q+1 > 0

et uo—q+1 > 0, est :

ko ipgt[ lal r(2pg+2) T, Hptatd , MoatE
) (X,T) =& (gin =) (cos =)
2 2
Mugrart) Dlug-a+t)

(a-1-4)

Cette fonction et celles qu'on en déduit par les relations (3~4—3)

avec les valeurs de ai données par les équations (A-1-1) forment une
= *

base orthonormée de la représentation Duo si d¥une part la condition

dtirréductibilité (3—4—7) eat vérifiéde et si dtautre part toutes les

fonctions s'annulent pour z=0 et z=m . On trouve que la condition

dtirréductibilité et la condition d'unitarité conduisent aux mémes ré-

sultats (ce qui n'est pas surprenant puisque -Ja(B) est 1'algebre

dtun groupe de Lie compact : il est bien connu que dans ce cas toute

représentation irréductible est équivalente & une représentation
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unitaire et toute représentation unitaire est compldtement réductible).

On obtient les conditions :

2q entier
{ (8-1-5)

poulql entier » O

~

Les fonctions de base peuvent 8tre exprimées & ltaide de fonectioms
hypergéométriques ; on a, si p+q » ©

|a|(2u0+1)(uo+q)!(uo+p)! : 1

iwe
(hgma) ! (pmn) ! (urq) !

@u(x,T) = g

1
a .;_)u q+z F(

. 2%
{co -ig s bHIGH 5 pra+t 5 osin -é-) ,

1
% (sin %)LH“Q*‘?

(A=1-6)

et 81 pu+q £ 0

la] (2ug+1) Gegma) t(ugmn) ! z 1
(ko) i) ! (Coma) |

@u(x,x) = eluT

1 1

. —-l- - o3 . 2

x (sin )7 (cos L)WY ppop eptp +1  —pmad ; sin© 2)

2 2 C 0 2
(4=1-7)

Dans tous les cas, le premier indice de la fonction hypergéométrique

est un entier négatif ou nul et cette fonction se réduit & un polyndme.

2. Algdbre de Lie réelle 4J9(2,1).

les représentations irréductibles unitaires de 1l'algebre abstraite

* * *
J0(2,1) sont les représentations Tpo , lpo R Dp<EO’®) et

*
DS(EO,®) (cf. tableau (3)). les éléments de matrice de J+ et J

-



A=t

sur des bases orthonormées de ces représentations sont :

af =2 \ffﬁ—uo)(u+uo-1) . pour Tpo* , (4-1-8)
ai =& \/(u+u0)(u-uo-1) ,  pour luo* ’ (Ae-1-9)
a; =% |u- ++1 o ,  pour DP(EO,@)* , (Am1-10)
ai = 2 (pi) (1), " pour D, (E,@)* (A-1=11)

(pour les représentations principales on a posé ®+%+ =1 ¢ , avee o©

réel).

Trois réalisations du tableau (2) sont assocides b cette algdbre

réelle : A A et B.

2773
a) Réalisation A, .
les opérateurs de cette réalisation et 1'équation associéde soni

donnés dans le paragraphe 2.5.1 . Nous posons ici :

a'(x+p) = 2
d'l

—

at

L'équation a comme point singulier 2z=0 , et nous prenons comme do-
maine de z 1'intervalle J0,+ef| ; 1'équation est invariante dans

les changements (A—1—2) et (A—1—3)°

u
*
Pour les représentations Tpo , la fonction de base @ O(X,T)

-

est obtenue & partir de la solution de :

d | "o
— 4 (uo—f) coth z + ] (x) =0 ;

dz sh =

elle s'écrit :
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z A 1
-W~—qtz o H T
G 0
(Sh %) (Ch %) »

(x,1) = e
l?(—uo~q+1) r(2u~1)

(a-1-12)
et elle est normée si p0+q—1 <0 et si po—% > 0.

Brn utilisant les relations (3-4—3) avec les valeurs de « don.-

+ T

nées par (A-1—8), on obtient une base orthonormée de la représentation

*
Tuo a condition que :

By + 4 entier ¢ 0
(4~1-13)
]‘LO"‘%—>O ?
ce qui implique q < -% .
Iea fonctions de base peuvent &tre écrites 3 1l'aide de fonctions

hypergéométriques. On a, si p + g £ 0

o] Tlpg-a)(-ug-a) 1 (2u-1) %'(_)“““0

@u(x,m) = eluT

Dugn) () ! (~p-q) !
Z\~i=Q Z u+q-2u0+% .
x (sh EJ 2 (ch EJ F(uo—u,uo—q ; ~u~q+1 3 th -5) ,
(A-1-14)
et s1 pw+q30
1
o {lar] rlu,te) (e-p,) t(2n ~1) | ~q-lg
& (x,7) = & ** 0 Q 0 (=)
I'(kgma) (-eyma)! (utq) !
......_2 +..1_.

x (sn Z)#F (on 2) Plugirig*a 3 peart 5 th° 2)

(A-1-15)
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Dans les deux cas, la fonction hypergéométrique a un indice entier O

(soit o=t s0it p0+q ) et elle se réduit & un polyndme,

*

Pour les représentations luo , tous les résultais se déduigent
des précédents. A partir de l'invariance de 1l'équation factorisable
A2 dans les échanges (AP1~2), on montre que les fonctions de base

*
orthonormées d'une représentation luo stécrivent :

#(x,7) = o7 Th(x) (4-1-16)

ou $p(x) est obtenue & partir de la fonction @u(x) correspondante

*
de la représentation TuO grice aux échanges suivants :

b -
q - -q (a-1-17)
Mo ™ Mg

Les conditions analogues & (A—1-13) sont

Bo 4 entier » O
(A~1-18)
b + 2 <0,
ce qui implique gq > &

En ce qui concerne les représentations continues, DP(EO,Q)* et
DS(EO,Q)* , on ne trouve pas de fonctions de base normées au sens
strict. Toutefols pour les représentations principales DP(EO,@)*
et & condition que :

E, +q eatier (A-1-19)

on peut trouver des bhases dont les fonctions sont normées suivant :
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(@ fe") = 8(o-a') (4=1-20)

N 2 1
(ol m_-c-4)

Ces fonctions de base s'éerivent, si p+q » O

1
) la' T{T++i o) T(drq+i o) |2 ()H1e
@ﬁ(x,m) =e i -

P(Ei o) (u+q)!

1 TP ST
x (sn HHIET (cn 5T F 0 p(Lapad o, Frari o 5 pegil thz'%) :

(a-1-21)

et si pu+g €0

1
|8 M{$-p+i o) T{f-a+i 6)|? 1

M(x,1) = eiu
¢ r{2i o) (~p=q)!

1 oo
bt (Sh‘g) W-at2 (ch'%)u+q -2l o F(%hp+i 6, +—q+l 6 ; —p~q+1 thg'%)

(a-1-22)

b) Réalisation Ay

Ies opérateurs de cette réalisation et l'équation factorisable
associée sont donnés dans le paragraphe 2.5.1 . L'expression expli-
cite des fonctions de base est dans tous les cas extrémement compli-
quée. Ainsi, par exemple, pour les représentations THO* , ltéquation
différentielle du premier ordre dont la solution fournit la fonction

Ho
de base @ (x,7)} s'derit :

a N q Ho, o\
[dz + (uO— 2) thoz - ch z} ¢ (x) =0
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g#i 1l'on pose :
a'(x+p!') = z
4
at 4 -
Cette fonction est donc proporticnnelle &

-LLO'*"’% -1
(ch z) exp[q te (sh z)] ’

et la construction des fonctions de base & partir de cette expression
est malaisde., Par ailleurs, nous n'avons rencontré aucune application

de cette réalisation : nous ne l'étudions donc pas davantage ici.

c) Réalisation B .
Cette réalisation, dont les opérateurs ainsi que l'équation asso-
cide se trouvent dans le tablean (2), conduit aux applications les

plus nombreuses et les plus importantes. Nous posons :

ax = 2

4

a;q

L'éguation factorisable B n'a pas de point singulier et nous prenons

comme domaine pour =z 1'intervalle |- oo, 4odf ., L'équation est

invariante dans les échanges (A-1-2) et (A—1—3) .

*
Pour les représentations Tpo , on doit résoudre 1'équation :
Ky 2 N o 0fy) =
[dz+qe ~ (uo—z)]fp (x) =0 .

la fonction de base associée & by 0 qul est normée si q > 0 et

uo—% > 0, stéerit :
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Ho

. 1
1p 7T o
e (X,T) = g R S

l”"_.
r exp(-q e”)(2q &) o (A-1-23)

r(2u0—1)2

En utilisant les relations (3_4_3) avec les valeurs de ai données

*
par les équations {4-1-8), on obtient une base orthonormée de THO s

& condition gue :

(A-1-24)

o
ce qui est toujours vérifié si la fonection & “(x,7) est normée.

Les fonctions de cette base sont lides & des fonctions hypergéométri-
ques conf luentes :

1

2
- |a|(2uo—1) P(u+uo)
¥

@u(x,r) =&
(w=ire) 1 (20

1

g
L4 Zy O 7
x exp{~q e”)(2q ") F(—u+u0 ; 2u0 i 2ge ) .

(8=1-25)

De plus byt est entier { 0 et on peut exprimer ces foncitions &

1laide de polyndmes de Laguerre

]al(u0—1)(u-u0)! z

M(x,7) = o 10T
3
T(u+uo)

1
Mo=7  Zp-1
x exp(-q ez)(Qq ez) 0 L {2q eZ) .
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*
Pour les représentations luo les fonctions de base sont déduc-
tibles des précédentes, de la méme facon que dans le cas de la réali~

sation A2 , en écrivant :
@P(X,T) = eluT Eu(x) (Ay?w27)

o §™(x) est déduite de la fonction e"(x) correspondante de 1la
*
réalisation Tpo gréce aux &changes (A—1u€7)u Ies conditicns ana-

logues & (A-1~24) sont :

g <0

po+%-<0

Pour les représentations continues, la situation est analogue &

celle décrite pour la réalisation A Quel que soit g , il es3

5 0
possible pour toutes les représentations DP(EO,Q)* de construire

des bases dont les fonetions de base sont normées suivant la condition

(A-1-20). Si g est positif, ces fonctions s*éerivent

a P(-u+%wi G)

' (x,7) = " exp(q e”)
F(~2i 0+1)
. ~2i g4} zZ\1 o . , Z
b4 1{?%:;:%:E~%T {2q e_) F(p+%+1 ¢ ; 2% o+1 ; -2g e ) - CoCo} s

(A= 1~28)

et s1 g est négatif :



A=i-11

iyl d P(p+%+i ) 2
& (x,7) = &t exp(~q e”)
(=23 o+1)

£ 2J. 0”‘1“ \.‘ o { 1,4 . o PR & P 1.
P(u%-"—-hl 6’%‘ -2q © Fleptztl ¢ 3 21 o471 3 24 © ) \Jo{JnJ "
(81-29)

%, Algetbre de Lie réells 454

Pour ltalegébre de Lie abstraite A , RCUS avoes vi (cfn X e
4_ i

graphe 3.3.2) que les conditions d'unitarité contienunent enirs au tres

les relations o

) =e1 (3-1-30)

ol g est égal da +1 oud =% .

Ies représentationsg irréductibles unitaires sont (cf. tableau (%))

e ¥ . * , .

T l et R(Eo,m,o) , et pour chacune de ces représencations
les conditions dtunitarité prennent deux formes différentes selon que
€ =41 ocu £ =1,

les réalisations du tableau (2) qui sont assocides & 1l'algdbre de
Lie réelle .44 sont C' et D' . Dans les deux cas les conditions

d'unitarité contiennent :
(3 ) =0, (8-1-31)
* Y

et la seule valeur possible pour g est +1 . De plus, pour ces deux
réalisations B est dgal d v I et on a toujours e =h b J 0)
les représentations irrédductibles unitaires de i'algébre abstraite

qui sont & congidérer pour ces deux réalisations sont :
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b x
I“o , 81 b>0 , avec ai = \}b(p—po) (4-1-32)
b s
. N
luo ,si <O , avec oy = b(g-p0u1) . (8-1-33)

a) Réalisation C' .

les opérateurs de cette réalisation et 1'équation associée sont
dans le tableau (2)9 L'équation a comme point singulier x=0 et nous
prenons comme domaine pour x 1'intervalle ]O,+4m[ . les change~

menis définis par

b = ~b!
b= —p' (A= 1-34)
w = w'+b'
o (u = -p'
(A-1-35)
w = ' +by’

laissent cette équation invariante,

b %

Pour les représentations Tpo

, qu'on peut obtenir si b est
positif, la fonction de base associée a Ko est obtenue & partir de

la solution de 1'équation :

et elle s'éerit

RS

S R e-bx2/8 Ho™
o=
b 0 P(~u0+1)

B
& O(x,m) =€

; (a-1-36)

elle est normée si ko ¢ 1, Cependant si on utilise & partir de retiie

fonction les relations (3—4—3) avec les valeurs de aﬁ données par

b ox

(A~1-%2), on n'obtient une base orthonormde de la représentation Tpn
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gue =81
w, entier <0 . (e 1-37)
Les fonctions de base peuvent &trs exprimées en termes de fonchions

. T 2 .
hypergéométriques confluentes ; on pose 2z = bx /4 et on a, 8i pug G

. L _

(e-ng)t] ()t (A-1-38)

@u(x,T) = eluT

4k -
X z(—u+2)/2 e 2/2 F(-p+uo s ey 5 z)

et sl pn O

- b(u—po)! z (_)“o

n i
&P =
(x,7) =e o) o

(a-1-39)

e
X z(u+7)/2 e"Z/2 F(po G TR z) .

les fenctions hypergdométriques qui apparaissent contiennent un indice
entier £ O (—u+po ou gy ) et sont lides & des polyndmes de

laguerre,

Si b est négatif, les résuliats peuvent &tre déduits des précé-
b oy
dents. ILes fonctions de base d'une représentation lpo sont ohbte-
nues, si

b, entier 3 0, (A-1-40)

en écrivant :
™(x,7) = ¥ Mx) (Am1=41)

ol @u(x) est déduite de la fonction correspondante de la représen—

b ox
tation Tpo grace aux échanges :
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b = ~b
L= - (A 1-82)
Mo 7 Ty o
b) Réalisation D' .
L'équation factorisable D' se trouve dans le tableau (2). Elle
n'a pas de point singulier et le domaine de x est ltintervalle
J=oo 4]
Toutes les solutions ¢z(x) de cette équation pour lesquelles
wtbp est le méme sont identiques. Pour la réalisation qui se trouve
b % b ox
dans le tableau (2) les différentes représentations TuO (ou lpo )

S

ont des bases qui sont obtenues & partir des mémes fonctions pu(x) .

b x
Par exemple si l'on connait une base de la représentation Tuo for-

i(p+c)T

née de fonctions e ™' ¢u(x) , les fonctions e @u(x) forment

la base d'une représentation TEO+C* ( ¢ réel queiconque). Nous
avons introduit, dans le paragraphe 2.5.4, une autre réalisaticn de
G(0,1), par des opérateurs différentiels du premier et du second ordre
a4 uwne seule variable, gqui ne conduit pas & des résultats redondants .
les expressicns des opérateurs de cetie réalisation sont données dans
les équations (2—5—19) et 1l'invariant est identiquement mul. Cette
réalisation est aussi associde & 1'algdbre réelle «54 en ce sens que,

dans certaines conditions, les dquations (A-1-31) sont vérifides, le

produit scalaire étant cette fois défini par :
[ S = =]
(ple") = f o(x) o' (x) a&x . ( Am1=43)

-
Comme w=0 , les seules représentations irréductibles unitaires &

considérer sont :
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b %
0 , 81 b > 0, avec
b ox
1 , 81 b <0, avec
b %
Pour la représentation 0 R

»

peut &tre construite & partir de la

En effet @O(x) est alors fonction
valeur propre 0 et peut servir de

de récurrence {3-4-3),

oy = Vop (A=1-44)
b = Vo (A-1=45)
lorsque b est positif, une hase

solution de 1*équation ¢

(4-1-46)

propre de J% et Q" avec la

point de départ pour les relaticns

La solution normée de 1*équation (A-1-46) est

1
0 (x) = (5%94 8XP[—’%(%§w+d)2]

{A-1-47)

les fonctions de la base orthonormée correspondante sont, expriméss

en termes de poiyndémes d'Hermite (qui sont eux—mémes liés & des fone-

tions hypergéométriques confluentes)

N
o (x) = () ey
[2" p1]?

ol 1ton a posé u = \/T,i- (%}S+ d) .

b *
Pour la représentation l |

e—u2/2 H (u)

7

W (Am1-48)

clest-d~dire lorsque b est néga~

.

tif, les fonctions de base sont obtenues & partir des précédentes

gréce aux échanges (A-1-42) .
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4. Algebre de Lie réelle %3 .

Pour l'algébre de Lie abstraite ‘33 , hous avons vu (cf. paragra-

the %.3%,2) que les conditions d'unitarité contiennent :
+
(1) =e"J_ , (4-1-49)

avec 0 réel guelcongue.

les représentations irréductibles unitaires de cette algébre sont
les représentations Q(Eo,w)* (w#O) et les conditions d'unitarité
s'expriment de manidre différente pour chaque valeur de 6 . On peut
écrire

2 -i#B

w=p e (p2 > 0) et « e—19/2

. (A-1-50)

+ =

les réalisations du tableau (2) gui sont associédes & l'algebre réelle
%33 sont les réalisations ¢" et D' ., Dans les deux cas la condi-

tion analogue & (A-1-49) est :
+
(37 =39

iB

et les seules valeurs de © possibles sont telles que e = =1 .
les conditions (A—1—50) correspondantes sont donc :
w>0 et o =Vo . (a-1-51)

De plus nous n'étudions pas ici la réalisation D" , qui est extréne-

ment simple et ne conduirait qu'a des applications iriviales.

Pour la rdéalisation (" , on trouve qu'il est possible de cons-
. , p . * . .
truire une base orthonormée des représentations Q(Eg,m) , a condi~

tion que :
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{ =
: EO 0
s 5 (a-1-52)
"w=k >0 ;
les foncticns de base sont normées suivant :
(@S|c1>z,) = 8(k-k') . (A=1~53)

On peut exprimer ces fonctions & l'aide de fonctions de Bessel :

@u(X,T) = eiut (kx)% Ju(RX) . (A-1—54)






APFENDICE 2

FONCTIONS DE BASE NORMEES DES REPRESENTATIONS "PARTIELIEMENT

URITATRES DES DIFFERENTES REALISATIONS D'ALGEBRES DE LIE ETUDIEES.

1, Réalisation A1 .

L'équation factorisable A1 se trouve dans le paragraphe 2.5.1.
Elle est invariante dans les échanges (A—?—Q) et (A—1—3). On trouve
gue de maniere générale deux solutions linéairement indépendantes de

cette équation correspondant & la valeur propre w = ®(®+1) sont don-

nées par

g /2 - 1) /2
9% = w2 (w2 g et g paget )

95 =9 (4-2-1)
oz wu = sinz'éigiyl et ol 6% est déduite de ¢% par les échanges

(A—1—2). Les échanges (A—1-3) laissent chaque solution invariante.
Si p+q est entier, l'une des dewx solutions est singulidre et ne

s'éerit pas & partir d'une fonction hypergéométrique. 331 l'on pose

& = g (avee j=1.2) ,
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on montre que l'asction des opérateurs J+ et J .de la réalisation

A1 sur ces fonctions s'éerit

. 1 k1
si p+g # O J, @ o &7
prq # 2 &y

-0 g dtd
I, 8w, (a-2-2)

I_ e c:[:‘;q“1

Par conséquent si p+q n'est pas entier les représentations irréduc-
tibles ne contiennent que des fonctions @? ou ig . Si ~g appar-
tient au spectre de la représentation les fonctions de base szont du
type CI’S si pigy 0 et @‘1” si ptq€0 . Grdge aux ¢changes (4-1-2),
toutes les fonctions de base normées du type @g peuvent é&tre déduites
de celles du type @% . D'autre part une méme fonction ¢% peut grice
aux ¢échanges (A~1~3) apparaltre dans les fonctions de base de deux re~
présentations différentes. On peut finalement se contenter d'étudier

les conditions de normalisabilité des fonctions ¢? sous 1la forme

(A-2-1). On cbtient :

a) pt®&, g% @ non entiers, Ip—q] < 1 (ce cas conduit & des re-
présentations non bornées dont une seule fonction est normée et qui

ne nous intéressent pas ici).
b) =31 (ou p+d) entier 5 0 et p < “IQI+1 .

c) p-D-1 (ou p+®) entier » 0 , q-®-1 (ou q+®) entier 3 O
et p < ~g+i .
ies conditions b) (respectivement c)y si p+q mn'est pas entier)

conduisent & des représentations "partiellement® unitaires bornées
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inférieurement par b (qui sont irréductibles si 2p0 n'est pas
entier ¢ 0) ol la condition de normalisabilité s'éerit p<—]q|+1
(resp, p<~q+1) . Les fonctions de base normées s'écrivent (avec les
notations de 1l'appendice 1)

ipT[Tal(“2p0+?) T(—u0~q+1) F(wuomu+1) 1
Ml-pgrart) (ump ) T {eqooqt 1)

@u(x,x; = &

|

{

e Ot 7 — A
® \sin'%) H q+2(cos %J WA+ B

(gt =+ 1 3 =415 sin® 2 .
(4-2-3)

A titre d'exemple nous donnons les représentations "pariiellement"

unitaires qu'on déduit des précédentes grice aux échanges (A-1-2) et

(A-1-3)

¢pﬁ (irréductible si 2y, non entier 3 0 ) avec p > [q}-1 3

C

D(EOBQ) o EO est la partie non entidre de gq et iuuo(u0—1)
avec q = pO+N (N entier 3 0) et ]p}<mq+1
Ie cas ou p+g est entier est un peu plus compliqué. I1 conduit,
*
81 2p0 est entier 2 0 ef si ~q appartient au spectre de Dpo s

aux représentations unitaires (appendice 1). Sinon, on obtient éga-
lement des représentations "partiellement" unitaires, ol les condi-

ticns de normalisabiliié sont celles de ¢g si p 2 -q et de @?

si p g ~-q .
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2. Réalisation As .

L'équation factorisable A2 et la réslisation associée sont
dennées dans le paragraphe 2.5,2 , Blle est également invarianie dans

les échanges {(A-1-2) et (A-1-3). Deux solutions linéairement indépen—

dantes correspondant & la valeur propre w = @(@+1) sont données par:

LY /- a1
¢% = u("uuqﬁT)/a (1~u)@42 Fmp40+1,=q+B+1 ; ~p=q+1; u)

W o o
9, = ¢ (A-2-4)
ot w = th® a-2x+ © et ol Eﬁ est déduite de ¢% par les échanges

(A—1—2). les échanges (A—1—3) laissent chaque solution invariante.
Si u+q est entier, lt'une des deux solutions est singuligre., Avec
les mémes notations que dans le paragraphe précédent, on écrit des

équations identiques aux équations (A-2-2) et les conséquences pour
les espaces de représentation sont les mémes, On peut se contenter
d'étudier les conditions de normalisabilité des fonctions @% . On

obtient :
a) —p4®+1,~q+®+1 non entiers £ 0 , p < -g+1 , P+¥=1 © (o réel) .

b) -—u+®+! entier £ 0 , p < -g+1 , B+k > O

(ou une condition analogue en échangeant p et g ),

La condition a) conduit & des représentations "partiellement”
unitaires non bornédes D(EO,Q) avec @®+y=3i ¢ oh la condition de
normalisabilité s'éerit p < ~q+i1 . Ies fonctions de base normées

.
[

sont, avec les notations de 1l'appendice



1
,u iwefal (st o) I(d-gud c)r 1
C {3 = B £ -5
ﬂu(y T) ¢ { P(?l 0) F(~p~q+1) (q 2 ))
ra R T ,l m-ﬁ-h‘ 1 2 21
x {ah éﬂ A 3 %)u+q m2t ¢ Flzmp+i 0,3-q+1 @3 wp-q+i; th gf A
elles ne sont pas normées au sans sirvict mazs sulvaont
fat gt - et D
(@] ) = 8(c-0) . (a-2-6)

La condition b) conduit b des représentations "paritiellement
v : < o A S ; 1 ¥ Voo
unitaires bornées inférieurement par by = D1 (MO > g) , ou la cone

drtion de normalisabilité est p < -q+1 . Ies fonctions de base nor-

mées sont

; 1
. L I - 'y o~ 1 Dyt 2 U’“‘J’O
@M(X.T) = elum[la l (MO @ I o )¢ o )] (=)
-’ I(ky ) (pmip ) ¢ J (g +1)
% U+q— 21 +%

SR /ATl VE o o Z §] 2

% {ah g) b @ ich ‘42_) F(LLG“FMHG“”Q PR TR R ¢ "22)
(£-2-7)

Lomme dans le cas de la réalisation A1 , 11 existe d'autres représen-
rations "pariiellement” unitaires :; elles se déduisent de celles-ci en

utilisart les échanges (A_1u2) et (A—1—3).

%, Réalisation B

L'équation factorisable B se trouve dans le tableau (2). Elle
est invariante dans les échanges (A-1-2). TDeux solutions lindairement

‘rndépsndantes zorrespondani & w=0(&+1) sont
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1.
bl T m9P R padet 5 2842 5 2q2)

-
|

(a-2-8)

Dy qz
=g 2 P Fp+®+1 ; ~2042 3 ~2qz)

1
?g =277 % W(u-t;-23 ; -2q2)
=Pt

=z 2 e-qz F(mpné; -29; 2qz)
les échanges {A—1~3) laissent chaque solution invariante, Avec les

mémes notations que pour la réalisation A1 , l'action des opérateurs

J4 et J de la réalisation B sur les fconctions de base associées a

B b Lt
¢ et 95 stecrit

1

+
7o o @ﬁ" (i=1,2) . (A-2-9)

+ i
Les conditicns de normalisabilité peuvent s'écrire, aussi bien pour
. ]
que @y

- pO+N (N entier 3 0), &+t = i(po—%), g >0, Lo >+ .

o
o
=

i

b) b= el (Nenﬁer}(ﬂ,@%;:iuh+apq <o,u0<-%

¢) pt® nonentier, ®++=1¢

On trouve alors que toutes les fonctions de base normées appartiennent
aux représentations unitaires de la réalisation B obtenues dans l'ap-

pendice 1. L'expression de ces fonciions est donnée dans cet appendice.

4., Réalisation C' .

Liéguation factorisable C' et la rédalisation associde sont donnédes

dans le tableau (2); L'éguation est invariante dans les échanges
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(A=2-10)

b = -b!
(A-2-11)
w o= w'+b(p'+1) .

Deux solutions linéairement indépendsntes sont, sauf si p est en-

tier, données par :

2 2
TR by~
qu oA /e F{-p-3 5 1““'5_?)
(A=2-12)
qjg o q)1

ol Eﬁ est déduite de @? par les échanges (A-2-10). Ies échanges

(A-2-11) laissent chaque solution invariante. L'action des opérateurs

J+ et J de la réalisation ¢' sur les fonctions de base associéde i

@% et @g est, avec les notations utilisées pour A1 :
- ! pt
si uw # o0 Ty B o @ (i=1,2)
si w=0(J & « o (A~2-13)
+ 2
3 @g oo T,

Comme pour A1 et A2 , certaines représentations irréductibles (cel-

les ot y est entier) contiennent les deux types de solutions
(@% si opg0, ¢g si w3y 0).

Les conditions de normalisabilité de la fonction @% sous la
forme (A—2—12) sont

>0, us= pO+N (N entier p2 0), w = -bpo s B <1

on obtient ainsi des représentations partiellement unitaires bornées

P . b - . .
infeérieurement par Ro TMO dont les fonctions de base sont normées,
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si b> 0, tant que p < 1 ; elles s'écrivent

. LR el
Plom) = TGO T
X z(wp+%)/2 e—Z/2 F(—p+p0 s 1-ps 2) (8-2-14)

x2
avee % =b— .,
4

I1 existe dlautres représentations partiellement unitaires, qu’on
peut déduire de celles-ci grice aux échanges (A-2-10) et {(A-2-11) ;

par exemple :
b
lpo , b<0 avec la condition p < 1 (échanges (4-2-10)) ;

R(EO,w,b) sy b>0 , w= -b{N-1) (N entier 0), avec la condi-

tion p < 1 (échanges (Ar2—1?)),

5. Réalisation (" .,

L'équation factorisable (" et la réalisation associée sont dans
le tableau (2). L'équation est invariante dans 1'échange > - .
Deux solutions linéairement indépendantes sont, si u mn'est pas
entier :

B _ptr  Tkx

9y =X 2 e Flp+d 3 2u+1 ; E2kx )
bo_
q’z = q)»] 2

ot k=iVw si w>0 et x =V si w <0 et ol Ef est dé-

duite de @% par l'échange p— -y . L'action des opérateurs J+ et
J sur les fonctions de base déduites de ces solutions est donnée paxr

les équations {A-2-13). On trouve, & partir des conditions de
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normalisabilité de ¢% , qu'il existe des représentations "partielle-

ment" vnitaires, Q(EO,w) avec @ > 0 , dont les fonctions de base
sont normées (suivant (@ﬁ]@ﬁ‘) = 6(k~k')) si p <1 ., Fn utilisant
Coall

1'échange p—-y on trouve d'autres représentations "pariiellement

unitaires du type Q(Eo,m) avec & » 0 ol la conditicn est p > -1 .

6, Réalisation I

Pour cette réalisation, nous utllisons les résultats rappelés

dans ltappendice 1. L'équation factorisable admet comme solutions

irdépendantes
-5/ 2 i.
o' / F-535 55 2)
(4-2-16)
k]
p_ 7 -z/2 w, 1.3,
v, = Plogtgs 33 2)
5 2 by 2
ou z = b (2 - d) .

L'action des opérateurs Ji et J" (cf. appendice 1) sur ces fonc-

tions est

7 g% gt

oL (Am2-17)

S PR VL
Les représentations irréduciibles sont donc formees de fonctions de
base qui sont alternativement de type @# et @S . En examinant les
conditions pour que ces fonctions soient normalissbles on irouve gu'il
est nécessaire que 1 soit entier, et que toutes les solutions normées
de l'équation appartiennent aux deﬁx reprégentations unitaires du ta-

bleau (4) :

-x- *_
Tg si b>0 et l01 si b<O .






APPENDICE 3

CALCUL DE CERTAINS COEFFICIENTS DE CLEBSCH-GORDAN DU GROUPE SO(2,1) .

Les coefficients de Clebsch-Gordan (C. ¢. G.) sont définis par
1'équation (%-5-4) et la relation d'orthonormalité (3-5-6). L'équation

(%3-5~9) écrite pour 1'opérateur T entraine que
< = i
w1p1 wguzlw u> 0] si i # u1-+p2

les deux autres équations (3-5-9), correspondant aux opérateurs J+

et J conduisent & des relations de récurrence entre C. €., G. ; si

on note ai R ﬁi et yg les éléments de matrice de J+ et J dans

les trois représentations auxquelles appartiennent respectivement

w ur , Iw1p1> et ]w , ces relations sont

Mo?
Ml w lw u+?>::su1<w 1w, o p>+ llequ W~ p>
+ 1ty Waolty + Wby phpl@ B7+ Y W Hy Woly

(a-3-1)
i, B +1

b 2
< —-1> =
o w1p1 wzuajw p=1>=pB <w1u1+1 w2u2 W p>4-y_ <w1p1 w2p2+1lw W

(4-3-2)

Si certaines des remrésentations présentes sont bornées, ces équations
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permettent, avec la condition dtorthonormalité, de calculer explicite~
ment les C. C. G, (c'est ainsi qu'on calcule en général les C. C. G,
de SO(B) pax exemple), Pour les représentations continues de
80(2,1) il est possible d'utiliser la méthode de continuation analy-
tigue {Holman et Biedenharn 1968), Nous nous limitons ici au seul cas

gue nous utilisonsg dans les applications, celui ol |wgu > et |w

1 oty

*
appartiennent respectivement aux représentations 1”01* et T”og o
La réduction du produit de ces deux représentations en représentations

irréductibles stécrit :

Tpo1* X THOZ* = 2; TMO1 + gy + P* . (4-3-3)
b=u,0e

les trois représentations des C. C. G. gue nous calculons sont donc du
* , .
type T”O et nous écrivons ces derniers sous la forme :
S iy Hootolbg B2 3
on a toujours =+, et py = ot gt D (p entier 3 0), Nous
rappelons que les coefficients a« , B et y des relations (A=1-1) et

(4-1-2) sont donnés par :

ai = i\/(p—uo)(u+uo—1)

P 1 = i‘\/(ip1~p01)(u1+u01-1) (A—3-4)

=

i+

Ho

En utilisant un certain nombre de fois la relation {A~3-2) avec T

on peut calculer tous les €, C. G, de la forme <u01u1 p02u21p0p0> en

fonction de 1ltun d'eux ; par exemple :



A-3-3

byt B“o"”oz

>

SWoqhy Bogholbghg> = (=) b bt S qgHon Bogkos Loy

(a-3-5)
De fagen analogue, la relation (A—3—1) permet de calculer un C. C. G.

. \ .
<p01u1 Bootts i w> en fonction d'un certain nombre de C. C. G. ou

est remplacé par p-s (g donné)

< _
Boiiy Bootolig B>

A Manal
+ +
. E: %) Bu1 Bu1—p+1 Yug Yu2--8+p+1
+ 700 Ty + " Ty
p=0,s P
< - - - \ -
X Sy BymP Bgs BomSHR{Ry s> (A-3-6)

On peut donc finalement écrire, en utilisant 1'équation (A—3~6) avec
5 = P puis 1'équation (4-3-5)

1

< = i
Ho1hq Bogitplig v o o+ (4-3-7)
+ 7T T
EZ bhg, By wy=ptl o, Ho=kHty +P+1
X ( » ) B+ oo B+ Y, e Y,
p=0,s
p'?""p"'.l HO"EJ'OQ
Bo=po =it D B —
x (=) 27027707 = = TRGETHCSTRNRTHORTAVN [TIRTHC
MR, TP H02+1 0170 702702021070
e Y

En utilisant les expressions (A—3~4) des coefficients o , B et

¥ , on obtient



by Hogtalig B =

R ERAL

(o) ' [r(en,) 12ug,) (ugmpy =tgo) T Tt - p“02)1%

1
i e ™ 2
(“““o)!\“1"“01)’(“2““02)! *(“1+“o1) P(“2+“02)

X
F(u+uo)

><§2 ()P

S T : - (1, - T !
D (k=0 g =B Tl g =) Tl 410 ,+0) (i =i 400 ¢

X <p01”’0"“02“02“02]“0“‘0> . (A~3-8)

Le ¢, C. G. peut &tre calculé (& une phase

<“01“o'“02”02“02|“0”0>

prés) grice & la relation d'orthonormalité., Il suffit d'écrire que :

E: < ST (a-3-9)

ral R P E I 1 [T
u1%p2-p0 01 1 7027277070

On trouve ainsi (& wae phase arbitraire prés)

o e '
I g 1) rlu, “01*“02)

g ki = AmBe= 10
Ho o “oe“oz”ozl“o“o> F(Euo—?) P(Quoz) (4-3-10)
et, finalement :

Sy Hoghplig w2 = (4-3-11)

- 1
HomHoom ity (i) 1o ”01) (u, “02) P(“1+”o1) Pyt
P

(-)

1
Z
o1 Dliging g1 ligmig i) | Tligmiag Higp) TliegHeg - p“02)]

<
F ()p

{ — [ — -l - 1
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Signalons qu'on peut d'ailleurs exprimer ces €. €. G. par un certain
nombre 4d'expressions différentes., En effet, la somme sur p qui ap-
parait dans 1'équation (A-3~11) est lide & une fonction hypergéométri-
gue généralisée de la forme :

E:P(a1+n) P(a2+n) T(a3+n) P(b1) F(bz)

*
H

F (a s8,.28,_ 3 b ,b H 1) =
AP A S A R nnt I(a,) 7(a,) T(ag) r(b ) T(b,m)

de telles expressions sont lides entre elles par un grand nombre d!i-

dentités, qu'on démontre de fagon générale en utilisant la relation :

P(c) P(c—a—b)
I'(c-a) I'(c-b)

F(a,b; ¢ 1) = (cma=b > o) ’

en encore

1

_VEZF(a+n) r{b+n) Tle-a) Ilc-b)

n n! Tle+n) T{a) T{(v) M{c~a-b)
(qui contient comme cas particuliers les diverses formes du théorame
d'addition des coefficients du binbme). Un certain nombre d!'identités
de ce type sont données par Cunningham (1972).

A titre d'exemple nous donncns la formule suivante

Y ()P

£
P P! (a —p) (a ,~P)! (33-p)!(b1+p)!(b2+p)!

i
] (_)a1 (a1+az+a3+b1+b2+1).

agg aBg(a1+b1)!(a2+b2).r(a3+b2)!

3 §:( )t (a (A8 +b —t)1(a +a3+b ~t)1

_ ! ’
t t?(a1 t).(a1+b2 t) (a +a2+a3+b b, +1= t)t
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qui permet de montrer que la formule donnée par Holman et Biedenharn

(1968) est identique & 1l'expression (A~3-11), b une différence de

(I P
(_) 0 Y01 Yoz

phase prés (qui provient du choix de phase arbitraire

dans 1'équation (A-3-10)) ,
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Soient deux réalisations B de 58(2,1) de méme parametre a

caractérisées par les parametres q, et Uy o les opérateurs Jq +
=
et Jq + sont donnés par les équations (4-5-1) et vérifient les
St
équations (4-5—2) :

=+

1
Jow-Jd +=368F  , avec b=q-q, . (A-4-1)

Nous cherchons tout d'abord a exprimer J ﬁ en fonction de J . .

1 2
Une démonstration préliminaire consiste & montrer que (quel que soit q):

T 0\*  _gn 0 .
(PO J, P_1) =Pt o (A-4-2)

Cette équation se démontre par récurrence, en utilisant les propriétés

de commutation de J+ et J avec les opérateurs Pﬁ . On peut donc

écrire :
+
n --rl(

J = P

0 )n 0
= P
+

a4, 0

I, s By) Py (4-4-3)

Or, d'apres les équations (A-4-1), on a :

Comme & est un scalaire, on peut écrire :
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o
H+ B
i

{E(l)P()ﬁp(P+’J+P }P

D -

OI+

i

+n _\P F(n-p) n~p 0 0
B @F Qe )

+ -
T (PP (™ P PP 0 (4-4-4)
Par conséquent, on a :
yoR p b _p n-p _m
J1i > 2}:)() ()6 Jq2+Pki_p .

On utilise alors la formule (4-3-11) ou (4-3-12) ; les coefficients

. . . ‘o i i . . os
quil ¥ interviennent peuvent s'ecrire B+(m) ou B (mul) mais ils ne

. m
correspendent pas & la représentation & laquelle appartient : Pk .

mals & celle & laquelle appartient B Pour éviter toute ambiguité

kip °

nous utilisons leur forme explicite :

pour Bi(m) : 1 (k+p+m+o—1)

a=1,1
pour Bi(mmi): I (k+p-mei-g) = T (k+p-mig-1)
o=1,1 o=1,1
Nous obtenons ainsi
T : Pi = = (7)P &P (n)(n"’P) I (ktptmio-1) Pm":;p Jn‘g‘l (8e-d—5)
q? p,1 P g=1,1 45
ou encore :
n o_m i n! nty n-
_ 3 xs - P
Jq1i Be = o 77 p (4=p) 1-n—£) ! 6_1} ) P(k+P'm+0 1) k+p Jzz
~1, i

(A-4-6)
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e manidre analogue, en utilisant les équations (4—3—13) et (4—3—14)

au lieu de (4-3-11) et (4-3-12), on obtient :

o

m _ n P f-p .p n!
g = - &
k g% s 37 ) p!(4-p)t(n-2)!

- +
x I (k+pEmyo—1) J- i Pi+£ . (Aea-7)
6=1, £~ 9 P

Dans les expressions (A—4—6) et (Ar4—7), 1'échange de q1 et q2

correspond simplement & un changement de signe de &
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APPLICATION DE LA METHODE DE FACTORISATION
ET DE LA THEORIE DES GROUPES AU TRAITEMENT RELATIVISTE
DES FONCTIONS RADIALES HYDROGENOIDES

A. CRUBELLIER et S. FENEUILLE
Laboratoire Aimé Cotton, C. N, R. 8. 11, Orsay, Essonne

(Regu le 18 décembre 1970)

Résumé. — On montre que Iexpression relativiste des fonctions radiales des états liés d’un atome
hydrogénoide au moyen de solutions d’un probléme de Kepler généralisé permet, par Pemploi
simultané de la méthode de factotisation et de la théorie des groupes [O(2, 1)], d’obtenir un certain
nombre de résultats simples sur les éléments de matrice radiaux, diagonaux relativerment a 'énergie,
des opérateurs r¥ et r~X. Ces résultats sont appligués au traitement relativiste de l'effet Zeeman
{correction de Breit-Margenau) et de la structure hyperfine {corrections de Casimir).

Abstract. — It is shown that the relativistic expression of bound states hydrogenic radial func-
tions by means of generalized Kepler problem solutions allows us, by simultaneously using fac-
torization method and group theory [O(2, 1)], to obtain some simple results on radial matrix
elements of 7X and r—*%, diagonal according to the energy. These results are applied to the relativistic
treatment of Zeeman effect (Breit-Margenau correction) and hyperfine structure {Casimir correc-

tions).

I. Introduction. — Depuis les premiers travaux de
Racah, la théorie des groupes continus joue un role
trés important dans ’étude de la structure atomique,
mais en fait, seul fut longtemps considéré I'aspect
angulaire du probléme, et ce n'est que trés récemment
que la partie radiale des fonctions d’onde a commencé
3 é&tre étudiée par la théorie des groupes. Les résultats
acquis jusqu'a présent dans cefte voie ne concernent
drailleurs que le traitement non relativiste des états
liés des atomes hydrogénoides, et le formalisme utilisé
ne permet d’étudier que les éléments de matrice des
opérateurs rX et »~ ¥ diagonaux relativement 2 I'éner-
gie [1]. La question est donc trés loin d’étre résolue
dans son ensemble. Parmi les nombreux problémes
qui subsistent, se pose celui de l'extension au cas
relativiste des résultats obtenus dans le cas non
relativiste. En effet, aprés les progrés réalisés dans le
traitement des corrélations électroniques, I'évaluation
des corrections relativistes reste un des problémes
essentiels de la théorie de la structure atomique. L2
encore, 'aspect angulaire de la question a été étudié
de fagon assez détaillée dans le cadre des méthodes
de Racah, alors que les parties radiales des fonctions
d’onde, méme dans le cas simple des atomes hydro-
génoides, ont été seulement envisagées comme solutions
d’équations différentielles et restent ainsi d’un emploi
assez malaisé.

Le but de cet article est de montrer que expression
relativiste des fonctions radiales des états liés d’un
atome hydrogénoide au moyen des solutions d'un

probléme de Kepler généralisé {2] permet, par U'emploi
simultané de la méthode de factorisation et de la
théorie des groupes, d’obtenir un certain nombre de
résultats simples sur les éléments de matrice radiaux,
diagonaux relativement a DPénergic, des opérateurs
rEetr X

Nous rappelons tout d’abord les points essentiels
des résultats d’Infeld et Huli 2] qui permettent
d’exprimer les fonctions radiales du probléme de
Dirac-Coulomb a partir de solutions d’un probléme
de Kepler généralisé (sec. 2). Nous nous intéressons
ensuite aux deux factorisations possibies de I'équation
radiale d’un probléme de Kepler généralisé : 1) facto-
risation du type F [2] qui conduit & une propriété
d’orthogonalité analogue a celle de Pasternack et
Sternheimer [3} et & un certain nombre de relations
simples entre intégrales radiales (sec. 3), 2) factorisa-
tion du type B [2] qui introduit directement la possi-
bilité d’étendre au probléme de Kepler généralisé le
traitement qui a été proposé par. Armstrong [1] dans
le cas non relativiste et qui repose sur l'utilisation
du groupe non compact O(2, 1) (sec. 4). Enfin, nous
présentons divers exemples d’application des résultats
4 des problémes physiques particuliers (sec. 5).

1I. Fonctions radiales de Dirac-Coulomb et probléme
de Kepler généralisé. — Si I'on admet que le noyau
peut &tre considéré comme une particule ponctuelle de
masse infinie, le fraitement relativiste d’un atome
hydrogénoide se réduit a celui d’un électron dans un
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champ couwlombien. L’équation de Dirac correspon-
dante s'éerit alors 4] :

— ich{o.grad) + BE, — -Zriz} fu) = E,Jw; (1)

dans cette expression, (o, f§) représente le vecteur de
Dirac 2 quatre composantes, E, = uc® est I’énergie
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de I’électron au repos, et Ze est la charge du noyau.
Les solutions de I"équation (I) peuvent étre écrites :

fm‘ G | lim >
| nljm) =} )
I .. 7.
—; Foj | im >
ol

- , , 1 .
[ = 2] -1 et i l.]m > = Z <§ My, [mI ij> YIlm x'ﬁgmsi Y!nn et Kitimg

mgmy

représentant respectivement une harmonique sphé-
rique et un spineur & deux composantes. Les fonctions
radiales G,;; et F,;; doivent &tre normalisées de fagon
telle que :

o9
. @+ Ghpar=1, ®

et vérifient les équations suivantes :
d

K pe )
a;Gnu'l‘;Guu'—"{(l ”1“5)“5—4‘ }f’nu

d K

. Frrlj + '; Frrl'j =

oz

r
c aZi .

4 fa-o-Zl6, @

ol :

Divers traitements de ce systéme d’équations sont
possibles mais nous ne nous intéressons ici qu'a celui
dans lequel on passe par Pintermédiaire d’un probléme
de Kepler généralisé. Ce dernier est défini par 1’équa-
tion radiale suivante :
2
{_51_3+%_ﬁ1‘2‘_1_)___1_}1zj=0 (5)
dp” p p v
oo v=N+yetd=L4+y (>0, si nous ne
considérons que les solutions discrétes, N est un entier
positif ou nul, et L est un entier inférieur & N, positif,
négatif ou nul. L'équation (5) peut étre factorisée de
deux maniéres différentes (B et F), et si I'on pose:
= — 02, yy = (c + aZ)%,y = (¥ —o? 2%,
ueeaZ
=
ety =n — | k| + ¥, celle du type F conduit au résultat
suivant di & Infeld et Hull [2]:

Fus = { 20 [0 + 20 e = 0 RV +
+ (2 — 71) (ex + 1) RY(ar)]  (6a)

Guy = {2 02 - 1) o = PRI @) +
b G+ ) x4 ) RYan)]  (6)

2 2y ~ 14
(1 A 6)
v

™
i

En conséquence, seuls sont & considérer dans ’équa-
tion {5) les cas particuliers L = Oet L = — 1, mais il
est apparu préférable d’étudier les propriétés ‘os
fonctions R, de fagon aussi générale que pos le
avant d’en faire une application particuliére au pro-
bléme de Dirac-Coulomb.

III. Factorisation da type F. -— La factorisation du
type F permet de définir des opérateurs échelles
reliant les diverses solutions de 1’équation (5) corres-
pondant & une méme valeur de v. Plus précisément,
Infeld et Hull [2] ont montré que ces solutions satisfont
des relations suivantes :

RIY = *Je2 R}, (7a)
R =R, (75)
2 v+14 , p
R = (»;) Qv+ 1)p exp(— —v)’ (7¢)
ol :
A 1 d
taor _ 4= A 1 4
o = A {p iidp} (7d)
et
v — 2%
Ay = i) (7e)

Or, celles-ci ne sont que la généralisation directe
(! — A, n — v} des équations analogues satisfaites par
les solutions de I’équation radiale non relativiste du
probléme de Kepler. Ces équations ont permis récem-
men: a l'un d’entre nous [3] d’obtenir des relations
simples entre intégrales radiales hydrogénoides et de
démontrer en particulier la propriété d’orthogonalité
trouvée par Pasternack et Sternheimer [3]. La géné-
ralisation est immédiate, et I’on obtient en particulier,
si K est inférieur 3 A + A" + 1,

C2KAu, jo RE p K1 RI*1 4,

2K 00 A e (K+1) pd
2_+1J‘0Rv‘p Rvdp

+ [N+ H—-AA+ D)+ K22+ 1-K)

x [TREpTe D REap
0

1 LY ot -k pa
s o) RVpTERIdp =0, (84)

Vv v
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o
2KA,; [ RYE p~ KD AL dp
0

2K
+ 2=
y)

b AW+ 1) = M+ 1)~ KQA+ 1+ K)]

J RJ _(K+I)R:§dp

x| REpTn RLag

: o
N (ﬂ - .}i) L REp™“Ridp=0.  (8b)

v

Le raisonnement par récurrence qui avait permis de
démontrer la régle de sélection de Pasternack et
Sternheimer [3] est encore valable et nous obtenons :

j RY p ¥ Ridp =10
Q
si

{1<K<|A-—AI+2 ©)

K<l+ i +3.
En outre, en utilisant simultanément les équations (8a)

et (85), on peut montrer que, pour K inférieur a
24+ 1 et différent de zéro :

2.+ K- 1)J Rip KRldp + (K —1—-22)x
0

o0
x j RV p ™ R dp
1}

% ro Rip™¥R}¥'dp=0. (10)
0

Cette équation est particuliérement intéressante dans
le cas: A = y (L = 0). En effet, dans un traitement
relativiste, les éléments de matrice radiaux de r~%,
diagonaux relativement a v, sont de divers types, mais
dans tous les cas, les équations (6a) et (6b) montrent

qu’ils peuvent étre obtenus a partir de :

’[ R¥(ar) r ¥ RYar)dr,
)

o
J R Yar) r~* R (ar) dr
0
et
j‘ ) Riar) r X R Har)dr.

Or, si K est inférieur & 27 + 1, P’équation (10) permet
dexprimer Fintégrale radiale non diagonale & partic
des seules valeurs moyennes de r~* dont I'expression
fittérale peut étre obtenue sans difficulté, comme nous
le verrons dans la section suivante.
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1V. Factorisation du type B. Théorie des groupes. —
a) RAPPELS SUR LA FACTORISATION DU TYPE B ET SES
CONSEQUENCES. — Si 'on fait les changements de
variables et de fonctions suivants dans I'équation {5) :

C %VE’ X=L08C,
OHL) = Py = Ny, L% Rip)

celle-ci devient [2] ¢

(1)

Cette équation, comme bien sfir Péquation (5), reste
invariante dans les substitutions suivantes :

Adto—-2-1.

d? .
{ d_xz + vexp(y)

v -V,

Nous n'étudierons ici que les solutions correspondant
i vetd+ } positifs,

L’équation (11), d’aprés Infeld et Hull [2], peut étre
factorisée suivant le type B dans ce cas, cest
— (A 4+ H? qui joue le réle d’une valeur propre alors
que c’était — 1/v* dans la factorisation du type F. Les
opérateurs échelles sont & présent :
exp(Y) _ d

) *“‘*'a“

*H, = (12)

et ils relient cette fois les diverses solutions de I'équa-
tion (11) correspondant & une méme valeur de 4 :

THoP =~ A+ D+ - P AP =

={p+NG—-A=-D*P_, (3
_Hv+1pl—{“()~+%) +(V“*"£) }%Pv+1_
={@ =N +Ai+ D}PEPL . (13H)

A partir des résultats généraux de la référence 2],
on peut montrer que les solutions P} de carré som-
mable {pour % + 4 et v positifs) sont telles que
v = A — 1 soit entier, positif ou nul. Ces derniéres, si
nous choisissons la variable , s'expriment d’ailteurs
simplement en fonction des polynémes de Laguerre ;
plus précisément, en imposant la condition de norma-
lisation suivante :

[" (rwra=T (eoyrg-
DR+ D
o+ 2+ 1)

on obtient :
)
} <
{

% Cxp( 2)C}+‘/2L2}.+11(C)

oY) = {("

(14)

dans ce cas, le facteur N°,, a pour expression :

No=v24+ D%,



408

b) INTRODUCTION DU FORMALISME DE LA THEORIE
DES GROUPES, — Les résultats précédents permettent
@’introduire le formalisme de la théorie des groupes
en effet, le domaine de variation de v, lorsque A est
donné, montre que les fonctions correspondantes P2
forment la base d’une représentation d’un groupe
O(2, 1) [6] et, de plus, les générateurs de ce groupe
s'obtiennent aisément & partir des opérateurs TH
introduits précédemment.

Si "on pose :

P31, 7) = (2 1) "% exp(ive) PA(x) (15)
Iy = exp(+ i) ;‘”‘%Uf);-iat+§+ax], (16b)
on montre que :
d’une part,
V3, Jel = £ Js, {17a)
[J+’ J—] = 2J3’ (17b)
et d’autre part,
I3 93 = vol, (184)

Ty @i= T{OFNO A+ D} 0l (18)

ces résultats, 4 un changement de variables prés, sont
rigoureusement identiques 4 ceux de la référence [11].
Comme dans celle-ci, nous définissons un espace de
Hilbert engendré par les fonctions rpi gréce au produit
scalaire suivant :

27 o
@b =" pretaa; )
0 =
ce dernier est d’ailleurs égal & : §(v, v') §(4, 1') puisque :

(07| @3 =

2n w0
J‘ L exp(iv' t — ivt) dr [ Pl(y) PY(y) dy
0 2 T -

(v, v') J_ Pi(x) PY(y) dy,

et que Pon a alors deux fonctions Pf, fonctions
propres d’un opérateur hermitique, qui sont orthogo-
nales si les valeurs propres associées 1 et 1’ sont
différentes, Avec ce produit scalaire :

eovl o) = — (@} JT_ o),

¢t en conséquence, les fonctions @ correspondant a
une méme valeur de A forment la base d’une repré-
sentation irréductible unitaire d’un groupe O(2, 1). La
valeur propre correspondante de I'opérateur de Casi-
mir

(20)

Q=J.J, +J3+J,

est égale & A4+ 1) et le spectre de Jy est:
v=N-+9v2l+ 1 (N entier). Dans la notation de

1)
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Barut-Fronsdal [6], il sagit de la représentation
D*(~ 1 — 1), que I'on notera ici D,(1) pour des
raisons de commodité,

Par ailleurs, on peut montrer, comme dans la
référence [1], que les opérateurs exp(igz + Ky
[ou exp(igr) (¥ sont des opérateurs tensoriels vis-a-vis
de l'algébre de groupe définie ci-dessus, puisqu'en effet :

[V expligt + Kx)] = qexpligt + Ky), (224)
[+, expligr + Kp] =
= (K & q) expligr + i1 + Ky)}. (22b)

Les opérateurs tensoriels irréductibles correspondants
sont obtenus en imposant les conditions suivantes :

K=>0;

g = K, g — K entier, représentation D¥(— K),
g < — K, ¢ + Kentier, représentation D™(— K),

K<0:lg| < — K, Kentier
ou demi-entier, représentation D(— K) ;

toutes ces représentations sont non unitaires {6].

Nous nous trouvons donc en présence d’une algébre
de groupe identique & celle qui a été introduite par
Armstrong [1] dans I'étude des fonctions radiales
hydrogénoides non relativistes ; nous utilisons le méme
produit scalaire pour définir un espace de Hilbert, et
finalement, la seule différence réside dans le fait que
nous considérons toutes les représentations D, (%)
(A quelconque > — ) et non plus seulement les
représentations D, (7} (/ entier > 0). Cependant, le
processus de calcul de la référence [1] se généralise
point par peint, nous ne le répéterons donc pas ici,
et nous reporterons seulement les résultats obtenus
dans le paragraphe suivant,

¢) RESULTATS. — Les intégrales radiales entre fonc-
tions R; des opérateurs p¥ et p~5(K > 0) qui sont
diagonales en v peuvent s’exprimer en fonctions d’élé-
ments de matrice d’opérateurs tensoriels du type
précédent. Pour p¥, cependant, Popérateur correspon-
dant & une valeur nulle de g (seul cas qui nous intéresse)
appartient & une représentation non totalement réduc-
tible ; le traitement sera donc moins complet que pour
les opérateurs p~X, :

Dans ce dernier cas, une légére simplification appa-
rait par rapport aux résultats d’Armstrong [1]. En
effet, si 4 n’est ni entier ni demi-entier (ce qui sera
toujours le cas dans l’application au probléme de
Dirac-Coulomb), la décomposition du produit de
Kronecker D{— K) x D_(A) se réduit & ;

2K

Y DA -K+ k.
k=0

Dans cette décomposition, seules sont unitaires les
représentations pour lesquelles ¥ — X + 4 + 1 est
positif ; par ailleurs, elles n’admettent pour bases les
fonctions ¢ (1 = A — K + k) qu'a la condition que
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A" -+ 1 soit positif. En conséguence, le développement
suivant :

| g¥) = ¥ 40w, Kq | 1 v) 19V ),

viq
. (X) i .
oft les 15 sont définis par :
K

5 = (= 1) : .
( (K +IE -t}

expligt — Ky),
(23)

peut étre toujours écrit si &
Atd>0, A-Kgl g4+ K

A partir de 13, tous les résultats de la référence fl]
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restent valables si PPon effectue les remplacements
suivants :

= A,

On dispose ainsi pour évaluer l'intégrale radiale de
p~ ¥ diagonale en v des formules suivantes :

x!-TI{x+1).

n—v,

[ REG ¥ Rie) 0 =

=(g)k : (o 11§21 00
v 2v{@A+ @A+ 1T ’

(@F 11X 108y = AQv, Kq | 2 v (2" 1 t014) 24

ou :

y {{“(A+A’—K+1)(K-;-A’——A)!(K+;L—l’)!I‘(v+A+1)(v’d)d—1)!(21'+1)]'/‘
K+ A+ 27 + DK+ I E - @UIO + X + )y — 42— 1)

X ;(—-— l)x{
et

(894 5) = (- DK

K+v—=2A=1-x)!TA+v+K+1-x) }
MUK+ A= 2w T+ A+ L =)V — & — 1 = x)!

Les coefficients A(Av, Kg | A’ v) ne sont différents de
zéro qwa fa condition suivante !

K—22|X—Ay;

on retrouve donc ainsi la régle de sélection de Pas-
ternack et Sternheimer généralisée, donnée dans la
section 3. BEn outre, il est important de signaler que
la quasi-identité de la forme algébrique des coefficients
AQv, Kq | X' v') et des coefficients de Clebsch-Gordan
du groupe O(3) trouvée initialement par Armstrong [1]
subsiste ici, et, quand elles sont connues [7], on peut
utiliser les expressions littérales de ces coefficients de
Clebsch-Gordan correspondant & une valeur donnée
de K.

En ce qui concerne les opérateurs p¥X, nous ren-

i+ DIG+A —K+1) }/
K+ A-MIE+ AV -DTA+L+K+2]

controns, comme nous Pavons signalé plus haut, la
méme difficulté qu’Armstrong [1}. 1i est cependant
possible d’étudier le cas particulier ¢ =0, ce qui
conduit aux résultats suivants :

[ R0 o Rip) a0 =

(v K_n 1 A o(KH1) ) LA
_(2) 2v{(u+1)(21'+1)}‘/2(¢“|p° ov),

(2 1 P3| k) = Clw, KO &' v p* 1l 4) . (25)
ou :

Py = (¥ expligr)

MG+ A+ D —A=-DIG-2 =D

Clv, KO | v) = { v+ A +1)

K-2V+v—-1-20!

X2

et

PR = (- D¥HEeA+ DR+ D

Il n’y a plus ici aucune régle de sélection.

:(K+/‘.'-v+1+:)1r(v+z—:+1):!(v—,1’-1-:)!(1-A—1—z)1’

K+ —=DVIK+ A+ A+ 2)
(A= DK '
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Une derniére remarque s’impose : toutes les for-
mules écrites ci-dessus peuvent &tre regardées comme
une genéralisation directe des résultats d’Arms-
trong {1}, valables pour les fonctions d’onde radiales
hydrogénoides non relativistes ; on pourra dong, sans
passer 4 nouveau par Uintermédiaire de la théorie des
groupes, utiliser les formules des intégrales radiales
hydrogénoides, et en particulier celles des valeurs
moyennes de p¥ et p~X en effectuant les changements
suivants 1 n = v, [ = 2,

V. Application an traitement relativiste des atomes
hydrogénoides. — Les éléments de matrice radiaux
des opérateurs +X et »~X apparaissent dans de nom-
breux probiémes physiques particuliers et les résultats
obtenus dans les sections précédentes sont susceptibles
de nombreuses applications. Parmi celles-ci, nous
avons choisi l'effet Zeeman et la structure hyperfine.

En ce qui concerne I'effet Zeeman, le facteur de
Landé relativiste a pour expression [8] :

. 2pc i+ D[
gp(nlj) = 22 ¢ pyfrivnda) T 4 Foi rGydr .
r(nlj P (- D 25 1) d g T T

Nos résultats, associés a la relation classique ;
<r>y =330 -0+ 1},

conduisent aprés quelques manipulations algébriques
élémentaires 4 la velation suivante :

s @ D Qr ¥ 1)

gr(nlj) = (— i3+ D
2k
X {1 m(m_—2:c— 1)(1 —s)]
, 2x
= gwr(l)) { 1 - m(l — ) } , (26)

ol gng(f} est Ja valeur non relativiste du facteur de
Landé. Si nous rapprochons ce résultat de celui de
Margenau [8] :

gr(nlj) = gNR([J')[ [ E‘;,__:f—l) Jo Fr?u' dr ] >

nous obtenons ;
oz 2 1
_[0 Fnud?'=§(]. —E),

résultat qui, d’ailleurs, aurait pu &tre trouvé plus
directement A partir des résultats donnés par Infeld et
Hull [2]. Quoi qu'il en soit, nous avons ainsi une
forme générale de la correction de Breit-Margenau [8]
qui s’exprime & P'aide des seuls nombres quantiques.
Rappelons que celle-ci est toujours négative, et que,
méme pour les atomes trés lourds, elle ne dépasse pas,
en valeur absolue, quelque 1073 Pour le niveau
fondamental (7s?2S,,) du Francium par exemple,
P'application de la formule (26) conduit & une déviation
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de — 5,8 x 1072 par rapport & 1a valeur non relativiste
(g = 2) si nous ne tenons compte d’aucun effet d’écran
(Z = 87).

Dans le cas de la structure hyperfine (dipolaire
magnétique et quadrupolaire électrique), il intervient
les deux types d’intégrales suivants [9] :

el feed
j Foupr Gy dr et J (Fhw + Ghpr 2 dr.
4] 0

St j est égal 4 j', notre formalisme permet d’évaluer
les deux intégrales précédentes et nous obtenons :

o0 2 _
J Foui?7? Gy, dr = { a_erZ2 ex — 1) ] , @27
0

widy? — 1)
J: (F,?“ + G,?U) ?'Ha dr =
_ aex { (sx—7) (s +7) }
29V LG-H0o-1) G+ E+1)
2a° eaZ

Py (T =
(28)

Si nous appliquons D’équation (27) au cas d’une
orbitale 5p (j = 4, %), nous obtenons pour Z = 50
(cas de Xel) :

® - h -
J F5p1,21‘ ZGSpIIZ d?‘m 2,68582_—"‘< r 3>5p,
o] He

® - h -
Jo F5p31'2 r 2 GSp3,’2 d]' = — 1,065 lm < r 3 >5p

alors que le traitement approché de Casimir [10]
conduit respectivement a :

R
261165 <170 >y,

et

h

- 1’05452u

<>
Les différences bien qu'assez faibles ne sont pas
cependant négligeables.

VI Conclusion. — Partant des méthodes de facto-
risation décrites par Infeld et Hull, et de travaux
récents sur ’application de la théorie des groupes au
probléme des fonctions radiales, nous avons développé
un formalisme qui conduit & un certain nombre de
résultats généraux et simples, susceptibles d’applica-
tions diverses dans le traitement relativiste des atomes
hydrogénoides. De nombreuses difficuités subsistent
cependant ; en particulier, le probléme des éléments
de matrice non diagonaux n’est pas résolu et il reste
la question de savoir dans quelle mesure les résultats
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valables pour les atomes hydrogénoides peuvent étre
utiles & I"étude des atomes & plusieurs électrons. Ce
travail deit donc étre considéré comme une contribu-
tion a Pétude de ce vaste et intéressant probléme que
constitue I'étude des fonctions radiales atomiques au
moven de la théorie des groupes.
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NON-COMPACT GROUPS AND THE HARMONIC OSCILLATOR*
by A. Crubellier and S. Feneuille

I INTRODUCTION

For many years, Second Quantization had played a very
important role in the theory of Atomic and Nuclear Structure,
but its field of application became much wider when the
fensorial character of fermion creation and annihilation
operators was examined in the orbital, spin and guasi-spin
spacesq. In particular, the use of this tensorial character
and of the standard Racah tensor algebr32 is the most natural
way to obtaln the various Lie groups with respect to which the
fermion states have well-defined symmetry propertiesa. In
this paper, we show that it is possible to study the Tensorial
character in the orbital and quasi-spin spaces of spinless
boson creation and annihilation operators (the generalization
to bosons with spin would be straightforward). By using this
tensorial character, it is possible to define double tensors
which form various Lie algebras. Under the operations of the
corresponding real Lie groups, the boson states have well-
defined symmetry properties, and this allows us %o show that,
in three dimensions, the states of the harmonic oscillator can
be studied according to their transformation properties with

respect to the various groups of %the chains:

_~30(3) X 80(2,1)

Sp(e
P8 L su(5) ~ s0(3)

*While this paper was being prepared, we received two
preprints (submitted to J. Math, Phys.) by M. Moshinsky
and C. Quesne in which a different presentation of

esgentially the same problem is given.
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The group 50(2,1), though not purely radial in character, is

very similar to that introduced by Armstrong4 to study the
radial wave-~functions of the harmonic oscillator, in three
dimensions, and it allows us %o recover the results of

Armstrong in a very natural way.

$i  TENSORIAL CHARACTER OF BOSON CREATION AND ANNIHILATION OPERATORS

We consider 2k + 1 boson creation operators:

bg, bIﬂ’ vy blk and 2k + 1 boson annihilation operators
bo, biq, ceesy bik[(bq)+=b§] satisfying the following

commutation relations:

t
[bg,b;r.] =0, 9,097 = 0, [bq,bg.] = 63.. (1)
If we define K, K, and K_, by
Ky = % qbgbq,
q
K, = 2 {k(x+1) - q(qi’l)}% bg_”bq, (2)
. +

they satisfy the following commutation relations:
[KO’Ki] = tKis LK+1K_] = 2Kos (3)

and it follows that they can be considered as the three
components of an angular momentum K, Moreover, by using

equations (1), we find that

[KO’bl] = qb;’
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[Ki’bz] = {k(k+1) - Q(qi/’)}% bgi’i’ (4)

and therefore, we see that the 2Zk+1 operators b; form the

components of a tensor b+ of rank k with respect to K. For
annihilation operators, we must first define:

bq = (_1)1{_(1 b"'q (5)

to obtain the components of a tensor b of rank k with respect
to K.
For fermions, the introduction of quasi—spinq allows us
to regard a creation operator and the corresponding annihilation
cperator as two aspects of a single entity. For bosons, we

follow the same procedure, and we define Qy» Q, and Q_ by:
Q = 2T {BTB}O) 4 (bbT}(O)]

Q. = -3(2x+1)E{bTbT}(0)

+

and O = 2(2k+1)¥{bb}(0), (6)

Equations (1) and (5) allow us to derive the following

commutation relations:

[Qong = iQ.is [Q+aQ_] = 2QO- (7)

Therefore, the operators QO’ Q+ and Q_ can be considered as
the three components of an angular momentum Q. Moreover, by
using equations (1) and (5), it is straightforward to show
that bl and bq behave under commutation with Q like the two
components of a tensor of rank 4. More precisely, b;

corresponds to the component: my = 1 and bq to g = ~3. Thus
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if we write:

bg NG B AV ENG .25 (8)

we may say that the (4k+2) operators b(ﬁ g) (n = %) form the
components of the double tensor b(% k). With this notation

equations (1) reduce now to:

MCRY

(% k) _ T+Rk+n+g o Q T
E (R = 63, & .. (9)

o} -

H

Q being totally scalar with respect to K, it follows

that K and Q commute and we can define double tensors:
X(KK) (3 K p(F k) ()
in the ecrdinary wayg. In particular, we can rewrite:

K = {k(ke1)(2x41) 6} xOD
and '

Q- {(2x+1) 8} x(10),

However, these double tensors are actually operators only if

£+K is o0dd, since we can show easily from equation (9) that:
(KK) 2
X = —(4k+2)% 8(k,0) 8(K,0), (10)

when K+K is even,

Il LIE ALGEBRAS AND LIE GROUPS
Equation (7) and the standard techniques of Racah

algebra can be used to derive the following commutation relation:

a1



[X({I‘ég),x(‘;:é:)‘\ = 5D (_/l)ﬁ"'-Q"{1_(_,]>K'E'K+K‘+Kl+K“+K“ }

X {(2K+1)(2K'+1)(2K"+1)(2K+1)(2K'+4)(2K"+1)}%

{K K K} {1{ K K“} (K K K") (K K K") K" K"
X o
kk k % _% _% Q, Q,""Q" m ot ="
(11)

where the sum runs over ¢", X", n", and Q". It follows that
the {2k+1)(4k+3) operators X(i g)(K+K odd) form a Lie algebra.
If we compare equation (11) to the commutation relation of
double tensors {(with respect to spin and to orbit) for
fermions witn spin + and corresponding to a given subshell
(n£)2, it is clear that this algebra is of the type Coy .,

5

according to the Cartan's classification”. Moreover, as in

that case, we get:

> 8% x B > BY x B, (12)

Cok 1 1 1

where the Lie algebras B%, Bk and B% are defined by:
BY: x<10), B, : X0 (x oad < 2x); B X0,
We consider now the normalized N-boson state:

In_k...no...nk>

n
C [Ca ) ees(agh)ee- (a DIEETOELL D™ o] * o>

(N = n +...+n0+...+nk) where the vacuum state |0> is defined by

-k

b%|0> = 0 for any q. ‘ (13)
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Tt is elear that all the states corresponding to a given parity

of N form a basis of an infinite representation for the algebra
02k+1’ and it is not difficult to show that this representation
is irreducible. Moreover, by writing the unitarity conditions
on the parameters of the group6, we can obtain the real Lie
group for which this representation is unitary: it is the non-
compact symplectic group Sp(4k+2) in the notation of Barut and

Raczka. The chain of real Lie groups corresponding to the

chain of Lie algebras given by equation (12) is therefore:
Sp(ak+2) o 80(2,1) x 8S0(2k+1) > 80(2,1) x 80(3). (14)

In order to characterize the varicus boson-state representations
which appear in this chain, we can use the method described by
Joseph?. In fact, Joseph studies only unitary and orthogonal
groups, but it 1s straightforward to generalize his results to
symplectic groups. It is not worthwhile to describe again the
method givenr by Joseph, but we may recall that the key of this

method is the use of Dynkin diagramsg. The Dynkin diagram for

2k+1 is:

and to each boson-state corresponds a weight denoted7:

a 61 52 ceeas B2k

In this notation, the lowest weights are respectively for N
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even

and for N odd

2
£-10 0...0

The reduction of these two representations in the various

subgroups of the chain given by (14) is

1 v, 4 3

=0 ... 0}~-¢ D(- %2 - 2) x [£0 ... 0]

2 £ even 2 4

2.9 ...0l-5 D'-£_-2)x [40...0] (15)
2 £ odd z &

where the D are positive discrete irreducible representations
of 80(2,1) in the notations of Barut and Fronsdal9 and the
[40 ... 0} are finite unitary irreducible representations of
S0(2k+1) in the notation of Wybourneqo. The branching rules
for S0(2k+1) = S0(3) are not so simple2 but they are given by
Wybourneqo for many values of k.

In addition, it is well known ' that the boson-states
can be classified according to their transformation properties

under the operations of the group SU(2k+1). The generators of

this group are:

K K
K8

if we exclude the case for which ¥ = 1, K = @ = 0. The chain

of groups is now:
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Sp(ak+2) @ SU(2k+1) o S0{2k+1) > 80(3), (16}

and the corresponding reductlons of the representations are:

0 ... 0|~-¢ {WCO...0}
N even '

o=

o
1
Y
]

- % {Noo...0}
N cdd

{NO...0} ~ [wO...0) + [N-2,0...00+...+[00...0] if N even
[10...0] if N odd,
(17)

where { } are finite unitary irreducible representations of
sU(2k+1) 19,

At this point, two remarks must be made. First, the
group Sp(4k+2} is not a dynamical group for the considered
problem, since the boscen states split into twe irreducible
representations of Sp(4k+2)12. Besides, our formalism is
only valid for k integer becauss if k is half-integer, the
quasi-spin operators of equation (6) vanish. However, by
considering the commutation relations of the uncoupled

13,

Operators

] 1
bgbq , bgbg. and b4

it is possible to show that we can nevertheless classify
boson-states according to their properties under the
operations of the previous chains of groups (equations (14)

and (16)) even if k is half-integral.
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iV APPLICATIONS TO THE THREE-DIMENSIONAL ISOTROPIC
HARMONIC OSCILLATOR

The boson formalism for a particle in an isotropic

harmonic potential is well—knownqq. We define:

X~ = 2, Xpq = F 2_%(X roiy)
pd = 2_%(—-’])q(x_q + ip_0)
ayt _ ot - o g - _
(b ) - bq - 2 (Xq 1pq)a (q - 01 -tfl)-

From the commutation relations between coordinates and
nomenta, it follows that b0, b', b” | and bg, br, vl satisty
equations (1), and all the results given in the previous
sections are valid for this particular set of operators.
Moreover, if we take units in which % = M = w =1 (M veing

the mass and é% the frequency of the oscillator), the

Hamiltonian of the considered system can be written:

H = 2Q,.

Tt follows that the eigenstates of H are the boson operator
states defined in the previous section, (the vacuum state
being the ground state) and that the corresponding eigen-
values are N + %. The vector K can be identified with the
usual orbital angular momentum L, and the simultaneous elgen-

states of K2 and H are, in spherical coordinates:

' 2
|Ném> = | (2N - 34):2 5}% SIS L§+% (%) Y, (6,9

P(AN + 32 + %) _%"
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The chain of groups (14) and {16) become:

50(2,1) x S0(3)
SU(3) -~ s0(3)

—

Sp(6)

To evaluate matrix elements, the group S0{Z,1) x S0(3) is

particularly interesting. The action of the various components

of L on the eigenstates |N4m> is well-known; the action of
the various components of Q seems to be more difficult to

obtain, but we can rewrite them in the following form:

QO=%Hs Q+=%(iH=Fr2+rar+%);

these three operators are very similar to those introduced
recently by Armstrong4 to study the radial functions of the
three-dimensional isotropic harmonic oscillator by means of
the group 80(2,1). More precisely, the generators defined

by Armstrong are:

Iy = -iby, 9, = e

5 )

zaz T 1at +

Mobbe

where t is a new variasble and =z r2, and 1t appears that:

H]

QO|N£m> b |Nsm>

(b 7 a)(b + a 1)]% IN £ 2 fm> (18)

It

Q, [Mem>

(a = 3(2 - %), b =230+ %)) since:

J5 fo=0f
and
) - 1
Iy £y = (b Fa)(v tazx 1)) S SR (19)
where4
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5/2 oxp i+ 26} |Nm>

fgp = T 5% i

ab

The irreducible representations defined respectively by the
equations (18) and (19) are exactly the same. However, the
algebra defined by Q is different from the algebra defined by
J, since the variables involved are not the same. In
particular, Q acts simultaneously on radial and angular
coordinates, but from the results given in Bection 2, we know

that:
- o3l D (3 1 %
r Y, -2 [b g Q- b_i q 1(4n /3

and it is possible, by using standard coupling techniques2 to
express any multipole operator rKYKQ~in terms of double
tensors; after that, we can use the Wigner-Eckart theorem in
80(2,1) and S0{3) respectively to evaluate the corresponding
matrix elements. However, it is not useful here to give the
details of such a calculation, since, by this method, we

recover only some of the results given previously by Armstrongu.

CONCLUSION

In this paper we have given the tensorial character in
the orbital and quasi-spin spaces of boson creation and
annihilation operators. The consegquences of this tensorial
character have been briefly examined with special reference to
the theory of continucus groups, application has been made %o
the three-dimensional isotropic harmonic oscillator, and by
this procedure, we have recovered, in a very natural way, the

50(2,1) algebra used by Armstrong4. However, the field of



A, Crubellier and 5. Feneutille

apriication of the general results given here is certainly
nuch wider than that. In particular, the tenscerial character
of creation and annihilation operators could be used in many
other problems such as that of n particles in a (2k+1)-
dimensional isotropic oscillator potential; or that of the
definition and evaluation of boson fractional parentage

coefficients, for example. Some of these studies are in

Progress.
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Quaternionic solutions for the relativistic Kepler problem with
magnetic chargesT

S FENEUILLE and A CRUBELLIER
Laboratoire Aimé Cotton, CNRS 11, Orsay, Essonne, France

MS received 17 November 1971

Abstract. The relativistic Kepler problem in Dirac form is solved by means of a quaternionic
method for particles having both electric and magnetic charges. The variables in spherical
coordinates can be separated in a simple way and the results obtained are similar to those
whick are valid for the usual hydrogen atom.

1. Introduction

Although the concept of ¢charged magnetic monopoles was introduced many years ago
(Dirac 1931} in quantum theory, the relativistic Kepler problem with magnetic charges
has been considered in detail only recently. First, Berrondo and Mclntosh (1970)
investigated the symmetry and degeneracy of the Dirac equation for a Coulomb potential
with a fixed centre bearing both electric and magnetic charges; the formalism used was
closely related to the ‘symmetric’ Hamiltonian of Biedenharn (1962) and Biedenharn
and Swamy (1964) and the accidental doubling degeneracy was deduced in a way using
essentially the algebra of Malkin and Manko (1969). More recently, Barut and Bornzin
(1970) gave a SO(4, 2) formulation of a similar problem and deduced the spectrum from
group theoretical considerations only. These formalisms are very efficient in exhibiting
the symmetry properties of the problem and they provide results applicable to the theory
of strong interaction phenomena based on the concept of magnetic charges (Barut 1971),
but they do not allow us to put the wavefunctions into a convenient form for practical
calculations. Now, it was shown recently by Hautot (1970) that the use of quaternions
allows a direct integration of the Dirac equation for the hydrogen atom, by separation
of variables. The object of this paper is to show that the quaternionic method is well
adapted to the study of the relativistic Kepler problem with magnetic charges, and that
it allows us to deduce the correspending wavefunctions from those of the well known
ordinary refativistic Kepler problem in a simple way.

2. Separation of variables

If we consider the problem of a particle with mass m, electric charge ¢, and magnetic
charge g, moving in the field of another particle with infinite mass, electric charge e,
and magnetic charge g, situated at the origin, the corresponding Dirac equation can

+ After this paper was written, we received a preprint of A Hautot (to be published in J. math. Phys.} in which
a particular case of this problem was treated.
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be written (Barut and Bornzin 1970)

oo . 1)+ pome? —(-: = Eyr (0

where

a
il

p— D)
H=e8,—81¢;
= —(ee;+g,8z)

rx nir. n)

# being an arbitrary unit vector.
Using the notations of Hautot (1970), equation (1) in quaternionic form reads

gyl v
= —uQ(r) (2)
where
= exp{—(/— I/h)Et}u
Vi =id,+jo,+ké,
and

Dy =iD +jD,+kD,.
As in the case of the usual hydrogen atom (i = 0), it is convenient to use spherical

coordinates which are separable; then

Zw g : i - 1 . I
V, = lkef#2e e kollp 4 je kbi2e=ile=kdil g yje M_srri_()("' (3)
F ¥

and if we choose n parallel to the z axis

Lg
D = __J,Cicj* '"lw‘t' (4}

Following the method described by Hautot (1970), we find that the separation of variables
holds in the form
u = expiik+ 2./~ 1M)¢} *POB)R(r) (5)
if[@, k] = 0, which implies that @ = &, + k@, ;since ufr, 8, ) = u(r, 8, $+ 27}, M must
be a half-odd integer and the equations satisfied respectively by ®{f) and R(r) are
u

de 1 \/ i
(—dﬁ—}_ cotO@)—rsm6 ECOSU+M)®—®A (6)

r-ci}j —rkRQ = {A—-DR {7
dr
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where the quaternion 4, which plays the role of a separation constant, is equal to
ai+bj, where @ and b are scalar quantities ; however we can put b = 0 without loss of
generality.

3. Quaternionic solutions

3.1. Angular variables

Since @ = @, +k®,, equation {6) is equivalent to a system of two scalar coupled
differential equations, and this system can be expressed in real form by putting

Y= -0, +/~10,
Y, = £(0,+/-10,)

and
K = ZFa\/—I.

More precisely, Y, and Y, satisfy the following equations:

d 1 1 [u
—Y, +§cot9Yl+;m(——cosﬁ+M) Y, = «¥,

dd ch
d 1 I {u
®n+2COtBY4Wm(ECOSB+M) Y, = —k¥,. (8

By decoupling the system (8), we obtain the second order differential equations

d? d (M — K, cos 8)?
— Y, — ¥ RS e A Y.=0 i=1,4
T ‘+C0t0d6 ,+(a‘l ey , i=1, (%)
where
1w 5 _ b oy
=TT g e Ki==5-a
and
ok o _1_n
0y = 2+ch+K K4—2 Et;

Equation (9) is exactly the same as encountered in the symmetric top problem, but here,
neither M nor K is an integer. The easiest way to solve it is to use the factorization
method (A-type); in fact, the results obtained by Infeld and Hull (1951) for the symmetric
top are still valid, and we can get quadratically integrable solutions only if K £ M is an
integer, M being a half-odd integer, equations (9) show that g/ch must be an integer
which is nothing else but the Dirac quantization condition (Dirac 1948 and Hurst 1968).
In this case, the solutions can be expressed in terms of Jacobi polynomials and are
labelled by a quantum number # defined by

2

2 1
o+ K 4o = 2| L
o+ +4 K +(ch

o;‘_leaf‘_lKl =0, 1,2,.... (10)

sty
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M and K being half-odd integers, 7 must be a positive half-odd integer. For a given
value of 7, there are two distinct solutions for @ according to the sign of x. More pre-
cisely, changing the sign of x is equivalent to multiplying © by ky -1

3.2. Radial variables

Formally, equation {7) is the same as for the usual hydrogen atom (¢ = 0); the only
difference is that in general x = ~a,/—1 is no longer an integer. However this point
is not essential in the resolution of radial equations obtained for the usual hydrogen
atom (Bethe and Salpeter 1957), and al} the results we need can be derived from that
case by replacing (# +4)* by ( +%)* —(y/ch)* in the formulae. In particular it allows us

to find the energy spectrum
2 12 o 2 u 2y 1427 -2y - 142
PR IR k) g e 3
R e
for a small coupling constant

g nE
(Eﬁ} < p
il g,g, is not zero, (a/ch)? is large (> 137/4) then, we must start from the results given by
Case (1950).
In any case, as for the usual hydrogen atom, the radial part of the wavefunction can
be written (Hautot 1970)

¢4

E = .2
, = HC {H— 7

12
J"‘"i) -

R = (R, +iR,)(1—-}) - (12)

where R, and R, are scalar quantities; the system of radial equations may be expressed
in real form by putting

G = r(R;+./—1Ry)
F=—rR,+~1R))

we obtain the usual system of two coupled differential equations (Bethe and Salpeter
1957)

d 1

06 %6 = Lt + B+ 2| F

dr r ch ¥

dF 1 4
de Ko Climei— =2

dr r F ch ((mc E) r) G

where F and G are respectively the small and the large component, but here x is not
necessarily an integer.

4. Invariants @

It is well known (Berrondo and Mclntosh 1970) that the three components of the angular
momentum operator

F=2L+S (14)
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where & = (kx m}—(g/crir, commute with the Dirac Hamiltonian for the considered
system. |#|* and 7. are compatible invariants and we can show that the wavefunctions
oblained above are eigenfunctions for these two operators. In quaternionic form
{(Hautot 1970)

S, = yih 1 S, = 3jhy 1 S, = Skhy -1 (15)
therefore

S = —hy 10, +ikh/—1 (16)
and

jzl:bn,x,,‘.M = Mﬁw::,x,;'..\f‘ (17}

Moreover, if, following Hautot {1970), we define %, by
Ly = I8 AL+ kL,
it is clear that
71 = =L+ 20 — 12, + 302,
Now

&;{:n_'_;fj =je“*¢(,"¢,—ie""‘”"2e'f”e”“"”z-——f—w?‘ - \/hl—
h sin( ¢ chsin &

From equations (6) and (12)

“g)-q!'bi'!.l‘c,;',ﬂf = h\/ - hl/ﬂ,h‘.j.M(I + kK\/ -1)- fgk e € e e R¢/2‘mbu.x.j..’\f

and consequently

2

fflztn(fu.x‘j,M = hz{h.l_!_ (g;) _%}u’n,x,j.M = ﬁz/(/"' I)llbn.x.).M' (18)
The O(3) invariance symmetry generated by _# provides no information about the
radial part of the wavefunctions. However, the use of the broken symmetry O(2. 1)
(Bacry and Richard 1967, Crubellier and Feneuilte 1971) for the radial wave equations
(13)is still possible even if i is not zero, because the fact that x is an integer for the usual
hydrogen atom is not essential in this theory. Thus, all the results obtained by this
method and concerning especially radial matrix elements are still valid provided that

k)

we replace ([ +3) by ({7 + 12— ey 2,
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APPLICATION DX IA METHCDE DE FACTORISATION
ET DE LA THEORIE DES GROUPES

AU PROBIEME DE L'ELECTRCN DE LANDAU RETATIVISTE,

A. CRUBELLIER et S, FENEUILIE

Laboratoire Aimé Cotton, C.N.R.S, II, Rdtiment 509, 91405 Orsay, France.

Abstract

The relativistic problem of the free Landau electron is investi-
gated Ly means of the factorization method and group theory. The Dirac
equation is written in guaternionic form, which allows the variables to
be separated in cylindrical cocrdinates (z,p,¢) . Then, the radial
equations are factorized in two different ways ( C type anc B type),
and the corresponding lie algebras ( ¢(0,1) and 80(2,1) respectively)
are introduced, The first one is c¢losely related to the invariance
algebra G(O,1) of the system, The second cne, which intrcduces a
supplenentary variable without physical meaning, allows us to define
some simple tensor operators such as pn {n integer) ; the evaluation
of their matrix elements leads t¢ some radial integrals which can be

of physical interest,

Short title : THEORIE DES GRCUPES ET ELECTRON DE LANDAU RELATIVISTE .



1 - Introduction.

Ltinterprétation dans le cadre de la thécorie des algeébres de Lie
des propriétés des équations factorisables (Infeld et Hull 1951) permet
d'introduire les techniques de la théorie des grcupes dans l'étude des
systemes quantiques exactement solubles. En effet, ainsi que 1'a montré
Miller (1968), & toute équation factorisable peut &tre associde la réa-
lisation d'une algébre de Lie par des opérateurs différentiels du premier
ordre & deux variables (dont 1l'une est une variable auxiliaire). Les
solutions de 1'équation sont alors tres simplement associées 3 des fonc-
tions de base de représentations de 1'algebre et les conditions de nor-
malisation sont relides B 1'unitarité de ces représentations. De plus,
on peut introduire des opérateurs tensoriels dont les éléments de matrice
peuvent 8tre calculés & l'aide du théoreme de Wigner-Eckart. Ces éléments
de matrice sont directement relids 3 ceux qui sont pris entre états phy-
sigues. Ceci est particulidrement important pour l'application de la
méthode & des cas physiques, soit pour utiliser la théorie des perturba-
tions lorsque le systéme étudié peut ccnstituer une premiére approximation
pour un systéme plus complexe, soit pour calculer des probabilités de

transition.

Ie cadre général de la méthode a été décrit dasrns un article précédent:
(Crubellier 1973)., Nous décrivons ici un exemple d'application de cette
méthode : 1'étude de 1'électron de Landau relativiste. Cet exemple, dont
les solutions sont désormais c¢lassiques (Johnson et Lippman 1949) feurnit
en effet wne illustration particulidrement significative de la méthode
employée, alors que les problémes physiques déjh étudiés par cette méthode

(Armstrong 1970, 1971 a et b, Crubellier et Feneuille 1971, Cunningham 1972,



Dunlap et Armstrong 1972, Feneuille et Crubellier 1972) n'en soulignaient
que certains aspects particuliers. En effet les équations radiales scnt
des équations factorisables du type C , gu'on transfeorme aisément exn
équations du type B . En conséquence, deux algébres de nature trés dif-
férente peuvent &tre introduites. La premisre, de fype G(0,1) , est
étroitement relide & 1'algdbre d'invariance du systéme (qui comprend les
retations sutour de 0z et les translations). Au contraire, la seccnde,
de type B1 , n'est pas uwne algébre d'invariance, mails elle permet 1'in-—
troduction dlopérateurs tensoriels simples. Signalons qu'une symétrie
gp(2) analogue & la symétrie S0(2,1) trouvée ici a été utilisée pour
1télectron de Landau non relativiste par Boon et Seligman (1973). Tl

serait cependant difficile de généraliser ce résultat au cas relativiste,

Dans une mremigre partie nous rappelons comment le formalisme que-
ternionique décrit par Hautot (1970) permet d'effectuer la séparation

des variables, essentielle avant toute étude de ce type.

Il est montré ensuite gue la recherche de la fonction d'onde radiale
guaternionique normée se raméne & celle des sclutions normées de deux

équations réelles du premier ordre,

Dans une troisiéme partie, l'algébre dtinveriance, qui engendre les
rotations autour de Oz et les translations, est introduite, sous la
forme quaternionique. Ie spectre d'énergie du systéme est déduit des

propriétés des représentations de cette algebre.

Enfin, les équations radiales réelles sont résolues suivant la mé-
thode décrite dans l'article déjh cité (crubellier 1973), avec une at—
tention rarticulidre & la factorisation du type B qui conduit & la défi-

rition dtopérateurs tenscriels simples,



2 ~ Séparation des variables.

L'équation de Dirac de 1'électron dans un champ magnétique uniforme

3 stéerit, avec les nctations usuelles
2
[c(g“.gg\)+[3moc]‘lf=Ellf, (1)

ol L= B\+ %—é‘ ; —e& est la charge de 1l'électron et &\ le potentiel

vecteur, Pour ce dernier si on impose gue :
div&:o,

on peut écrire (jauge dite symétrique) :

La séparation des variables est grandement facilitée si on utilise le
formalisme quaternionique décrit par Hautot (1970). Avec les notations

de cet auteur, 1'équation (1) sous forme quaternionique s'éerit :

(V3 + Y1 Ju = uq , (2)

<]
e

1 . . 2
Q= - e (i V21 B + J mye ) ,

V. =10 4+ 39 + %k 0
3 1o, +d v .
A3 =1 Ax + J Ay + k AZ ,

et la fonction d'onde w est une fonetion quaternionique.

La symétrie du systime suggére d'utiliser des coordonnées cylindriques,

On a alors :

v3 _ JKw/2 (i %
L= K/ 3 % 0 /2

+j 1y +xo ) e"k¢/2
P9 Z

@



Si on pose u = ektp/2 v, v est solution de l'équation :
- ) X B .
{1 dp + J[p (6¢ + 2) +-V:520h_p} +k éz} v o= vQ .
Cette équation est séparable, clest-i-dire que v peut s'éerire comme
prcduit de fonctions guaternioniques d'une seule variable :

v =7(z) ®(¢) R(p) .

On obtient évidemment :

72{z) = exp (V-1 éf‘z)
olp) = exp (V-1 Mp) .

D ntest pas quentifié ; par contre, pulsque :
u(¢ + 2n) = u(@) s

M dolt prendre des valeurs demi-entigres. Enfin, la fonction quater-

nionique radiale R(p) est solution de 1'équation suivante :

& 37 B ) 1T RE) =R @ ()

% — Equaticns radiales.

L'équation (3) est équivalente & un systéme de 4 équations 4iffé-
rentielles scalaires du premier ordre couplées., (e systéme est dégénéré ;

on peut montrer sans difficulté que (R1 o+ kR4) et (iR + jRB) sont

2

solutions de la méme équation du second ordre, On peul donc écrire :

(132 + 333) = (31 + kR4) U,

ot U est un quaternion de la forme 14 + jB , indépendant de p ; on



montre aisémenl que pour que la fonction d'onde radiale, qui s'éerit alors :

R = (R, + kR4)(1 + 1),

1
soit solution de 1'équetion (3), il faut et il suffit que U wvérifie la

condition :
pz 2
V=1 = (U - 1) = [o, U], (4)

et que (R*I + kR4) s0it solution de 1'équation :

od 1y M B _ i
[1(dp+2p)+3\f:-1 (p+2¢h_p)](R1 +kR4) M(R1 +kR4)[Q—km = u] .
En outre, si 1l'on pose :

R1=R++Rn .

" Y=1 (R+ ~R)

=
I

1
et R, =p °F, ,

M et F® sont solutions du systéme sulvant :

d M eB
("dp+p+2 p)F+_aF_
4 KB eB - o
dp + 0 + oy p) F =a' P s

ol a et a' sont des coefficients complexes qui dépendent du cheix de

U ; la condition (4) sur U est équivalente & :

2 m204 2

aa!zLQ__i N
cahz h2

On peut donc cholsir U de fagon telle gue :

‘/Ez_m§c4 pj
¢ = o' = — — = A,

0% ¥

Dans ce cas F et F peuvent étre choisis réels et on montre facile-

ment de plus qgue :



JFidp:IFfdp. (5)

Finalement F+ et T sont les solutions respectives des deux équations

-

sulvantes :

—_
—
[AV)
I
-

2

2 (me-= -
d 2 4 eB\" 2 eB . , 1 oA
{dpe" )2 _(2C'h')p 'ch(M“z)+7‘}F¢“O’ (6)

vérifiant la condition (5) et telles que la condition de normalisation
suivante soit satisfaite :

J scalaire (R* R) p dp = 1 . (7)
Compte tenu du choix fait pour U , la condition (7) stécrit :

] ] P2C2
jFidp:erdp=z - N, (8)

8E2

les différentes composantes de la fonciion radisle sont alors les

suivantes

1
R, =p ° (F+ +7)

1
=Vt o7 -
R, = V=1 p (F+ F)
1
_ a7
R, = (aF+ + bF )
i
- =7 I
R3 = Yo P (aP+ bFL) ’
D E-mc
N ’z Q
oht 3 a = - [ V1 T + A ]



4 — TInvariantes.

Ie systéme est évidemment inveriant dans une translation gquelcongue
et dans toute rotation autour de 0Oz . L'opérateur infinitésimal de

rotation autout de 0Oz s'éerit en rotation quaternionique (Hautot 1970)

7

T ==V +VHE
P 2

et il commute avec 1'opérateur H, = V3 T , clest-a~dire que

3 chr 3

la forction J u est solution de (2) pour la méme valeur de E que u

en fait on a
J o u=MNu ,
"5

et, en dfautres termes, Jz est un invariant du systéme,
Par contre 1'opérateur infinitésimal 'I‘n = (3\. 2) , ccrrespondant aux
oy
translations dans une direction définie par le vecteur unité n , ne
commute pas avec l'opérateur H3 . En effet une translation entraine
pour le potentiel wvecteur un changement de jauge et donc modifie la
phase des fonctions d'onde., On peut, comme l'ont montré Opechowski
et Tam (1969), définir des opérateurs de translation "magnétiques",
gqui commutent avec H3 et sont donc des invariantes du systeme, mais
dont l'expression dépend du cheix de Jjauge initisl. Avec la jJauge
symétrique utilisée ici, ces opérateurs infinitésimaux sont, pour les

translations de direction no:

Si 1'on définit pour ces opérateurs la base suilvante :

y



on ccnstate alors gque Té commute avec tous les autres invariants et

gue J Tl et T!' satisfont les relations de commutation suivantes :

2eB
i Tt] = - ==,
[T+ ——] cir
P i , 2eB N
Par ccnséquent les opérateurs JZ , T; s, T' et 3 Z'E%: I (ou I est

1'opérateur identité) forment la base d'une algtbre de Lie non semi-simple
de type G(O,1) (suivant les notations de Miller (1968)). L'opérateur

001 défini par :

— Mmooy
CO? = T+ Pn Jz S

est un invariant de 1'algdbre, quil peut &tre réécrit :

2 eB
Coq = = (1131{3 + az) -
ce qui conduit & : 5
P
2 b4 el 2 eB
Cor v = {" (Q” - hz) S LR

Pour une valeur donnée de 1'énergie (donc de hz ou de la valeur propre
w de ltinvariant 001 ), les fonctions u forment une représentation
unitaire de 1'algdbre d'invariance, Pour que les fonctions u soient
normalisables, ces représentations doivent nécessairement étre des

représentations unitaires du type l (avec les notations de

s, M,
Milier (1968)) ou My + 1350 . Pour une telle représentation, le
spectre de JZ est donné par M = MO - p (p entier ) 0) et la valeur
proypre w de est lide & M. et & la valeur propre s de S5 par @

01 0
w = «s(MO + 1) .

Or on a ici s :'%%? et w = —(Ag + %ﬁﬂ ; dtautre part la relation
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M = MO - p (pentier » 0) 1liée & la condition MO + % » 0 entraine

Finalement® le spectre d'énergie est donné par :

E2 m2 04 p2
- Mo M+t

- -Gemdglelg g
c I o)

5 ~ Fonctions radiales. Algébre SO(2,1) .

Ia fonction d'onde radiale R{p) est compldtement caractériséde
par la donnée de F+ et F_ ; celles—ci sont les solutions des
équations (6) qui vérifient les conditions (8). Or ces équations sont
des équations factorisables du type C . Il a été montré (Crubellier
197%) que les solutions sont reliées & des fonctions de base de repré-

sentations unitaires d'une algbbre G(0,1) . Cette algtbre a pour base

les opérateurs 33 , D+_, J et -5 définis par :

-
A
It

- V519
T

] V-1 ¢ V-1 Op * B eB

ize [+ ap+ o —20.1..{.9]
2eB

S =4 e I .

Si on identifie la variable supplémentaire T qu'on introduit ainsi
avec la variable physique ¢ , on constate que cette algebre est étroi-

tement 1ide & celle du paragraphe précédent, Bn fait, étant donnée

ltexpression de u en fonction de F+ et F , qu'on peut écrire :



-1t -

we o a0 {0 T 0 P p (v 0T g L)

N

on montre & partir des propriétés d'invariance du systéme gue les fonc—

-1
tions ev:?(M+2)¢ F, sont fonctions de base de la représentation unitaire
‘s M de deuwx algeébres G(0,1) qui ont pour base ;
2210

2L, 3 , -3 et S . On en déduit aisément que ces mémes fonctions
+ -

3

sont des fonctions de base des représentations unitaires 1 P

—S,MO Iz
ltalgébre qui a pour base :33 , J+ , J_ et 9§ ,

Cependant, bien que le type C de factorisation des équations (6)
solt 1ié & 1'algebre d'invariance, il apparait préférable de transformer
ces équations en équations factorisables du type B , et d'introduire
ainsi une algébre de type B1 (gifférente de celle introduite par

Yanagawa (1973)) , qui ntest pas une algebre d'invariance mais

qui permet de définir des opérateurs tensoriels simples et de

caleculer aisément leurs éléments de matrice. Ia méthode utilisée est
décrite en détail dans l'article déja cité {Crubellier 1973) et nous

nten rappelons ici gque les points essentiels,

Si 1ton écrit une équation factorisable B sous la forme :

[le'— d2 e2ax + 2ad X - a2(w + lﬂ] ¢p = 0 (10)
ax A e

1talgehre 31 introduite a pour base :

J =~ ¥-129
T

3
A ]
Tp=ge o g Fal- V0 )],

ov T est une variable auxiliaire, Si les fonctions @S sont normées

suivant la condition :

(]

.J[(cpz)2 dx =1, (11)
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YT e
Mo

les fonctions @5 = e i forment pour w donné une base orthonormée

d'une représentation unitaire de 1'algdbre réelle S0(2,1) 1lide & 1'algbre

31 . w est la valeur propre de l'opérateuvr de Casimir de 1'algébre et

les valeurs de p forment le spectre de J, dans cetle représentation,

3

les représentations unitaires ainsi formées sont (Barut and Fronsdal 1965,

Crubellier 1973) :

d
] — % —_ 1 - = -
1) si - >0, THO avec . > 0 ; onaalors w po(uo 1) et
le spectre de J3 est p = p0u+ P (p entier Q) .
d
- * 1 . —
2) si - <0, luo avec P+ 2 <0 3 onaalors w= uo(uo+1) et
le spectre de J3 est p = By = P (p entier 3 0) .

%) DP(EO o)* (représentations dites principales), ol ®++ est imagi-
naire pur ; on a alors w = @(@+1) et le spectre de J3 est p = EO +p
(p entier).

les opérateurs définis par :

(k) eVZ? qt ekx

T =
q

forment des bases de représentations d'opérateurs tensoriels de l'algébre,
Ces représentations ne sont irréductibles que dans certains cas particu-
liers

t) 2k entier < 0 et -~k - |gq| =0, 1, ..., -k (représentation finie 75,

2) 2k entier » 0 et soit q £ -k (représentation l—k), soit q % k
(représentation Tk)o

On peut cependant calculer également les éléments de matrice de certains

opérateurs T(i) qui n'appartiennent pas & des représentations irréduc-

tibles. L'expression de ces éléments de matrice a été obtenue
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(Crubellier 1973) pour des fonctions bra et ket appartenant & des

représentations du type Tﬁo o

la transformation des équations (6) en équations du type B est

réalisée au royen des changemerts suivants :

x/2

p==e

Ces équations deviemnent alors :

2
d eB\* 2x _eB L4 g2y x4y o 1y? ~
[dx2 - (4ch) T gem (g h ) e - 4 zg) |ex=0 (12)
et les conditions (8) sont remplacées par :
J @i e dx = f @f e dax = 2Jf2 . (13)

les équations (12) sont du type (10) si on fait les identifications

sulvantes :

g = 1
eB
d = Lot
1 1 1.2
hy == (M & Z+7a )
14y~ )2
. d 1 . , -
Puisque ;‘> O et w+ Z‘> 0 , les seules représentations qui inter-
*
viennent sont les représentations du type Tuo (uo —'% > 0) .

Dtapres les valeurs de w, et w ona:

—

1 1 1
b, =7+ 1Ml

et donc, puisgue p, = Mot N, (N+ et N étant des entiers » 0,

cn oa
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2 _eB il 1
A= (M - S+ M - 2| +oN - 2)
&8 1 1
=0 (M + >+ M+ 2[ + 2N_) .

On remarque que pour M <0 et N =0, ona F+ =0 (et donc N

n'a plus de signification), ce gqui permet d'écrire finalement le spectre

dténergie sous la forme (9) .

En ce qui concerne les fonctions d'onde, si on note ¢u les fone-

)
tions de base (normées suivant la condition (11)) des représentations

*
Tpo , On a :

u-t
9+ =Cy @ .
Moz

la présence des coefficients C+ et C est dle & la différence entre

—_

les conditions de normalisation (11) et (13) .

La forme explicite des fonctions ¢u est la suivante

Ho
1
(u-p )t (2u ~1)12 x Bt 2u -~
¢“ = Q 2 e"d(e ) (Zdex) © L © (Edex) ’
bo (p 1017 8o
\ a a .. X 2
ol Lh(x) est un polynéne de Iaguerre ; om a, ici, e =p .,

(x)

A partir des éléments de matrice des opérateurs T ¢ pris entre

*
des fonctions de base de représentations 1

Mo

intégrales radlales des opérateurs pn , 0u n est entier, En effet

, on peut calculer les

celles—ci font intervenir les intégrales ;

2
ij_pndp , IF o™ dp et IF+F_pndp ,

(%+1)
gui sont relides simplement & des élémerts de matrice de T : la

dernisdre intégrale, par exemple, s'écrit :
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1 1 (%+‘I)x
JF_'_F_p dp:EI¢+¢_e dx

n
T P T -
I¢ P e dx
Mot p'o—

c ¢
+
2

il

¢ ¢ Ou + 1)
2 u

il
iei

1@ .
o+ )

Une application particuliére du calcul d'intégrales radiales est
la détermination des coefficients C+ et ¢ . Ils sont en effet

définis par
By 2
CEI(CP ) eXdJc:Ewa2
- Hot

Or 1l'intégrale qui intervient ici est égale & un élément de matrice

(1)

diagonal de 1'opérateur TO , Gont l'expression générale est

(crubellier 1973)
1) a
o IT( &% | == (2u - 1) .
( p,o 0 uo 2d o]
Par conséquent :

Oy = ﬁf[zi (2u, - 1)}%’ .

Nous avons déjid signalé que le principal avantage de cette méthode

dtétude des systémes quantiques exactement solubles réside dans la pos-
sibilité de deéfinir des opérateurs tensoriels simples et de calculer
leurs éléments de matrice. Plus précisément dans le cas considéré, on
calcule ainsi les intégrales radiales de pn (n entier). 8i 1fon
introduit au préalable un potentiel V(z)} qui léve la dégénérescence

des niveaux d'énergie, ces intégrales radiales peuvent &tre utilisées
gle, gr
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dans un calcul de perturbation, On pourrait ainsi étudier le systéme
noyau électron dans un champ magnétique intense, en considérant le
potentiel coulombien comme une perturbation (Hasegawa et Howard 1961).
I1 faut remarquer gu'on peut également, pour étudier ce méme systime,
définir un potentiel effectif fonction de p et de 2z , qulon déve-
loppe au voisinage de la zone de plus grande atiraction (Gajewski 1970) .
Avec cette approximation, on obtient des équations séparées qu'oﬁ peut
transformer en équations factorisables du type B : on pourrait alors

faire une étude en tous points analogue & celle ddveloppée ici et en

utiliser les résultats dans un calcul perturbationnel,
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Application of the theory of Lie algebras

to exactly soluble quantum systems.

A. CRUBELLIER

Laboratoire Aimé Cotton, C.N.R.S.II, 91405 Campus 4'Orsay, Prance.

Abstract

Starting from Miller's Lie algebraic interpretation of the
properties of factorizable second order differential equations, the
solutions of exactly soluble quantum sysiems are examined using
group theory. These solutions are associated to basis functions
of irreducible representations of the corresponding Lie algebras,
and the normalization conditions are related to the unitarity of
these representations. Tensor operators are then defined, which
allows us to calculate some matrix elements of physical interest.

This procedure is illustrated by some examples.



I. INTRCDUCTION

One of the most powerful methods for solving eigenvalues problems
appearing in quantum- thecry is the factorization method, originated by

Schridinger [1] and due in its definitive form to Infeld and Hull [2].

Miller, in his boock : Lie Groups and Special Functions [3], has
shown that there is a complete equivalence hetween this method and the
study of realizations of the Lie algebras G(u,B) by differential
operators in two variables. He used fhis approach for the study of
the special functions : Bessel functions, confluent hypergeometric and

hypergeometric functions (see also [4]).

This method can also be used for the study of the wavefunctions
of quantun system whose Schrddinger or Dirac eguaiions are separable
into factorizable second order differential equations. This was done
for the first time by Armstrong [5, 6] for the radial wavefunctions of
the hydrogenic atom, utilizing an 30(2,1) symmetry. The main con-
tribution of Armstrong in that paper is the introduction, in this non
coupact group, of the concept of tensor operators. This concept is
extremely useful and has been extensively used in the application of

compact groups to the theory of atomic structure [7,8].

Another study of the relation between factorization method and
group theory has been done by Carlstone [9] (but it does not allow
one to define tensor operators). Various similar approaches have al-
ready been used for some other physical problems :
1) The harmonic oscillator in three dimensions [10] (see also [11,12]),
2) Hulthén potential in one dimension [13],

3} Relativistic Kepler problem with and without magnetic charges

[14,16] (see also [17,217).



However it is possible to give a general formulsation, which allows
uz to study group theoretically any soluble guantum system. The main
points of this generslization are described in this paper and they are

illustrated by & few examples (the details will be published elsevhere).

In section II, we recall the main results of Miller concerning
the relation between the faclorizable equations and the associated Lie
algebras. Then, after recalling how the irreducible and unitary repre-
gsentations of the considered Lie (abstract) algebras can be characteri-
ved, Wwe investigate in more detail the relation between the normaliza-
tion conditions for the wavefunctions and the unitary conditions for

the representations.

In section III, we give for each realization of the considered
Tie algebras the tensor operators which are functions only of the two
variables, and we give an example of calculation of matrix elements of

such tensor operators.

Section IV is devoted to survey the various physical problems
which can be investigated by these technigues and a detailed discus-

sion of one example is given,



IT. ALGEBRAS AND REPRESENTATIONS.

The only algebraswhich are of interest to us for the study of
factorizable equations are of the type G(o ,B) which has been defined
by Miller [3]. We first recall the definition of these algebras. They

are spanned by four infinitesimal operators, J4.,, J , J sasnd E , sa-

37 T4 T~
tisfying the following commutation relations :
[J3 y I, =% I,
2
(3, , 0] =247, - 8E (11.1)

+ 3

[J3 , B] =[5, ,El=0,
vhere o and B are complex numbers. In fact only three cases for
the values of o and B have to be considered :
1) If o is different from zero, all the G(a,B) algebras are iso-
morphic to G(1,0) ; which is iteelf the direct sum of the algebra

sparmed by E and of the simple Lie algebra B (in Cartan's notation)

1
spanned by J3’ J+ and J_ .

2) The algebras G(O,B) are all isomorphic to G(O,i) , which is not
semi simple since E obviously spans a proper abelian ideal.

%) Finally G(0,0) is @ direct sum of the algebra spanned by E and
of the algebra spanned by the three other operators. The latter is

called '€3 by Miller and it is also not semi simple since J+ and J_

span a proper abelian ideal.

Thus it is clear that we can restrict our attention to the three

algebras B‘I , G(0,1) and 203 .

In the following, we will need an invariant of these algebras.

One of the invariants of G(o,B) is given by Miller :



2 _2 2 !
CGB—J+J_+Q J3—or J3~BJ3E (11.2)

and obviously C C and COO are respeclively inveriants of B1,
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G(O,1) and ‘53 . They will be called in each case 0 .

As shown by Miller [3], a realization of a Lie algebra of the type
G(G,B) (or equivalently of one of the algebras B1, G(O,1) or 'f}) can
be associated to Infeld and Hull's factorizable equations of the types
A, B, C and D (the types E and F can also be studied using a Lie
algebra, but indirectly ; they are related respectively to A and B
types). We give in table 1 a list of these equations and the corres-
ponding Lie slgebras. We are concerned only with real equations in
one real variable., In order to utilize Lie algebra in our study, it
is necessary to introduce a supplementary variable, which can be taken
as either real or imaginary. It will be introduced such that J3= “iqr
always. Finally our notation is very similar o that of Infeld and
Hull [2]. However the ladder operators defined by these authors must
be slightly modified in order to put the commutaiion relations in a
standard form. Moreover we have transformed a little bit the eguations
in order to introduce explicitely the respective eigenvalues u and
w of the operators J3 and 0 . We note that the eguations also
contain other parameters (a, b, d) ; the role of these parameters is
discussed further below.

With these notations, the eigenfunctions of J and 1, which

3

are basis functions of representations of the algebra, can be written

for each realization :



@i(x,r) = eiulE ¢z(x) . (11.3)

where @E(x) is a solution of the corresponding differential equation.

To be quantum solutions the wavefunctions have to be normalized.
It can be shown that, if the factorizable equation in its standard form
(¢t table 1) is obtained from the Schriédinger or Dirac eguation without
changing the variable, the normalization condition can always be writfen
2
[fp“(x) dx = 1, (11.4)
p @
where the integral runs over the whole domain of x . Then if we
introduce in the space of the functions o{x,t) a scalsr product
defined by : -
Zn
(®]a) :/ 'gl.[dx a(x,1)* o' (x,t) , (11.5)
2n
0 D
it is clear that the normalization condition (II.4) implies that :
W aH
@ = - .
(@wl w) 1 (11.6)
Thus the wavefunctions are associaied with normalized basis func-
tions of some representations of the Lie algebra. In order to charac-
terize these representations, we first recall the irreducibility and
unitarity conditions of the representations of the three abstract Lie

algebras B1 , G(O,1) and ?§3 .

The classification of the irreducible representations of the Lie

algebras G(a,B) is given by Miller [3]. If the eigenvalues of J3

sre non degenerate (for an irreducible representation if one eigenvalue
is simple they are all simple)}, any irreducible representation has a

countable basis consisting of eigenvectors of J, such that

3

w=E+p (where —& {E. <+ and p belongs to a set of integers).

0

The basis vectors can be written |wp> for B1 and C) 3 and |wpe>

0



for G(0,1) , where e is the eigenvalue of B .

Thus we have, for B, and .

f 5
J3|wg> = pfop>
7, Juw> = ai+1|m pH> o)
I ow> = oMo p-1>
Qlup> = wlopd

Because of the expressions of Q , one has obviously for B1 and

’83 respectively :

b W (11.8)

u
+
and w = o ot
e

Similarly we have for c(0,1)

JSIwep> = u]wep>

J+]wep> = ai+1lwe TR 4

Jp[mep> = aflwe p-1> (I1.10,
E |weu> = e | wep>

Q [weu> =W |weu> )

where w = ai a& —-pe . (11.11)

All the irreducible representations of the three abstract Lie
algebras (whose eigenvalues of J3 are simple) are given in table 2.
Tn fact there are various techniques to obtain them. One of them,
very similar to the method of Joseph t22] (and also to the factoriza-
tion method itself), appears to be particularly convenient. The basis
is consiructed using the shift operators, which is very practical for
obtaining explicitely the basis functions of the irreducible represen-

tations of the realizations that we consider.



Unitarity conditions for irreducible representations of the real

forms of these complex Lie algebras are also given in table 2.

The properties of the two real forms of B, , that is S0(3)

1
and S0(2,1) (algebras of the two real Lie groups S0(3) and 50(2,1)}),
are well known (see for example Barut and Fronsdal {23]).
The unitarity conditions may be written :
.+.
J.
(3,

(7,)"

J
5 (11.12)

e J_
+

i

where & is equal to +1 for S0(3) and to -1 for s0(2,1).

For G(O,1) and %% , the real forms are respectively called 84

and *83 by Miller and the unitarity conditions are :

3 3 (11.1%)

(where € can take the value +1 in some representations and -1 in
the othenﬁ, and for G(0,1) :

E =25E

For the two latter algebras, the results given in table 2 are not
exactly those of Miller [3], which concern the irreducible represents-
tions of G(0,1) and 53 induced by and inducing unitary representa-
tions of the local real Lie groups S, and E_ . Thus our conditions

4 3

are less restrictive than those of Miller.

Although the wavefunctions @i(X) are related to nermalized
basis vectors of some representations of the realizations, it is not
obvious that these representations sre in any case unitary, unless the

algebra is an invariant algebra of the system. Nevertheless it is



important to find first the basis functions of the unitary representa-
tions of the realizations. With the scalar product which has been

defined in Rq. (II.5), it can be shown that the relationships between
the operators and their adjoints are such that the unitary representa-
tions of each realization of tablé 1 are unitary representations of a

real Lie algebra. The correspondance is the following :

A, ~ 50(3)
A, 4., B35
2" 3 4
cr, D' > S
C“, D" — & .
63

(For the C and D realizations Eqs. (I1.12) appear with e = +1 ,

+a% ).

[}

*
thus the unitarity conditions must contain the condition ai

Thig is true providedthat the domain of the operstors is contained
in a space V of functions &(xt) which are periodic in © (except
for a non periodic dependence which is the same for all the functiéns
of the space) and vanish at the limits of the domain of x . The
functions which can be constructed using Bgs. (II.7) or (II.10) with
the explicit form of the shift operators of table 1 are not necessarily
contained in a space V (even if the wnitarity conditions of the abs-
tract algebra (tadble 2) are met). However one can show that, if certain
relationships exist between the parameters of the differential equations
(a, b, d), and the eigenvalues p and w , the eigenfunctions will
belong to V . These relaticnships are described in table 3. There
are, in addition to these unitary representations, non unitary repre-
sentations which contain some normalizable basis functions : these are

described in table 4. In order to simplify this table, we have used



the fact that the equations of table t are invariant under some formal
exchanges between the parameters and the eigenvalues, which are also
listed. We see in this table that in some cases (B and D) all norma-
lized basis functions belong to unitary representations. Unfortunately
thig is not generally true, whioh'intrbduces some complications in the
use of the formalism. We do not give here the explicit form of the
basis functions. It is only noted that, according to Miller's results,
they are related to the specisl functions : Bessel functions for C"
confluent hypergeometric functions for B, C' and D' (for the bounded
representations if becomes Laguerre or Hermite polynomials), and

hypergeonmetric functions for A1 and A2 .

ITTI. TENSOR OPERATORS. MATRIX ELEMENTS

As 1t has been previously seen, Lie algebra theory is very useful
for finding and labeling the normalizable solutions of factorizable

equations.

This might seem to be of rather formal interest, since at the
present time the most part of exactly soluble quantum systems has

been already solved.

The important point is that this formulation enables one to find
tensor operators and then to calculate their matrix elements. The
practicality of this approach for the study of periturbations or tran~

sition probabilities depends of course on the form of these tensor



operators. In any case, it avoids explicit use cof special functions
and provides a systematic way of calculation, directly related to the

symnetry properties of the system.

The tensor operators 1% of the algebras are defined by commu-
v

tation relations which are (with exactly the same notation that is

used in the previous section) :

W ]
J, s T ]=pT
[5 u]pu
(1, . ] = b (111.1)
e
[J“ , ip] = o Tﬁ_1

For G(0,1) , we have the supplementary relation :
w w
E,T ]| =eT .
EFES R
For each realization of table 1, we consider only tensor operators

which are functions of the two variables x and 1t , that is of the

form @

1 = T (x)
m M

For the applications, the important point is neither the irredu-
cibility nor the unitarity of the representations of tensor operators,
but the possibility to obtain some functions Fﬁ(x) which are as simple
as possible, so that one can write the physical operators (perturbation

or transition operators) as & sum of tensor operators.

One can show that, for all the representations of tensor operators,
W . . . . , @
FP(X) can be written as a linear combination of two functiomns, Uu(x)
w w w ) , .
and Vu(x) where Vu(x) = U p(x) . Ve give in table 5 a list of the

functions Ui(x) for the different realizations.



For the tensor operators which have been defined, the matrix

elements can be written :
2%
bty _ | G (R LRV P
@wlju"]@w') =), ), ax e @w(x) Fu”(x) cpwl(x). (111.3)

If p—- " - p' dis integer it becomes :

= W " n' ,
= bu’u.+un .[; dx @w(x) Fu_ul(x) mw'(x) . (111.4)

and the only integrals of interest here are of this type. The possi-
bility of using the Wigner-Eckart theorem in the computation of the
matrix elements must be discussed. If it applies the calculation can
be separated in two parts : Clebsch-Gordan coefficients and reduced
matrix elements. A number of Clebsch-Gordan coefficients of interest
have been computed, in particulasr for so{2,1) [24,25] and also S4
[26]. However, even if it applies for the non compact groups which
are involved here, thére remains some difficuliies which may prevent
the vse of the Wigner-Eckart theorem. The most important one is that
we 'are interested, as shown in the previous part, in some basis func-
tions of non-unitary representations. Moreaver, we will even use

some representations of tensor operators which are not completely

reducible.

However we can use the group properties in another way. In fact,
most of the methods used for computing Clebsch-Gordan coefficients
(ref [24,25] for example) are based on recurrence relations. This
enables us to use, as Armsirong does in ref. [10], similar relations

belween matrix elements and to compute them directly. This procedure



is convenient in particular because we can test the validity at each

step of the calculation,

The recurrence relations are obtained from the two eguations ;

" 1 1
@z, 1 et > - <e]n”)
AR TR R w' 'y

1 1(,0" 1
Ielel > = <@5|[Ji,1u“]l@$,> (111.5)
(which hold if all 1he matrix elements are non infinite).

Then, if the unitarity conditions (II.12) or (IJ.13) are satisfied

for the functions which are involved, one can write :

i

.U"H §i+1 1(0" U-' TRET) w! p'=1 |.I." i W P"
cal, <@ }quulqb,> - B <¢b|Tu"]®w, > = y" <@w|Tu“_1]@w >

(1II.6)

UJ“ l+1 l1+1 IJ' wl1 _-“’I
|1]®pl > = Yp' <® IT LI I@ l>
ptow + w! Tpt T Tw

- Y t LR
e @ 1P et >~ g T |n
- W p't w + w
where the «a, , B, , Y+ coefficients are réspectively the matrix ele-

]
ments of J, in the representations of the algebra of which @5 , qﬁ,

w" .
and T are basis vectors,
i

We do not give here a complete list of the matrix elements which can be
obtained in this way, but only those which we need for the application
we study here : that is the matrix elements in which the wavefunctions
are basis functions of representations of the type f;O of the reali-

zation B of 80(2,1). The interesting tensor operators are :

1) Pz = o 47 e_kx , where 2k 1s a nommegative integer, which form
. k .
for k-|ql =0, 1, 2, ..., X a basis for a representation I (which

is of course non unitary for SO(E,?) ).
2) QE = e 47 ekx y where 2k dis an integer 20 . They form for q¢&-k

and for q2k two irreducible representations, respectively t»k and

Tk s but for the applications we shall need the particuler value q=0 ,



which never belongs to an irreducible representation,

The matriz elements are finally given by the following formulas :
1
(% |7 L ]&)
oo BmHT T By
t toyg ! 1

T(2uo) I’(Euo) T(uﬂlo)_(u uo) e ’
. — 1
T(u'mé)(u bo) ! T(k+u0+u0)

4 e ! =) .
x 2: (_) (k+p Ko 1) P(k+p0+p 1)
L]
t t ! (u‘-ub -t) ! F(u+p0-—t)(k+p0—u0-t)!

x (%”O|Pk [@”6) (1II.7)

! 1
o Ho Mo Po

k L]
ot "
( uOIQu-u'I ué)

r(2u,) T(2up) Tlatug)(wmp )t (urepbd )3 (koptng=1)

= P(p'+p6) (k+u—p'—1) !

y (k+p-u6—p~1)!
p P! (a2 ' =pd=p) ¥ T g=p) Geopptudp=1) !
M K

N A E (111.8)
bo' HoTHo Ho

fhe two matrix elements which remain in the previous formulas are
easy to evaluate, because of the particularly simple form of basis
functions of smallest (or largest) g of the bounded below {or above)

representations, One obtains here :

(111.9)

by, Hugbg)® gy WY oK D(Kepg 1) ;
(%pole © ]®p6)’” (Zd) (P{eug-17 T(au-1]17

which holds for any X .



There are some selection rules on these matrix elements, which
come from the decomposition of the Kronecker products ; for exanple
the Tirst matrix element is diffevent from zero only if k}]uouuél

k

For the second, if Qu " belongs to the representation 1k , that is if

p-p' 3k , the matrix element is different from zero only if képbwuo .

IV. PHYSICAL EXAMPLES,

A great number of examples can be studied in such a way. The pro-
cedure is the following : First the Schriddinger or Dirac equation of
the system is separated in some coordinates (it is nect always straignt-
Torward, especially for Dirac equations). Then the separated equation
is, if necessary, transformed in such a way that a factorizable equation
A, B, C or D is obtained. After that the results of part II are in
principle sufficient to obtain the eigenvalues and eigenfunctions (in
fact some complication may be involved when the factorizable eguation
is obtained by a change of the variable). TFinally we are able to calcu-
late the integrals of the tensor operators we have defined in part ITT,
llowever some restrictions may appear on the quantum numbers which are
in the integrals we are able to calculatle (this may happen alsc when the

factorizable equation is obtained by changing the variable).

We describe the main points of this procedure for one particular

example : the relativistic Kepler problem, which has been stiudied by



the same technique (with another notation) in ref. [14].

The well known radial equations coming from the Dirac equation
of the hydrogenic atom {see for example [27]), which is separable in

spherical coordinates, are, in atomic units :

(£ 45 o) = (1 + 5+ 2D 5(x)

It

(Iv.1)

(5 -8 7)) = (1 - B~ %) ox)

h

where F(r) and G(r) are the two radial wavefunctions, u = i(j+%) ,
3 is the eangular momentum and E the energy. We deal only with
bounded states (that is ; 1=E > 0) .

Iet us set

X
r =e€

F(r) = VI-E (¥ _(x) - Y+(X))

(1v.2)
G(r) = Y1+E (W_(x) + W+(x)) .
The system (IV.i) becomes ;
(£ - VimR2 & 4m8) ¥_(x) = ~(x+) ¥, (x)
(1v.3)

(é% + Vi-2 &° —x;s) ¥, (x)

~(x-8) ¥_(x)

where 6 =

Thus Y+ and Y are solutions of the fellowing second order

differential equations :

dx2

2
[EL“ - (1-5%) & 4 2 12 (B6 = %J X - w4 Zzaz] ¥, =0 (1v.4)

with the normalization condition ;

40 5 5
v/" [2(\11+ + ?:) +4E ¥ wﬁ] e¥dx (1v.5)

X



vhich derives from the usual one

fm (F° + %) ar = 1 . (1v.6)
0

The equations (IV.4) are factoriszable equations of the type B,

in which the parameters are identified as :

a = 1

d = V182

Wt = u2 - 22a2
-y, = B % —

P«—l»k_——' e

Two points have to be emphasized, First, d depends on the energy,
thus we do not find a single realization for which the basis functions
of the representations are the eigenfunctions Yi , but many realiza-
tions, which are different for every value of E . Second, the norma-
lization condition (IV.B) does not cofncide with the one which derives
from the definition of the scalar product that is given in sect., II .
However on can show that the consequence of the second point is only
that the (physically) normalized functions Ti are proportionnal,

instead of equal, to basis functions @5 of representations of the

0
type t; of the realization of the algebra S0(2,1) {with a=1 and

0
d = Y1-E2), Thus one can write :

Mt
¥, =C
where  p_ =7y + 3
0
By = Y TLanN.,

v = ¥u“~¢“Z° and N is an integer 0 . N is related to the

wsual radial quantum number n by W = n—lul .



N=0 is a singular case ; one can show that in this case ¥ =0,

The C, are determined by the condition (IV.B) and we shall calculzate

them below using the matrix elements of some tersor operators .

The corresponding eigenvalues of E are given by B =y + N
and are

(1v.8)

The calculation of matrix elements can of course be made only in
a single realization, Thus only radial integrals disgonal in E (that
is in n and J ) can be calculated, The radial integrals of rK

(K integer) can be obtained directly from the matrix elements of the

tensor operators PE and Qz (Sect. III) diagonal in Bo »

The constants C; can be calculated as a first application. Ve
first notice that if we write :

¥ = - 6-—u§
o+ +

v = Vo ¥

(1v.9)

the system (IV.E) becomes identical to shift relations of the type
(II.?) or(II.io), written for an orthonormal basis of an unitary repre-

sentation t* . Thus :

o
c c
+ = — = (
. Y &-+1

Then € is defined by :

4o
2 o 2 Miy2 yizz M- Pl ox
1 = C~[;q -{2[(6+u)(¢u0) - (6-n) ?p;) ] - 4B Yooy wuo ¢u;} e ax

(1v.8)



¢
and its value is obtained from the matrix elements <& IQ1 'I@u > .
o HoB 0 By

The non diagonal one is equal to zero because of a selection rule

(Q

; belongs to a irreducible representation f1 ) , and one finally

obtains

V152

0 = ———— (1v.10)
N zay
Many other interesting radial integrals of rK (diagonal in n
and j ) can be obtained ; for example the relativistic Landé factor
containg the integra].v/;‘G-rdr which we are able to evaluaie exactly.
One can also evaluate the radial integrals which appear in the atomic
hyperfine structure (magnetic dipolar and electric quadrupolar). These
integrals allows us to obtain the famous Casimir corrections in a com-
pletely correct way ; up to now these corrections were calculated only

in an approximative and rather complicated manner. These resulls are

given in ref, [14]u

Scme other examples of this procedure are described (with another
notation) in refs. [6, 10, 13, 14]. There are many other problems for
which such an approach is possible and suitable ; we shall give, for

each type of realization, only a list of the most significant of them.

Realisations A1 are found in the following cases : spherical
harmonics, symmetric top , angular part of the (relativistic or not)
Kepler problem with magnetic charges [16, 20, 2t] (in all these cases,
the supplementary variable <t can be identified to a physical one and
the algebra is an invariant one), PYschl-Teller and Rosen-lorse po-

tentials [2] (which are molecular vibrationnal models),



Realizations A2 are found for the Hulthén potential [13] , the
Manning-Rosen and Ptschl-Teller potential [2] {the two latter are also

molecular vibrationnal potentials).

Realizations B and C' (it can be shown that every C' facto-
rigzable equation can be transformed into a B equation and conversely)
are the most important for the applications, in particular because of

the simple form of the tensor operators of the realization B .

Such realizations are obtained for the radial part of the Kepler
problem with and without magnetic charges, relativistic or not [14, 21];
for the harmonic oscillator in three dimersions [10] {in this case the
realization B is closzsely related to the quasi-spin algebra [12]) ;
for the problem of one electron in a uniform magnetic field, relativistic
or not {the realization €' is then related to an invariant algebra) H

arnd for the Morse potential [2] .

The typical example for the realization D' dis the linear oscil-

lator, and similar problems are described by Infeld and Hull [2] .

Finally a realization ¢" is found when the wavefunctions are

Eessel functions.

It appears then that there is a large domain of application of
the method described in this paper. In all cases, it provides a
simple and systematic means for studying exactly soluble guantum
syslems, Some matrix elemerts have been already cobtained which are
of interest. Thaere are, of course, many areas 1ln physics where these

exacily soluble systems are used as a first aprroximaticn to a more



complicated system, For example, Layzer [28] has developped a pertur-
bation scheme for the many electron atom which uses hydrogenic wave-
functions ; and the harmonic oscillator wavefunctions are often used

in atomic and nuclear calculations [29] . The most interesting problem

which remains is to determine if the techniques described in this paper

can be used to extend and facilitate such studies.
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